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第 三 版 序言 


在 以 前 (1944 年 和 1953 年 ) 曾 两 次 出 版 的 《连续 介质 力学 》 一 书 中 ,《 流 
动 体力 学 》 是 第 一 部 分 , 现在 单独 成 卷 @. 

本 书 在 内 容 与 行文 上 的 特点 , 如 后 附 前 一 版 序言 所 勾勒 , 在 这 次 修改 和 增 
补 过 程 中 均 得 以 悉心 保持 . 

虽然 已 经 过 去 30 年 , 但 除了 为 数 甚 少 的 例外 , 第 二 版 内 容 其 实 并 未 过 时 ， 
对 这 部 分 材料 只 有 不 太 大 的 增补 和 修改 . 同时 又 补充 了 一 系列 新 内 容 , 全 书 因 
而 增加 了 大 约 15 节 . 

流体 动力 学 在 最 近 几 十 年 中 发 展 迅 猛 , 相关 文献 异常 丰富 , 但 这 种 发 展 大 
体 是 应 用 层面 的 . 还 有 一 个 动向 是 , 能 够 通过 理论 计算 (包括 使 用 电子 计算 机 ) 
求解 的 问题 更 为 复杂 , 例如 关于 不 稳定 性 及 其 演化 的 各 种 问题 , 包括 非 线 性 不 
稳定 性 问题 . 这 些 都 超出 了 本 书 范围 . 以 稳定 性 问题 为 例 , 就 像 前 两 版 那样 , 相 
关 论 述 基 本 上 仅 限 于 给 出 最 后 结果 . 

本 书 也 不 包括 色散 介质 中 的 非 线 性 波 理论 . 该 理论 现在 是 数理 物理 学 的 
一 大 分 支 , 大 振幅 液体 表面 波 就 是 它 的 一 个 纯 流 体 动力 学 对 象 . 非 线 性 波 理 论 
主要 应 用 于 等 离子 体 物理 学 、 非 线性 光学 、 各 种 电动 力学 问题 以 及 其 他 领域 ， 
因而 划 归 其 他 几 卷 . 

关于 汕 流 的 产生 机 理 , 在 认识 上 发 生 了 重大 变化 . 尽管 合理 的 湛 流 理论 
尚 待 确立 , 但 有 理由 认为 其 发 展 终于 走 上 了 正轨 . 为 此 , 我 和 M. 了 H. 拉 宾 诺 维 
奇 共 同 撰写 了 3 节 (§30 一 832), 以 阐述 一 些 已 有 的 主要 思路 和 结果 . 他 如 此 里 
力 相 助 , 我 不 胜 感激 . 近 几 十 年 以 来 , 在 连续 介质 力学 中 出 现 了 一 个 采 新 的 领 
域 一 一 液晶 力学 , 它 同 时 具有 流体 动力 学 和 弹性 介质 力学 的 特点 , 其 基本 原理 
拟 在 新 版 的 《弹性 理论 》 中 加 以 介绍 . 

在 我 有 幸 与 列 夫 . 达 维 多 维 奇 . 朗 道 合作 撰写 的 著作 中 ， 本 书 地 位 特殊 ， 


@ 本 教程 第 六 卷 《 流 体 动力 学 》 和 第 七 卷 《 弹 性 理论 》 本 来 是 以 《连续 介质 力学 》 为 书 名 合 在 一 
起 出 版 的 , 它们 在 单独 成 卷 时 的 版 次 均 按 第 三 版 计 . 一 一 译 者 


“二 第 三 版 序言 


他 为 此 倾注 了 大 量 心血 . 对 列 夫 . 达 维 多 维 奇 来 说 , 流体 动力 学 当时 是 一 个 让 
他 人 全神贯注 的 新 的 理论 物理 学 分 支 . 按照 他 一 贯 的 风格 , 他 从 头 思 考 并 推导 了 
流体 动力 学 的 基本 结果 , 由 此 催生 了 发 表 于 不 同 杂志 的 一 系列 原创 性 论文 . 不 
过 , 也 有 许多 原创 性 结果 或 观点 收录 于 本 书 而 未 曾 单独 发 表 , 甚至 在 某 些 情况 
下 , 后 来 才 查 明 列 夫 . 达 维 多 维 奇 是 原创 者 . 我 在 本 书 新 版 中 尽量 补充 了 相应 
说 明 . 

在 修订 本 卷 和 《理论 物理 学 教程 》 其 余 各 卷 的 过 程 中 , 许多 朋友 和 同事 
向 我 提供 了 帮助 和 建议 . 首先 应 提 到 的 是 I. 了 . 巴 伦 布 拉 特 ,1. BB. 泽 利多 维 奇 ， 
JI.II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 , 找 .TI. 西 奈 , 他 们 曾 多 次 与 我 进行 讨论 . 还 有 诸多 教 益 得 自 
A.A. 安 德 罗 诺 夫 ，C. 了 H. 阿 尼 西 莫 夫 ，B.A. 别 洛 孔 ，B.II. 克拉 依 诺 夫 ，A.T. 库 
利 科 夫 斯 基 ，M.A. 利 伯 曼 ，P.B. 波 洛 温 ，A.B. 季 莫 费 耶 夫 ，A. 林 .法 布 里 坎 特 . 
我 谨 在 此 向 他 们 全 体 致 以 真诚 的 谢意 . 


E.M. 采 弗 席 论 
苏联 科学 院 物 理 问题 研究 所 
1984 年 8 月 
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本 书 旨 在 阐述 连续 介质 力学 , 即 液体 和 气体 运动 理论 (流体 动力 学 ) 以 及 
固体 运动 理论 (弹性 理论 或 弹性 力学 ). 这 些 理论 其 实 都 是 物理 学 的 分 支 , 由 于 
自身 的 一 系列 特性 才 发 展 成 为 独立 的 学 科 . 

在 弹性 理论 中 , 求解 那些 在 数学 上 已 经 用 线性 偏 微分 方程 的 形式 明确 提 
出 的 问题 具有 非常 重要 的 意义 ,所 以 弹性 理论 包含 着 所 谓 数理 物理 学 的 许多 
基本 内 容 . 

流体 动力 学 的 特点 则 截然 不 同 . 流体 动力 学 方程 是 非 线 性 的 , 仅 在 一 些 比 
较 罕见 的 情况 下 才能 直接 分 析 和 求解 . 因此 , 现代 流体 动力 学 只 有 不 断 与 实验 
相 结 合 才 能 发 展 , 这 就 使 流体 动力 学 与 物理 学 其 他 分 支 的 关系 变 得 非常 密切 . 

尽管 流体 动力 学 和 弹性 理论 实际 上 已 经 独立 出 来 , 但 是 把 它们 视 为 理论 
物理 学 的 一 部 分 仍 有 重要 意义 . 这 是 因为 , 一 方面 , 理论 物理 学 的 一 般 方法 和 
定律 适用 于 这 两 个 学 科 , 若 不 掌握 理论 物理 学 其 他 分 支 的 基础 知识 , 就 不 可 能 
清晰 地 理解 流体 动力 学 和 弹性 理论 . 另 一 方面 , 连续 介质 力学 本 身 对 于 解决 一 
些 完全 属于 理论 物理 学 其 他 分 支 的 问题 也 是 必 不 可 少 的 . 

在 这 里 , 我 们 想 就 本 书 阐 述 流体 动力 学 的 特点 作 一 些 说 明 . 既然 本 书 把 流 
体 动力 学 作为 理论 物理 学 的 一 个 分 支 来 阐述 ， 这 就 在 很 大 程度 上 决定 了 其 内 
容 在 性 质 上 与 流体 动力 学 的 其 他 教材 大 不 相同 . 我 们 尽 可 能 全 面 地 分 析 了 所 
有 能 引起 物理 兴趣 的 问题 ,并且 力 求 在 阐述 问题 时 能 够 为 各 种 现象 及 其 相互 
关系 建立 起 尽 可 能 清晰 的 图 像 . 鉴于 这 种 特点 , 我 们 在 本 书 中 既 不 讨论 流体 动 
力学 的 近似 计算 方法 , 也 不 讨论 缺乏 较 深刻 物理 基础 的 部 分 经 验 理 论 . 与 此 同 
时 , 这 里 却 阐述 了 一 些 通常 未 列 入 流体 动力 学 教材 的 内 容 , 如 流体 中 的 传 热 传 
质 理论 , 声学 和 燃烧 理论 . 

本 书 第 二 版 有 重大 修改 . 补充 了 大 量 新 材料 , 尤其 气体 动力 学 部 分 几乎 全 
部 重 写 . 例如 , 补充 了 对 跨 声 速 理论 的 介绍 . 这 个 问题 对 整个 气体 动力 学 都 有 
最 重要 的 原则 性 意义 ， 因 为 对 跨 声 速 气流 特性 的 研究 应 当 能 够 揭示 绕 固 体 的 
定常 可 压缩 气流 的 一 些 基本 的 定性 性 质 . 这 个 领域 至 今 只 有 较 少 成 果 , 许多 重 
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要 问题 仅 能 提出 而 已 . 考虑 到 有 必要 进一步 研究 这 些 问题 , 我 们 详细 介绍 了 这 
里 用 到 的 数学 工具 . 

补充 了 两 章 新 内 容 , 用 以 讨论 相对 论 流 体 动力 学 和 超 流体 动力 学 . 相对 论 
流体 动力 学 方程 (第 十 五 章 ) 能 够 应 用 于 各 种 天 体 物 理学 问题 , 例如 用 来 研究 
辐射 起 重要 作用 的 对 象 . 这 些 方程 还 在 完全 不 同 的 其 他 物理 学 领域 中 有 特殊 
用 途 , 例如 应 用 于 粒子 碰撞 的 多 重 产生 理论 @. 第 十 六 章 所 阐述 的 “二 速度 " 流 
体 动力 学 给 出 了 超 流体 运动 的 宏观 描述 ， 液 氨 在 温度 接近 绝对 零度 时 就 是 这 
样 的 超 流体 . 

我 们 想 囊 心 感谢 找 .BB. 泽 利多 维 奇 和 JI.H. 谢 多 夫 , 与 他 们 就 诸多 流体 动 
力学 问题 的 讨论 对 我 们 大 有 神 益 . 还 要 感谢 区 .B. 西 武 欣 , 他 阅读 了 本 书 原稿 
并 提出 了 许多 被 第 二 版 采用 的 意见 . 


JI. 朗 道 ， 忆 .有 栗 弗 席 效 
1952 年 


@ 粒子 物理 学 中 关于 两 个 粒子 在 极端 相对 论 速度 下 碰撞 时 产生 多 个 其 他 粒子 的 理论 . 一 一 译 者 


质量 烩 内 =< 二 pj/p 

热 容 比 (质量 定 压 热 容 与 质量 定 容 热 容 之 比 ) 7 = cp/ev 
黏度 (动力 黏度 ) 7 

运动 黏度 vv = 7/p 

热 导 率 x 

温 导 率 x = x/pcp 

雷诺 数 Re 

声速 c 

马赫 数 M 


(三 维 ) 矢量 和 张 量 的 角 标 用 拉丁 字母 i, kk, 1, .… 表示 . 重复 出 现 两 次 的 
角 标 (人 牧 标 ) 均 表 示 求 和 . 单位 张 量 为 6x. 


引用 本 教程 其 余 各 卷 的 章节 号 和 公式 号 时 , 卷 号 表示 : 

第 二 卷 : 《 场 论 》, 俄 文 第 八 版 , 中 文 第 一 版 

第 五 卷 : 《统计 物理 学 I》, 俄 文 第 五 版 , 中 文 第 一 版 

第 八 卷 : 《连续 介质 电动 力学 》, 俄 文 第 四 版 , 中 文 第 一 版 
第 九 卷 : 《统计 物理 学 II》, 俄 文 第 四 版 , 中 文 第 二 版 

第 十 卷 : 《物理 动 理学 》, 俄 文 第 二 版 , 中 文 第 一 版 
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§ 1 连续 性 方程 


对 液体 和 气体 运动 的 研究 就 是 流体 动力 学 的 内 容 . 流体 动力 学 所 研究 的 
现象 具有 宏观 性 质 , 所 以 在 流体 动力 学 中 可 以 把 流体 Q@ 看 做 连续 介质 . 这 意 
味 着 , 可 以 认为 任何 流体 微 元 仍然 是 足够 大 的 , 以 至 于 其 中 还 包含 着 数目 极 多 
的 分 子 . 因此 , 当 我 们 说 到 无 穷 小 的 体 微 元 时 , 总 是 指 “物理 上 ”无 穷 小 的 体 微 
元 , 换言之 , 它 与 所 考虑 的 物体 体积 相 比 足够 小 , 但 与 分 子 间 距离 相 比 却 足够 
大 . 在 流体 动力 学 中 , 对 “流体 微 团 "、“ 流 体 点 ” 之 类 的 术语 都 应 当 这 样 理解 . 
例如 , 在 论 及 某 流 体 点 的 位 移 时 , 我 们 并 不 是 指 个 别 分 子 的 位 移 , 而 是 指 包含 
大 量 分 子 的 流体 微 元 整体 的 位 移 , 尽管 在 流体 动力 学 中 仍 把 后 者 看 做 一 个 点 . 

在 数学 上 可 以 利用 一 些 函数 来 描述 运动 流体 的 状态 ,它们 给 出 流体 的 速 
度 分 布 w=vu(z, y, z, t) 和 任何 两 个 热力 学 量 的 分 布 ,例如 压强 分 布 p(z, y, z, +t) 
和 密度 分 布 plz, y, z, t). 众所周知 , 根据 任意 两 个 热力 学 量 的 值 和 物质 的 状态 
方程 即 可 确定 所 有 的 热力 学 量 . 因此 , 只 要 给 定 五 个 量 : 速度 wv 的 三 个 分 量 、 
压强 p 和 密度 p, 就 可 以 把 运动 流体 的 状态 完全 确定 下 来 . 

所 有 这 些 量 一 般 是 坐标 z, y, z 和 时 间 t 上 的 函数 . 我 们 强调 , v(z, y, z, t) 是 
在 时 刻 t 在 空间 的 任何 给 定点 z, y, z 的 流体 速度 , 换言之 , 它 是 空间 固定 点 的 
流体 速度 , 而 不 是 随时 间 在 空间 中 移动 的 特定 流体 微 元 的 速度 . 这 一 说 明 同 样 


四 原文 使 用 的 单词 xmaxocrs 是 “液体 " 而 不 是 “流体 " ( 见 下 一 条 脚注 ), 而 且 在 这 类 俄 文 文献 中 
并 不 使 用 表示 “流体 " 的 单词 gmona ( 即 英文 中 的 fuid)， 本 版 按 中 文 习惯 用 流体 来 泛 指 液体 或 气体 ， 
除非 必须 明确 加 以 区 分 ， 一 一 译 者 

@ 为 简洁 起 见 , 我 们 在 这 里 和 下 文中 只 提 到 液体 , 其 含义 其 实 既 包括 液体 , 也 包括 气体 . 


适用 于 量 p 和 pz. 

我 们 来 推导 一 些 基 本 的 流体 动力 学 方程 . 首先 推导 表示 质量 守恒 定律 的 
方程 . 
考虑 空间 的 某 个 区 域 Ww, 位 于 该 区 域内 的 流体 具有 质量 fpdV, 式 中 pp 是 
流体 密度 , 积分 运算 是 对 区 域 Ww 进行 的 . 单位 时 间 内 流 过 区 . 域 表 面 微 元 df 的 
流体 的 质量 是 po .df, 其 中 矢量 df 指向 表面 微 元 的 法 线 方向 , 其 大 小 等 于 表 
面 微 元 的 面积 . 我 们 规定 df 指向 外 法 线 方向 . 于 是 , 如 果 流 体 流出 该 区 域 , 则 
pv .df 为 正 ; 如 果 流 体 流入 该 区 域 , 则 该 表达 式 为 负 . 因此 , 单位 时 间 内 流出 区 
域 Ww 的 流体 总 质量 是 

pv:df, 
式 中 的 积分 运算 是 对 该 区 域 的 整个 封闭 表面 进行 的 . 

另 一 方面 , 区 域 Vo 中 流体 质量 的 减少 可 以 写 为 以 下 形式 : 

oO 
一 二 | pdV. 


让 两 个 表达 式 相 等 , 得 


/ov=- foar. dl 
把 曲面 积分 变换 为 体积 分 : 


pov.af = | divpvay, 


/ (¥ + divpw ) dV = 0. 


因为 这 个 等 式 应 当 对 任何 区 域 都 成 立 , 所 以 被 积 函数 应 当 为 零 , 即 


于 是 


地 +divpo =0, (1.2) 
这 就 是 所 谓 的 连续 性 方程 . 
展开 表达 式 div pv, 也 可 以 把 (1.2) 写 为 
SL +pdivot+v. gradp =0. (1.3) 
矢量 
IJ 三 pm 


称 为 质量 流 密度 @, 其 方向 与 流动 方向 一 致 , 而 大 小 等 于 单位 时 间 内 流 过 与 速 
度 垂直 的 单位 面积 的 流体 质量 . 


@ 简称 质量 流 ， 下 文中 的 能 流 密度 、 动量 流 密度 等 量 有 时 也 这 样 简称 ， 一 一 译 者 
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设想 从 流体 中 划分 出 某 个 区 域 , 它 是 由 流体 组 成 的 . 作用 在 这 部 分 流体 上 
的 合力 等 于 该 区 域 边界 上 的 积分 


-frar. 


-fraf 一 - /eraapdr 


由 此 可 见 , 任何 流体 微 元 dV 都 受到 周围 流体 对 它 的 作用 力 -dy gradp. 换 言 
之 , 单位 体积 流体 上 的 作用 力 等 于 一 grady. 

现在 , 让 作用 力 一 gradp 等 于 流体 的 体积 质量 p 与 流体 加 速度 dv/dt 的 
乘积 , 我 们 就 可 以 写 出 流体 微 元 的 运动 方程 


把 它 变 换 为 体积 分 , 有 


dv 
es : 2.1 
pi gradp (2.1) 


这 里 的 导数 dv/dt 并 不 代表 空间 固定 点 的 流体 速度 变化 ,而 是 代表 一 个 
在 空间 中 运动 的 给 定 的 流体 微 元 的 速度 变化 . 应 当 用 一 些 与 空间 疯 定 点 相关 
的 量 米 表示 这 个 导数 . 为 此 , 我 们 指出 , 一 个 给 定 的 流体 微 元 在 dt 时 间 内 的 速 
度 变 化 dv 由 两 部 分 组 成 : 一 部 分 是 该 空间 固定 点 的 流体 速度 在 dt 时 间 内 的 
变化 , 男 一 部 分 是 (在 同一 瞬间 ) 相距 dr 的 两 点 的 流体 速度 之 差 , 这 里 的 dr 
是 给 定 流体 微 元 在 dt 时 间 内 的 位 移 . 前 者 等 于 

Ov 


京 业 


这 里 的 偏 导 数 6v/8t 是 在 zy，z 不 变 时 计算 的 , 即 在 空间 给 定点 上 计算 的 . 
速度 变化 的 第 二 部 分 等 于 


Ov Ov Ov 
dz 元 十 dy 十 dz 万 > = (dr:V)v 
于 是 
dv = dt 十 (dr.V)v， 


@ 简单 而 言 , 作用 于 流体 的 力 可 以 分 为 质量 力 和 面 力 (关于 表面 张力 , 见 第 七 章 ). 质量 力 通常 是 
按 质 量 分 布 的 长 程 力 (如 万 有 引力 ), 质量 力 密度 指 单位 质量 流体 所 受 的 质量 力 . 面 力 是 按 面 积分 布 的 
力 (如 与 流体 表面 相 接触 的 物质 对 该 表面 上 的 流体 的 作用 力 ), 单位 面积 上 的 面 力 称 为 应 力 . 在 理想 流 
体 的 情况 下 , 面 微 元 df 上 的 面 力 (从 矢量 df 所 指 的 那 一 侧 物质 作用 在 该 面 微 元 上 的 力 ) 为 -pdf. 
这 里 之 所 以 有 负 号 , 是 因为 该 面 力 通常 表现 为 压力 .此 处 只 考虑 面 力 .一 一 详 者 


或 者 , 两 边 都 除 以 dt 中， 


时 二 + (v:V)v. (2.2) 
把 此 关系 式 代 入 (2.1), 得 到 
A +(v:V)v = -gradp. (2.3) 


这 就 是 我 们 希望 求 出 的 流体 运动 方程 , 它 是 由 工 . 欧 拉 在 1755 年 首先 得 到 
的 . 这 个 方程 称 为 欧 拉 方 程 , 是 基本 的 流体 动力 学 方程 之 一 . 
如 果 流 体 处 于 重力 场 中 , 则 单位 体积 的 任何 流体 还 受到 力 pg 的 作用 , 其 
中 g 是 重力 加 速度 . 这 个 力 应 当 加 在 方程 (2.1) 的 右 侧 , 方程 (2.3) 的 形式 从 而 
变 为 
Ov 


| 
mt Vn -ty. (2.4) 


在 运动 流体 中 可 能 存在 能 量 耗 散 过 程 , 这 是 由 流体 的 内 摩擦 ( 黏 性 ) 和 流 
体 不 同 部 分 之 间 的 热 交 换 引 起 的 . 然而 , 在 推导 上 述 运 动 方程 时 , 我 们 完全 没 
有 考虑 这 样 的 耗 散 过 程 . 所 以 , 本 章 这 一 节 和 以 后 几 节 的 全 部 论述 , 只 适用 于 
热传导 过 程 和 黏 性 过 程 都 无 关 紧 要 的 流体 运动 . 讨论 这 样 的 运动 就 相当 于 讨 
论 理想 流体 的 运动 . 

流体 各 部 分 之 间 (当然 , 还 包括 流体 与 相 邻 物体 之 间 ) 没有 热 交 换 , 这 意味 
着 运动 是 绝热 的 , 并 且 任 何 一 部 分 流体 的 运动 都 是 绝热 的 . 因此 , 必须 把 理想 
流体 的 运动 看 做 绝热 运动 . 

当 流 体 在 空间 中 作 绝 热 运 动 时 ， 每 一 部 分 流体 的 烂 在 运动 过 程 中 都 保持 
不 变 . 如 果 用 字母 s 表示 单位 质量 流体 的 焙 (质量 粹 ), 我 们 就 可 以 用 方程 

ds 
来 表述 绝热 运动 条 件 . 在 这 个 方程 中 , 就 像 (2.1) 那样 , 对 时 间 的 全 导数 @ 表示 
给 定 的 一 部 分 流体 的 炉 变化 率 . 该 导数 也 可 以 写 为 
Os 


到 +v-Vs=0. (2.6) 


这 是 表述 理想 流体 绝热 运动 条 件 的 一 般 方程 . 利用 (1.2), 可 以 把 它 写 为 炳 的 
“连续 性 方程 ”: 


0 (2.5) 


(p) +div(psv) = 0. (2.7) 


@ 为 了 强调 这 样 定义 的 导数 d/dt 与 物质 运动 的 联系 , 我 们 称 之 为 物质 导数 . 
@ 即 物 质 导数 ， 一 一 译 者 
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乘积 psv 是 炉 流 密度 . 

绝热 方程 经 常 具 有 简单 得 多 的 形式 . 就 像 经 常 遇 到 的 那样 , 如 果 流 体 的 质 
量 粹 在 某 个 初始 时 刻 处 处 相同 , 则 在 此 后 的 流动 中 , 质量 炉 仍 然 处 处 相同 并 且 
不 随时 间 变 化 . 因此 , 这 时 可 以 把 绝热 方程 简单 地 写 为 


3 = const. (2.8) 
我 们 以 后 通常 使 用 这 种 形式 的 绝热 方程 . 这 样 的 流动 称 为 等 暗 流 . 
利用 等 烂 流 条 件 , 可 以 把 运动 方程 (2.3) 写 为 略微 不 同 的 形式 . 为 此 , 我 们 
dw = Tds+ Vdp, 


式 中 w 是 流体 的 质量 灼 , V = 1/p 是 质量 体积 , 了 是 温度 . 因为 s = const, 所 以 


dw = Vdp = zap, 


从 而 
2 = 
因此 , 可 以 把 方程 (2.3) 写 为 以 下 形式 : 
和 + (Vv:V)v = — gradw. (2.9) 


值得 注意 的 是 , 欧 拉 方程 还 有 一 种 形式 , 其 中 只 包含 速度 . 应 用 矢量 分 析 
中 的 已 有 公式 


可 gradv =V x rotv+t (vvV)v, 


可 以 把 (2.9) 写 为 


Rxrotv=-grad (w+ 二 ) (2.10) 
在 这 个 方程 两 侧 取 旋 度 , 就 得 到 只 包含 速度 的 方程 
二 rot v = rot(v x rot v). (2.11) 


有 了 运动 方程 , 还 应 当 补 充 在 流体 界面 上 必须 成 立 的 一 些 边界 条 件 . 对 于 
理想 流体 , 边界 条 件 应 当 表 述 出 流体 不 能 穿 透 固体 壁面 的 事实 . 这 意味 着 , 固 
体 壁 面 上 的 流体 法 向 速度 分 量 应 当 等 于 零 : 


vn =0 (2.12) 


(在 运动 壁面 的 一 般 情形 下 , vn 应 当 等 于 壁面 速度 的 相应 分 量 ). 
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在 两 种 互 不 混合 的 流体 之 间 的 边界 上 应 当成 立 两 个 边界 条 件 ， 其 一 是 两 
种 流体 的 压强 在 分 界面 上 相等 @, 其 二 是 两 种 流体 在 分 界面 上 的 法 向 速度 分 量 
相等 (并 且 该 法 向 速度 分 量 等 于 分 界面 本 身 的 法 向 移动 速度 )， 

正如 在 $1 一 开始 就 指出 的 , 运动 流体 的 状态 取决 于 五 个 量 : 速度 w 的 三 
个 分 量 以 及 诸如 压强 p 和 密度 p 的 两 个 热力 学 量 . 因此 , 封闭 的 流体 动力 学 方 
程 组 应 当 包括 五 个 方程 . 对 于 理想 流体 , 这 些 方程 就 是 欧 拉 方程 、 连 续 性 方程 
和 绝热 方程 . 


习 题 

设 a 是 流体 微 元 在 某 一 时 刻 七 三 如 的 zz 坐标 (a 称 为 拉 格 朗 日 坐标 ), 写 出 关于 变量 
Q,t 电 加 的 理想 流体 一 维 运 动 方程 ， 

解 : 在 上 述 变量 下 , 每 个 流体 微 元 在 任意 时 刻 的 坐标 工 可 以 看 做 t 和 它 在 初始 时 刻 的 
坐标 a 的 函数 ，Z = z(a, t). 于 是 , 流体 微 元 的 质量 在 其 运动 过 程 中 守恒 的 条 件 (连续 性 
方程 ) 可 以 写 为 有 

pdzr=poda， 即 p ( 品 ) = po0， 


式 中 po(a) 是 给 定 的 初始 密度 分 布 . 根据 定义 ,流体 微 元 的 速度 是 0 二 (Bz18t)。 而 导数 
(Bv/Bt)a 给 出 该 流体 微 元 在 运动 过 程 中 的 速度 变化 率 . 欧 拉 方 程 和 绝热 方程 分 别 可 以 写 为 


ou -_ 工 (如 a 
Oh 两 Na” VR 


§ 3 流体 静 力 学 
对 于 均匀 重力 场 中 的 静止 流体 , 欧 拉 方程 (2.4) 的 形式 为 


gradp = pg. (3.1) 
这 个 方程 描述 流体 的 力学 平衡 . (如 果 根 本 不 存在 外 力 , 平衡 方程 就 是 Vp = 0， 


四 如 果 考 虑 表面 张力 , 可 以 参考 第 七 章 . 一 一 译 者 

@ 虽然 这 些 变量 通常 称 为 拉 格 朗 日 变量 ,但 是 利用 这 些 变量 表示 的 流体 运动 方程 其 实 最 初 是 由 
L. 欧 拉 在 得 到 基本 方程 (2.3) 时 同时 得 到 的 . 

图 拉 格 朗 日 坐标 是 用 来 区 别 不 同 流体 点 的 变量 ， 以 这 些 变量 和 时 间 为 独立 自 变 量 来 描述 运动 的 
观点 称 为 拉 格 朗 日 观点 .此 题 是 拉 格 朗 日 观点 的 简单 例子 , 其 中 在 拉 格 朗 日 坐标 不 变 的 条 件 下 对 时 间 
的 导数 其 实 就 是 物质 导数 .相应 地 , 以 空间 坐标 和 时 间 为 独立 自 变量 来 描述 运动 的 观点 称 为 欧 拉 观点 ， 
这 种 观点 在 流体 动力 学 中 更 为 常用 .8$1 中 利用 空间 区 域 ( 即 控制 体 , 其 表面 为 控制 面 ) 推导 连续 性 方 
程 的 方法 和 52 中 利用 由 流体 组 成 的 区 域 ( 即 物质 体 , 其 表面 为 物质 面 ) 推导 欧 拉 方程 的 方法 , 都 是 在 
欧 拉 观点 下 推导 基本 方程 的 典型 方法 .一 一 译 者 
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即 p = const, 这 意味 着 流体 中 的 压强 处 处 相同 .) 
如 果 可 以 认为 流体 的 密度 在 流体 所 占 区 域 中 处 处 都 保持 不 变 , 换言之 , 如 
果 流 体 在 外 力作 用 下 不 发 生 明 显 压 缩 , 就 能 直接 对 方程 (3.1) 进行 积分 . 让 > 
轴 竖 直 向 上 , 我 们 有 本 
p 也 
Br = By = 0， 之 > er 
从 而 


p= —p92 + const. 


如 果 静 止 流体 具有 自由 面 (位 于 高 度 h), 即 处 处 作用 着 相同 的 外 部 压强 po 的 
表面 , 则 该 自由 面 必 为 水 平平 面 z = h. 根据 z =h 时 p= po 的 条 件 , 我 们 有 
const = po + pgh, 
所 以 
p=po+ pg(h— 2z). (3.2) 
对 于 大 量 液体 或 气体 , 一 般 不 能 认为 密度 p 处 处 相同 , 对 于 气体 (例如 大 
气 ) 尤其 如 此 . 如 果 假 设 流体 不 仅 处 于 力学 平衡 , 而 且 处 于 热平衡 , 则 流体 中 
的 温度 处 处 相同 , 这 时 可 用 以 下 方法 对 方程 (3.1) 进行 积分 . 应 用 熟知 的 热力 
d$ = —sdT + Vdp, 
式 中 $B 是 流体 的 质量 热力 学 势 @, 当 温 度 不 变 时 ， 
-pe= 星 
d$ = Vdp = 


由 此 可 见 , 表达 式 (Vp)/p 这 时 可 以 写 为 V5, 平衡 方程 (3.1) 因而 具有 以 下 
形式 : 
VSE = 9， 


当 常 矢量 g 指向 z 轴 的 负 方 向 时 , 成 立 等 式 
g =—V(gz). 


因此 ， 
V($+ gz) = 0, 


由 此 得 到 , 在 整个 流体 中 应 有 


$+ gz = const, (3.3) 


Q@ 指 质 量 吉 布 斯 自由 能 . 一 一 译 者 
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gz 是 流体 在 重力 场 中 的 质量 势能 . 我 们 在 统计 物理 学 中 已 经 知道 , 条 件 (3.3) 
正 是 处 于 外 力 场 中 的 系统 达到 热力 学 平衡 的 条 件 . 
我 们 在 这 里 再 指出 方程 (3.1) 的 一 个 简单 推论 . 如 果 液 体 或 气体 (如 大 和 气 ) 
在 重力 场 中 处 于 力学 平衡 ， 则 其 中 的 压强 只 能 是 高 度 > 的 函数 (在 给 定 高 度 
上 , 假如 不 同位 置 上 的 压强 不 同 , 就 会 产生 运动 ). 于 是 , 从 (3.1) 可 知 , 密度 
1 dz 


Pe (3.4) 


也 只 是 z 的 函数 . 而 压强 和 密度 单 值 地 决定 给 定点 的 温度 , 所 以 温度 必定 也 只 
是 z 的 函数 . 因此 , 对 于 在 重力 场 中 处 于 力学 平衡 的 流体 , 其 压强 、 密 度 和 温 
度 的 分 布 只 依赖 于 高 度 . 如 果 温 度 在 同样 高 度 的 不 同位 置 上 有 所 不 同 , 流体 就 
不 可 能 处 于 力学 平衡 . 

最 后 , 我 们 来 推导 质量 极为 巨大 的 一 团 流 体 (如 恒星 ) 的 平衡 方程 . 这 时 ， 
流体 各 部 分 由 于 万 有 引力 而 结合 在 一 起 . 设 是 由 流体 产生 的 引力 场 的 牛顿 
引力 势 , 它 满足 微分 方程 

Die, (3.5) 
式 中 G 为 牛顿 引力 常量 . 引力 场 强度 等 于 一 grady, 所 以 作用 在 质量 p 上 的 
引力 为 -pgradp. 因此 , 平衡 条 件 是 


gradp = —p grad %. 
等 式 两 边 除 以 p 并 取 散 度 , 再 利用 方程 (3.5), 最 终 得 到 以 下 形式 的 平衡 方程 : 
Wee 0 | ce 
div (3 gradp ) = —4nGp. (3.6) 

我 们 强调 , 这 里 只 讨论 力学 平衡 . 对 于 方程 (3.6), 绝对 不 必 假设 存在 完全 的 热 
平衡 . 

如 果 星 体 不 发 生 旋转 , 则 它 在 平衡 状态 下 呈 球 形 , 密度 和 压强 的 分 布 也 是 
球 对 称 的 . 这 时 , 方程 (3.6) 在 球面 坐标 下 的 形式 为 


1 d /rdp 
Pr (5¥) 一 一 4TCD. (3.7) 
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流体 在 处 于 力学 平衡 ( 即 其 中 不 出 现 宏观 运动 ) 的 同时 未 必 处 于 热平衡 . 
方程 (3.1) 是 力学 平衡 条 件 . 即使 流体 中 的 温度 不 均匀 , 该 方程 也 能 够 成 立 . 然 
而 , 这 时 却 产生 了 关于 这 种 平衡 是 否 稳定 的 问题 . 结果 表明 , 平衡 仅 在 一 定 条 


§4 不 发 生 对 流 的 条 件 Sh” 


件 下 才 是 稳定 的 . 如 果 该 条 件 不 成 立 , 平衡 就 是 不 稳定 的 , 并 且 这 种 不 稳定 性 
会 导致 流体 的 无 序 流动 与 混合 , 促使 温度 趋 于 均匀 . 这 样 的 运动 称 为 对 流 . 换 
言 之 , 力学 平衡 稳定 的 条 件 就 是 不 发 生 对 流 的 条 件 . 可 以 用 以 下 方法 得 到 这 个 
条 件 . 

考虑 位 于 高 度 z 的 一 个 流体 微 元 , 其 质量 体积 为 V(p，s), 其 中 p 和 s 是 
这 个 高 度 上 的 平衡 压强 和 平衡 炉 听 . 假设 该 流体 微 元 在 绝热 条 件 下 向 上 移动 
了 一 小 段 距 离 &, 这 时 其 质量 体积 变 为 V(p，s), 其 中 p! 是 高 度 x+ 上 上 的 
压强 . 为 了 使 平衡 稳定 , 一 个 必要 条 件 (虽然 一 般 不 是 充分 条 件 ) 是 , 这 时 作用 
在 流体 微 元 上 的 合力 应 迫使 它 返回 原 位 . 这 意味 着 , 该 流体 微 元 应 当 比 它 在 新 
位 置 上 “ 排 开 ” 的 流体 更 重 一 些 . 后 者 的 质量 体积 是 V(p，s), 其 中 s' 是 高 度 
z 十 上 E 上 的 平衡 焙 . 因此 , 我 们 有 稳定 性 条 件 


V(p', s)—V(p', s) > 0. 


把 这 一 差 值 展 开 为 
的 款 级 数 , 我 们 得 到 


av\ d 
( 安 ) > 0. (4.1) 
p 
根据 热力 学 公式 , 我 们 有 


(nt 

ds), op (), 

式 中 cp 为 质量 定 压 热 容 . 热 容 ce 和 温度 了 都 是 正 的 , 所 以 我 们 可 以 把 (4.1) 
改写 为 


avVN d 
人 二 > 0. (4.2) 
大 多 数 物 质 受热 膨胀 , 即 (83V/8T), > 0, 所 以 不 发 生 对 流 的 条 件 化 为 不 等 式 
ds 
了 > 0， (4.3) 


即 粹 应 当 随 高 度 增加 而 增加 

由 此 易 求 温度 梯度 dT/dz 所 应 满足 的 条 件 . 展开 导数 ds/dz, 我 们 写 出 
ds _ {98) dr ,fasy 时 -az (0V) gp 

dz (se) me (gy) 9 


@ 在 论 及 一 些 热力 学 强度 量 时 , 文中 经 常 省 略 “质量 " 二 字 , 例如 这 里 的 粹 指 质量 粹 .一 一 译 者 
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最 后 , 根据 (3.4), 把 


dp_ _g 
dz V 
代入 , 得 到 a i 
一 二 0 (4.4) 


式 中 B= (89V/97T),/V 是 定 压 体 膨胀 系数 . 如 果 考 虑 一 个 气体 柱 的 平衡 ， 并 
且 可 以 认为 其 中 的 气体 是 (热力 学 意义 上 的 ) 理想 气体 , 则 8T = 1, 于 是 条 件 
(4.4) 简化 为 本 

9 
如 果 这 些 条 件 不 成 立 , 即 如 果 温 度 随 高 度 的 增加 而 降低 , 并 且 温度 梯度 值 超过 
(4.4), (4.5) 右 侧 的 值 只 , 就 会 产生 对 流 . 


85 伯 努 利 方程 


在 定常 流 情况 下 , 流体 动力 学 方程 有 明显 的 简化 . 定常 流 是 指 流体 所 占 区 
域 的 任何 一 点 的 速度 都 不 随时 间 变 化 的 流动 . 换言之 ,v 只 是 坐标 的 函数 , 因而 


Ov 
Se 


于 是 , 方程 (2.10) 化 为 
3 gradv? —v x rotv = — gradw. (5.1) 


我 们 引入 流 线 的 概念 . 流 线 是 这 样 的 一 些 曲线 , 线 上 任何 一 点 的 切线 方向 
给 出 流体 在 给 定时 刻 在 该 点 的 速度 矢量 的 方向 . 流 线 由 以 下 微分 方程 组 确定 : 


2 (5.2) 


在 定常 流 中 , 流 线 不 随时 间 变 化 , 并 且 与 流体 微 元 的 迹 线 重合 , 在 非 定常 流 中 
日 然 没 有 这 样 的 一 致 性 : 流 线 的 切线 给 出 位 于 一 系列 空间 点 的 不 同 流体 微 元 
在 给 定时 刻 的 速度 方向 , 而 迹 线 的 切线 则 给 出 一 个 给 定 流体 微 元 在 一 系列 不 
同时 刻 的 速度 方向 . 

在 流 线 上 的 每 一 点 , 我 们 用 1 表示 单位 切 向 矢量 , 并 用 它 与 方程 (5.1) 进 
行 标量 乘 运算 . 众所周知 , 梯度 矢量 在 某 个 方向 的 投影 就 是 沿 那 个 方向 的 方向 


@ 对 于 水 , (4.4) 右 侧 的 值 在 20°C 时 约 为 1°*C/6.7km; 对 于 空气 , (4.5) 右 侧 的 值 约 为 1°G/100m. 


§6 能 流 和 


导数 . 所 以 , gradw 在 流 线 上 的 投影 为 9w/8l. 至 于 矢量 w x rotw, 因为 它 乖 直 
于 速度 wv, 所 以 它 在 【 方向 的 投影 为 零 . 于 是 , 我 们 从 方程 (5.1) 得 到 


of/v 
7 (二 二 w) = 
由 此 可 知 , v3/2 十 沿 流 线 保 持 不 变 : 
和 十 也 一 const . (5.3) 
对 于 不 同 的 流 线 , 常量 const 一 般 取 不 同 的 值 . 方程 (5.3) 称 为 伯 努 利 方程 9@. 
如 果 流 动 发 生 在 重力 场 内 , 在 方程 (5.1) 的 右 侧 就 应 当 补 充 重 力 加 速度 g. 
取 重 力 的 相反 方向 为 z 轴 方 向 , 即 向 上 是 z 轴 的 正方 向 . 那么 , g 与 【方向 之 
间 夹 角 的 余弦 等 于 导数 -dz/dl, 而 g 在 1 上 的 投影 为 
dz 
= 全 二 
因此 , 现在 我 们 有 
豆 (和 +wtgs) 二 未 
而 相应 的 伯 努 利 方程 表明 , 沿 流 线 成 立 


2 


本 二 由 十 gz 一 const . (5.4) 
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选取 空间 中 任何 一 个 静止 的 体 微 元 , 我 们 来 确定 其 中 的 流体 能 量 如 何 随 
时 间 变 化 . 流体 的 体积 能 等 于 
2 
p 本 十 pe 
式 中 第 一 项 是 动能 , 第 二 项 是 内 能 (= 是 质量 内 能 ). 体积 能 的 变化 取决 于 偏 导数 


后 (ote) 
Hp 


2 2 
pv v* Op Ov 
"i 


为 了 计算 这 个 量 , 我 们 写 出 
2 
ot 

@ 它 是 由 D. 伯 和 努 利 在 1738 年 对 不 可 压缩 流体 ( 见 8 10) 建立 起 来 的 . 


@ 也 称 为 伯 努 利 积分 ， 因为 它 是 欧 拉 方 程 沿 流 线 的 一 个 首次 积分 ， 对 于 定常 势 流 也 可 以 得 到 一 
个 同样 形式 的 首次 积分 (在 整个 流 场 内 均 成 立 ), 见 8$9 最 后 .一 一 译 者 
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或 者 , 利用 连续 性 方程 (1.2) 和 运动 方程 (2.3), 有 


2 2 
= divpo -ugradp 一 po:(o:vu 
把 最 后 一 项 中 的 w.(.V)u 替换 为 v.Vv3/2, 再 利用 热力 学 关系 式 
人 
p 


把 压强 梯度 替换 为 pVw 一 pTVs, 我 们 得 到 


2 2 2 
二 = -dvpv -po (w+ 号) 二 pTv:Vs. 


为 了 变换 pe 的 导数 , 我 们 利用 热力 学 关系 式 


de=Tds—pdV =Tds+ 全 dp 


因为 e 十 p/p = 十 pV 正好 就 是 质量 烩 w, 我 们 得 到 
d(pe) =edp+pde = wdpt+ pT ds, 
于 是 


0 Op Os _ . 
元 (pe) 一 wa 十 PTF 一 一 div pv — pTV:Vs. 


这 里 还 利用 了 一 般 的 绝热 方程 (2.6). 
综合 以 上 结果 , 我 们 得 到 待 求 的 能 量变 化 


0 pv? v2 s v2 
如 (全 +A 一 (w+ 生 ) dreo-olo-v (w+ 各) 


或 者 最 终 把 它 写 为 


$+) 


为 了 阐明 这 个 等 式 的 意义 , 我 们 把 它 在 某 个 区 域 上 进行 积分 : 


/全 +pe)av = /aivtm (二 + 


或 者 把 右边 的 体积 分 化 为 曲面 积分 : 


多 / (等 +o)av=—f (Gt) pdf 


(6.1) 


(6.2) 
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等 式 左边 是 某 个 给 定 空间 区 域 中 的 流体 能 量 在 单位 时 间 内 的 变化 ， 而 右 
边 的 曲面 积分 是 单位 时 间 内 流出 该 区 域 的 流体 的 能 量 . 由 此 可 见 , 表达 式 


2 
pv 全 # 中 (6.3) 
是 能 流 密度 矢量 ， 其 大 小 等 于 单位 时 间 内 通过 年 直 于 速度 方向 的 单位 面积 的 
能 量 . 
表达 式 (6.3) 表明 , 单位 质量 的 任何 流体 在 其 运动 过 程 中 所 携带 的 能 量 


为 由 十 3/2. 这 里 出 现 烩 w 而 不 是 内 能 =s, 这 一 事实 具有 简单 的 物理 意义 . 把 
ww 三 & 十 p/p 代入 相应 表达 式 , 我 们 把 通过 封闭 曲面 的 总 能 流 写 为 


-$f (G+e) ear- eof 


第 一 项 是 (单位 时 间 内 ) 直接 由 流体 携带 着 通过 曲面 的 能 量 (动能 和 内 能 ), 第 
二 项 是 压力 (在 单位 时 间 内 ) 对 曲面 以 内 的 流体 所 做 的 功 . 
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我 们 现在 对 流体 动量 给 出 类 似 的 结论 ， 单 位 体积 流体 的 动量 是 pv, 我 们 


来 确定 其 变化 率 
BFP): 


我 们 将 使 用 张 量 记号 进行 计算 . 我 们 有 





分 别 把 连续 性 方程 (1.2) 和 欧 拉 方程 (2.3) 写 为 以 下 形式 : 


op _ _ Ol(pvi) 
Ot On 
Ov; Ov; 1 Op 








利用 这 些 方程 , 我 们 得 到 





se ,) = 一 ss ee a 
PUA By le Be 
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最 后 得 到 i 
《天 
地 (PV ee Bz, ， (7.1) 
其 中 张 量 Tax 被 定义 为 
Tik = pOik + pViVk, (7.2) 
它 显然 是 对 称 的 . 
为 了 国明 张 量 mx 的 意义 , 我 们 把 方程 (7.1) 对 某 个 区 域 进行 积分 : 
% /ouar = 一 dV 
然后 把 等 式 右边 的 积分 变换 为 曲面 积分 久 : 
/oav =— fra (7.3) 


左边 表达 式 是 所 讨论 的 区 域内 第 i 个 动量 分 量 在 单位 时 间 内 的 变化 ,所 

以 右边 的 曲面 积分 就 是 单位 时 间 内 通过 区 域 边界 流出 的 相应 动量 分 量 . 因此 ， 

TikdA 是 流 过 面 微 元 df 的 第 i 个 动量 分 量 . 如 果 把 df 写 为 w dj 的 形式 

(df 是 面 微 元 的 面积 , n 是 它 的 单位 外 法 向 矢量 ), 我 们 就 发 现 ,Tikmnx 是 通过 单 

位 面积 的 动量 流 的 第 i 个 分 量 . 我 们 指出 , 根据 (7.2)，Tikmk = pmi; 十 pviviny， 
其 天 量 形式 可 以 写 为 

pm 十 pv 人)， (7.4) 


因此 , I7i 是 单位 时 间 内 通过 垂直 于 zk 轴 的 单位 面积 的 动量 流 的 第 i 个 
分 量 . 张 量 Tix 称 为 动量 流 密度 张 量 . 能 量 是 标量 , 所 以 能 流 是 由 矢量 确定 的 ; 
动量 本 喘 是 天 量 , 所 以 动量 流 是 由 二 阶 张 量 确定 的 . 

天 量 (7.4) 确定 了 方向 上 的 动量 流 , 即 通过 垂直 于 n 的 平面 的 动量 流 . 
例如 , 如 果 让 单位 矢量 n 的 方向 与 流体 速度 方向 一 致 , 我 们 就 发 现 , 在 这 个 方 
问 上 只 输 运 动量 的 纵向 分 量 , 并 且 纵 向 动量 流 密度 等 于 


p+ pv”. 
在 垂直 于 速度 的 方向 上 只 输 运 动量 (相对 于 v) 的 横向 分 量 , 并 且 横 向 动量 流 
密度 就 是 p. 


@ 把 封闭 曲面 上 的 积分 变换 为 以 该 曲面 为 边界 的 区 域 上 的 积分 , 相应 变换 规则 可 以 表述 如 下 : 用 
算 子 dy -2 蔡 换 面 徽 元 df, 并 让 它 作用 在 整个 被 积 函数 上 , 即 df, 一 腕 呈 ， 
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§ 8 速度 环 量 守恒 
一 条 封闭 曲线 的 积分 


一 多 da 
称 为 沿 该 曲线 的 速度 环 量 . 
考虑 某 时 刻 在 流体 中 选 定 的 一 条 封闭 曲线 . 我 们 将 把 它 看 做 物质 线 , 即 认 
为 它 是 由 位 于 该 曲线 的 流体 点 组 成 的 . 随 着 时 间 的 推移 ，、 这 些 流体 点 发 生 移 
动 , 整 条 物质 线 也 随 之 移动 . 我 们 来 研究 速度 环 量 这 时 如 何 变化 . 换言之 , 我 
们 来 计算 对 时 间 的 导数 
Tf 


我 们 在 这 里 写 出 的 是 对 时 间 的 全 导数 @, 因为 我 们 要 计算 沿 运 动 的 物质 线 的 速 
度 环 量 的 变化 , 而 不 是 沿 空间 中 的 静止 曲线 的 速度 环 量 的 变化 . 

为 避免 混 消 , 我 们 暂时 用 符号 8 表示 对 坐标 的 微分 , 用 符号 d 表示 对 时 间 
的 微分 . 此 外 , 我 们 指出 , 封闭 曲线 的 微 元 dl 可 以 写 为 该 线 微 元 两 端点 径 矢 
之 差 5r. 于 是 , 我 们 把 速度 环 量 写 为 


poir. 


在 计算 这 个 积分 对 时 间 的 导数 时 应 当 注 意 , 不 仅 速度 是 变化 的 , 封闭 曲线 本 身 
( 即 它 的 形状 ) 也 是 变化 的 . 所 以 , 如 果 把 对 时 间 的 微分 算 子 放 在 积分 号 以 内 ， 
它 不 仅 应 当 作 用 于 wv, 而 且 应 当 作用 于 57: 


der 
i¢r :67 二 fr + $v 7 


因为 速度 v 正好 是 径 矢 > 对 时 间 的 导数 , 所 以 


dar dr v2 
UV- “EE 区 v.60 = 5 


然而 , 全 微分 在 一 条 封闭 曲线 上 的 积分 等 于 零 , 所 以 上 述 第 二 个 积分 消失 , 结 


果 得 到 ， 
VU 


@ 原文 如 此 . 其实, 此 处 d/dt 相当 于 对 时 间 t 的 一 元 函数 求 导 (被 微分 的 表达 式 不 是 x, y, z 的 
纹 数 )， 因 为 积分 是 沿 物质 线 计算 的 , 所 以 如 果 把 d/dt 放 在 积分 号 以 内 , 其 含义 自然 就 变 为 对 时 间 的 
全 导数 (物质 导数 )， 如 果 积 分 是 沿 室 间 中 的 固定 曲线 计算 的 , d/dt 放 在 积分 号 以 内 就 变 为 8/8t， 类 
似 地 , (1.1), (6.2), (7.3), (16.2) 等 公式 中 的 8/8t 也 可 以 写 为 d/dt. 一 一 译 者 
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现在 剩 下 的 工作 就 是 根据 方程 (2.9) 把 加 速度 dv/dt 的 表达 式 
dv 
dt 一 — grad vw 


代入 以 上 等 式 . 利用 斯 托 殉 斯 公式 即 有 (因为 rot gradw = 0) 
dv dv 
ar= rot -8f =0. 

于 是 , 回 到 前 面 的 符号 , 我 们 最 终 得 到 


d 
dt v:dl=0, 
即 


多 ad = const. (8.1) 


我 们 得 出 结论 : 在 理想 流体 中 , 沿 一 条 封闭 物质 线 的 速度 环 量 不 随时 间 变 
化 . 这 个 结论 称 为 汤姆 孙 定 理 (W. 汤姆 孙 , 1869) 或 速度 环 量 守恒 定律 . 我 们 强 
调 , 它 是 用 形 如 (2.9) 的 欧 拉 方 程 得 到 的 , 所 以 其 中 包含 等 箭 流 假 设 . 对 于 非 等 
焙 流 , 该 定律 不 成 立 Q， 
对 无 穷 小 封闭 物质 线 5C 应 用 汤姆 孙 定 理 , 再 根据 斯 托 克 斯 定理 对 积分 进 
行 变换 , 我 们 得 到 
fw-at= rotw df ~ 8f rotw = const (8.2) 


式 中 df 是 张 于 封闭 物质 线 5C 的 物质 面 微 元 . 矢量 rotw 常 称 为 流动 在 给 定点 
的 涡 量 9@. 乘积 (8.2) 的 含义 可 以 直观 地 解释 为 : 涡 量 与 运动 流体 一 起 移动 @. 


习 题 


证 明 : 对 于 非 等 炉 流 中 的 任何 一 个 流体 微 元 , 表达 式 (Vs: rotv)/p 的 值 在 微 元 运动 
过 程 中 守恒 (HH. 埃 特 尔 , 1942). 

解 : 对 于 非 等 炉 流 ， 欧 拉 方 程 (2.3) 的 右 侧 不 能 替换 为 Vw, 这 时 应 把 方程 (2.11) 
改 为 


7 = rot(v x w)+ 广 VPx Vp 


@ 此 结果 在 均匀 重力 场 中 仍然 有 效 , 因为 rotg = 0. 

@ 从 数学 观点 看 , 在 p 与 p 之 间 必 须 存在 单 值 关 系 (对 于 等 炉 流 , 方程 s(p，p) = const 确定 了 这 
样 的 关系 ). 此 时 , 一 Vp/p 可 以 写 为 某 个 函数 的 梯度 , 而 这 正 是 推导 汤姆 孙 定 理 所 需 要 的 . 

@@ 英文 术语 为 vorticity. 

四 从 运动 学 意义 上 讲 , rot w/2 等 于 流体 微 元 的 瞬时 角速度 . 一 一 译 者 

@@ 在 汤姆 孙 定理 的 条 件 下 ， 涡 线 和 涡 面 ( 即 涡 量 的 矢量 线 和 矢量 面 ) 是 保持 的 , 即 组 成 涡 线 或 涡 
面 的 流体 点 在 任意 时 刻 仍然 组 成 涡 线 或 涡 面 ， 一 一 译 者 
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(为 简洁 起 见 , 这 里 引入 了 记号 w= 二 rotv). 用 Vs 乘 此 方程 . 因为 s = s(p, p), 所 以 Vs 可 
以 通过 Vp 和 Vp 的 线性 组 合 表 示 出 来 , 于 是 Vs-: (Vp x Vp) = 0. 进一步 对 方程 右 侧 进 
行 如 下 变换 : 

Bw 


Ve 


= Vs: rot(v xw)=—diviVs x (v x w)]=—diviv(w:Vs)] + divlw(v :Vs)] 
=—w:Vsdivo—v:V(w.Vs)+w:.V(v.Vs). 
根据 (2.6), 0.Vs = -Bs/Bt, 代入 后 得 到 方程 

元 (w Vs) PE 
前 两 项 合 在 一 起 就 是 d(w.Vs)/dt (其 中 d/dt = 8/Gt 十 V+V), 最 后 一 项 可 以 根据 (1.3) 
进行 变换 , 这 时 pdivu = 一 dp/dt. 结果 得 到 


dw:Vs 
dt p ~ 





这 就 是 需要 证 明 的 守恒 定律 . 
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从 环 量 守 恒定 律 可 以 导出 一 个 重要 的 推论 . 我 们 首先 在 流动 定常 的 假设 
下 考虑 一 条 流 线 , 并 且 已 知 在 该 流 线 的 某 一 点 rotv = 0. 我 们 在 该 点 附近 画 一 
条 环绕 流 线 的 无 穷 小 封闭 物质 线 . 随 痢 时 间 的 推移 , 该 物质 线 随 流体 一 起 运动 ， 
并 且 一 直 环绕 同一 条 流 线 . 由 (8.2) 可 知 , 因为 相应 乘积 保持 不 变 , 所 以 rotw 在 
这 条 流 线 上 处 处 为 零 . 

因此 , 如 果 涡 量 在 流 线 上 的 任何 一 点 等 于 零 , 则 涡 量 在 该 流 线 上 处 处 等 于 
零 . 如 果 流 动 是 非 定常 的 , 这 一 结论 仍然 成 立 , 只 是 必须 用 某 个 特定 流体 点 的 
迹 线 来 代替 流 线 @ (我 们 注意 , 在 非 定 常 流 中 , 迹 线 一 般 不 同 于 流 线 ). 

初 看 起 来 , 由 此 可 以 得 到 以 下 结论 . 考虑 某 任何 一 个 物体 的 定常 绕 流 . 设 
来 流 在 无 穷 远 处 是 均匀 的 ， 其 速度 v = const, 于 是 在 无 穷 远 处 的 所 有 流 线 上 
rotwv = 0. 因此 可 以 断定 ,rotw 沿 所 有 流 线 都 等 于 零 , 即 在 整个 空间 中 rotw = 0. 

在 整个 空间 内 rotwv = 0 的 流动 称 为 势 流 (或 无 旋 流 ); 反之 , 速度 旋 度 不 为 
零 的 流动 称 为 有 旋 流 . 因此 , 我 们 似乎 可 以 得 出 结论 : 若 来 流 在 无 穷 远 处 是 均 
匀 的 , 则 它 对 任何 物体 的 定常 绕 流 必定 是 势 流 . 

类 似 地 , 从 环 量 守恒 定律 似乎 还 可 以 得 到 以 下 结果 . 假设 (流体 所 在 整个 
区 域内 的 ) 流动 在 某 一 时 刻 是 势 流 , 则 沿 流体 中 任何 封闭 曲线 的 速度 环 量 都 等 


@ 为 避免 误解 , 我 们 在 此 立刻 指出 , 这 个 结论 对 洋流 运动 是 没有 意义 的 .我 们 还 指出 , 当 流 线 穿 
过 激 波 后 , 流 线 上 的 涡 量 可 能 不 再 为 零 ， 以 后 将 看 到 , 这 是 因为 等 粹 流 假设 此 时 遭 到 破坏 (§ 114). 
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于 零 @. 根据 汤姆 孙 定理 即 可 断言 , 这 种 情形 在 以 后 的 任何 时 刻 都 将 保持 不 变 ， 
换言之 , 只 要 流动 在 某 一 时 刻 是 势 流 , 它 在 以 后 任何 时 刻 就 都 将 是 势 流 (例如 ， 
任何 开始 于 静止 状态 的 流动 必 为 势 流 )， 下 述 事实 也 与 此 相应 : 车 rotv = 0 则 
方程 (2.11) 人 恒 成 立 . 

然而 , 所 有 这 些 结论 的 应 用 范围 其 实 非常 有 限 . 原因 在 于 , 严格 地 讲 , 关于 
等 式 rotw = 0 沿 流 线 成 立 的 上 述 证 明 对 于 被 绕 流 物体 表面 上 的 流 线 是 不 正确 
的 , 因为 物体 表面 的 存在 使 我 们 无 法 在 流体 中 作出 环绕 这 种 流 线 的 封闭 曲线 
与 此 相关 的 一 个 事实 是 , 理想 流体 运动 方程 允许 有 这 样 的 分 离 解 , 这 时 在 被 绕 
流 物体 表面 上 发 生 所 谓 “分 离 *， 即 曾经 紧 贴 物体 表面 的 流 线 在 某 个 位 置 会 离 
开 物 体 表面 并 进入 流体 内 部 . 所 得 流动 图 像 的 特征 是 , 存在 一 个 从 物体 表面 迁 
伸 出 去 的 “ 切 向 间断 面 ", 流体 速度 在 该 曲面 上 发 生 间断 (并 且 速度 方向 总 是 位 

于 该 曲面 的 切 平面 内 ) 换言之 一 层 流体 能 够 治 
一 着 切 向 间断 面 在 另 一 层 流体 上 滑 移 (图 1 表示 具 
a 有 间断 面 的 绕 流 ,间断 面 把 运动 流体 与 物体 后 广 
的 静止 流体 分 开 )， 从 数学 观点 看 , 速度 切 向 分 量 
= 间断 面 是 面 涡 . 
~、 如 果 把 这 类 间断 流 包括 在 内 , 理想 流体 运动 
方程 的 解 就 不 是 唯一 的 : 除了 一 个 连续 解 ,还 允许 
二 有 无 穷 多 个 具有 切 向 间断 面 的 解 , 这 些 间断 面 可 
以 从 被 绕 流 物体 表面 上 任何 一 条 预定 的 曲线 延 人 
出 去 . 然而 , 我 们 强调 , 所 有 这 些 间 断 解 都 不 具有 物理 意义 , 因为 切 向 间断 是 绝 
对 不 稳定 的 , 这 种 绝对 不 稳定 性 使 实际 流动 成 为 测 流 ( 见 第 三 章 ) 

绕 给 定 物体 流动 的 实际 物理 问题 当然 有 唯一 解 , 这 是 因为 , 严格 意义 上 的 
理想 流体 其 实 并 不 存在 , 任何 真实 流体 多 少 都 有 各 性 . 这 种 笑 性 实际 上 在 几乎 
全 部 流动 区 域 中 都 有 可 能 完全 不 起 作用 , 但 在 紧 贴 物体 的 薄 薄 一 层 流体 内 , 无 
论 黏 性 多 么 小 , 其 作用 都 是 至 关 重要 的 . 正 是 (被 称 为 边界 层 的 ) 这 一 层 内 的 
流动 性 质 , 实际 决定 了 如 何 从 理想 流体 运动 方程 的 无 穷 多 个 解 中 挑选 一 个 适 
当 的 解 此 外 , 在 任意 形状 物体 绕 流 的 一 般 情况 下 , 不 能 采用 的 正 是 分 离 流 解 
(分 离 流 实际 上 将 导致 流 ) 

尽管 如 此 , 研究 连续 定常 有 势 绕 流 的 运动 方程 的 解 在 菜 些 情况 下 还 是 有 
意义 的 . 虽然 在 任意 形状 物体 绕 流 的 一 般 情况 下 , 真实 流动 和 势 流 具有 全 然 不 
同 的 图 案 , 但 是 对 于 某 些 特殊 形状 的 物体 (“ 良 绕 体 ", 见 $46), 真实 流动 和 势 流 


@ 为 简单 起 见 , 我 们 在 这 里 认为 流体 充满 空间 中 的 一 个 单 连 通 区 域 . 对 多 连通 区 域 也 可 以 得 到 同 
样 的 最 后 结论 , 但 在 讨论 过 程 中 必须 对 封闭 曲线 的 选择 提出 一 些 专门 的 限制 条 件 . 
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却 可 以 相差 甚 微 (更 确切 地 说 , 流动 仅 在 物体 表面 附近 的 薄 层 内 和 物体 后 方 相 
对 较 小 的 “ 尾 流 ” 区 内 才 不 是 势 流 ). 

势 流 的 另 一 个 重要 实例 是 位 于 流体 中 的 物体 发 生 微小 振动 时 出 现 的 流动 . 
容易 证 明 , 如 果 振 幅 a 远 小 于 物体 的 尺寸 1 (a 科 0), 则 绕 物 体 的 流动 将 一 直 是 
有 势 的 . 为 了 证 明 这 个 结论 , 我们 来 估计 欧 拉 方程 


灾 +(o-v)u= 一 VU 


中 各 项 的 量 级 . 

速度 wv 在 物体 尺寸 1 量 级 的 距离 上 才 有 显著 变化 (速度 变化 和 物体 振动 
速度 具有 同样 的 量 级 ). 所 以 , 速度 wv 对 坐标 的 导数 的 量 级 为 u/l. 速度 vv 本 
身 的 量 级 (在 距离 物体 不 太 远 的 范围 内 ) 取决 于 %% 的 大 小 , 从 而 (vw: Vv ~ wl. 
导数 9u/8t 的 量 级 为 vu, 其 中 w 是 振动 频率 . 因为 w ~w/a, 所 以 Bw/6t ~ wu3/a. 
于 是 , 从 不 等 式 a 世 1 可知, (v:V)v 远 小 于 8v/t, 所 以 可 以 忽略 不 计 . 因此 ， 
流体 的 运动 方程 变 为 9v/8t = -Vw. 在 此 方程 两 边 取 旋 度 , 得 


A 


ot 


由 此 可 得 rot wv = const. 然而 , 在 振动 过 程 中 , 速度 (对 时 间 的 ) 平均 值 为 零 , 所 
以 从 rotw = const 可 知 rotwv = 0. 综 上 所 述 , 流体 的 微小 振动 所 对 应 的 运动 (在 
一 阶 近 似 下 ) 是 势 流 . 

现在 , 我 们 来 阐述 势 流 的 某 些 一 般 性 质 . 首先 , 我 们 还 记得 , 等 业 流 假设 是 
环 量 守 恒定 律 的 推导 及 其 所 有 推论 的 基础 . 如 果 流 动 不 是 等 烂 的 , 该 定律 就 不 
成 立 . 所 以 , 在 这 个 条 件 下 , 即使 流动 在 某 一 时 刻 是 有 势 的 , 涡 量 在 以 后 的 时 刻 
一 般 也 不 为 零 . 因此 , 实际 上 只 有 等 箭 流 才 可 能 是 势 流 . 

在 势 流 中 , 沿 任何 封闭 曲线 的 速度 环 量 都 等 于 零 : 


v-di= | rotv:df =0. (9.1) 
J | 


由 此 可 以 得 到 的 推论 之 一 是 , 在 势 流 中 不 可 能 存在 封闭 的 流 线 @. 其 实 , 因为 
一 条 流 线 在 每 一 点 的 方向 就 是 那里 的 速度 方向 , 所 以 沿 该 曲线 的 速度 环 量 在 
任何 情况 下 都 不 会 等 于 零 . 

在 有 旋 运 动 中 , 速度 环 量 一 般 不 为 零 . 在 这 种 情况 下 , 可 以 存在 封闭 的 流 
线 , 但 是 必须 强调 , 封闭 流 线 的 存在 绝对 不 是 有 旋 运 动 的 必要 性 质 . 

和 任何 旋 度 为 零 的 矢量 场 一 样 ， 势 流 中 的 速度 可 以 表示 为 某 个 标量 的 梯 


Q@ 对 于 多 连通 空间 区 域内 的 流动 , 这 个 结论 以 及 (9.1) 可 能 不 再 成 立 ， 如 果 用 来 计算 环 量 的 封闭 
曲线 在 不 越过 区 域 边界 的 条 件 下 不 能 收缩 至 一 点 , 则 对 于 这 样 的 区 域内 的 势 流 , 速度 环 量 可 以 不 为 零 . 
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度 , 该 标量 称 为 速度 势 , 记 作 y: 


= (9.2) 
把 v= Vw 代入 形 如 (2.10) 的 欧 拉 方 各 
+ 2 一 Xrotv = —Vu, 
我 们 得 到 
ee. 全 本 ) =0 
由 此 得 到 以 下 等 式 : 
+ - a +w= f(t), (9.3) 


式 中 f(t) 是 时 间 的 任意 函数 . 这 个 等 式 是 势 流 运动 方程 的 一 个 首次 积分 @. 不 
失 一 般 性 , 可 以 令 等 式 (9.3) 中 的 函数 f(t) 为 零 , 因为 根据 速度 势 的 定义 , 它 不 
具有 唯一 性 . 其 实 , 因为 速度 等 于 yp 对 坐标 的 导数 , 所 以 yp 可 以 相差 任何 一 个 
时 间 的 函数 . 
对 于 定常 运动 , 我 们 有 (使 速度 势 y 与 时 间 无 关 ) 8w/8t = 0, f(t) = const, 
这 时 (9.3) 变 为 伯 努 利 方程 
v2 


让 const . (9.4) 


这 里 要 强调 的 是 , 势 流 的 伯 努 利 方程 和 其 他 流动 的 伯 努 利 方程 有 重要 区 别 . 在 
一 般 情况 下 ,对 于 任意 流动 的 伯 努 利 方 程 ， 右边 的 const 沿 任意 一 条 给 定 流 
线 保持 不 变 , 但 对 不 同 的 流 线 一 般 取 不 同 的 值 . 在 势 流 中 , const 在 全 部 流动 区 
域 中 都 是 不 变 的 . 这 一 点 尤其 提高 了 伯 努 利 方程 对 势 流 研 究 的 重要 性 . 
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在 液体 (和 气体 ) 流动 的 许多 情况 下 , 可 以 认为 其 密度 是 常量 , 即 可 以 认 
为 密度 在 全 部 流动 区 域 中 处 处 相同 , 并 且 在 全 部 流动 过 程 中 保持 不 变 . 换言之 ， 
流体 这 时 不 发 生 显著 的 压缩 或 膨胀 . 这 样 的 流动 称 为 不 可 压缩 流 @. 

对 于 不 可 压缩 流体 , 一 般 的 流体 动力 学 方程 可 以 大 大 简化 . 的 确 , 如 果 在 
欧 拉 方 程 (2.4) 中 让 p = const, 则 方程 的 形式 并 无 变化 , 只 是 p 可 以 放 到 梯度 





@ 更 准确 地 , 应 称 为 均匀 不 可 压缩 流 . 不 可 压缩 流 一 般 指 流体 微 元 的 密度 保持 不 变 的 流动 , 即 满 
足 (10.2) 的 流动 . 一 一 译 者 
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算 子 之 后 : 
吉 +(v:V)v = 有 十 9. (10.1) 
但 是 , 连续 性 方程 在 p= const 时 简化 为 
divv = 0. (10.2) 


现在 , 因为 密度 不 再 像 一 般 情况 那样 是 一 个 未 知 函 数 , 所 以 可 以 选取 只 包 
含 速度 的 方程 作为 不 可 压缩 流体 的 流体 动力 学 基本 方程 组 ,其 中 包括 连续 性 
方程 (10.2) 和 方程 (2.11): 
rotw = rot(v x rot wv). (10.3) 
对 于 不 可 压缩 流体 , 伯 努 利 方程 也 可 以 写 为 更 简单 的 形式 . 方程 (10.1) 与 
一 般 的 欧 拉 方程 (2.9) 的 区 别 在 于 ,Vw 被 替换 为 V(p/p). 所 以 , 我 们 只 要 用 
p/p 代替 (5.4) 中 的 烩 , 立刻 就 可 以 写 出 伯 努 利 方程 : 


2 


可 一 六 + gz = const. (10.4) 
对 于 不 可 压缩 流体 , 还 可 以 把 能 流 表达 式 (6.3) 中 的 w 替换 为 p/p, 其 形 

式 就 会 变 为 
m (+2) (10.5) 


其 实 , 根据 熟知 的 热力 学 关系 式 , 我 们 有 内 能 变化 的 表达 式 de =Tds - pdV， 
所 以 在 s= const 和 站 = 1/p= const 时 有 ds = 0, 即 s = const. 由 于 能 量 表达 
式 中 的 常数 项 无 关 紧 要 , 所 以 可 以 在 w =e 十 p/p 中 略 去 <. 

不 可 压缩 流体 的 势 流 方程 特别 简单 . 当 rotwv = 0 时 , 方程 (10.3) 恒 成 立 . 
如 果 把 w = grady 代入 方程 (10.2), 它 就 变 为 


Ap = 0， (10.6) 


这 是 关于 速度 势 yp 的 拉 普 拉 斯 方程 Q. 除了 这 个 方程 , 还 应 给 出 流体 与 固体 接 
触 面 上 的 边界 条 件 : 在 静止 的 固体 表面 上 , 流体 速度 的 法 向 分 量 ww 必须 为 零 ; 
而 在 一 般 情 况 下 , 在 运动 的 固体 表面 上 , wn 必须 等 于 固体 运动 速度 在 同样 的 法 
线 方向 上 的 分 量 (该 速度 是 时 间 的 给 定 函 数 ). 另 一 方面 , 法 向 速度 v 等 于 速 
度 势 p 的 法 向 导数 : wn = gp/6n. 因此 , 一 般 的 边界 条 件 是 , 边界 上 的 ap/Bn 
是 坐标 和 时 间 的 给 定 函 数 . 


@ 速度 势 wp 最 初 是 由 欧 拉 引入 的 ， 对 于 这 个 量 , 他 得 到 了 形 如 (10.6) 的 方程 , 这 种 方程 后 来 被 
称 为 拉 普 拉 斯 方程 . 


10354495 
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对 于 势 流 , 速度 和 压强 是 由 方程 (9.3) 相 联 系 的 . 在 不 可 压缩 流体 中 , 可 以 
把 这 个 方程 中 的 w 替换 为 p/p: 


二 = f(t). (10.7) 


我 们 在 这 里 指出 , 不 可 压缩 流体 的 势 流 具有 下 述 重要 性 质 . 设 任何 一 个 国 
体 在 流体 中 运动 , 如 果 由 此 导致 的 流动 是 势 流 , 则 该 势 流 在 每 一 时 刻 只 取决 于 
运动 固体 在 该 时 刻 的 速度 . 例如 , 它 与 固体 的 加 速度 无 关 . 其 实 , 方程 (10.6) 本 
身 不 显 含 时 间 , 时 间 只 能 通过 边界 条 件 进入 解 的 表达 式 中 , 而 边界 条 件 只 含有 
运动 物体 的 速度 
从 伯 努 利 方程 
VU 


一 十 二 =const 
2 pp 


可 以 看 出 , 在 不 可 压缩 流体 定常 流 中 (不 考虑 重力 场 ), 压强 的 最 大 值 出 现在 速 
度 为 零 的 点 上 . 这 样 的 点 通常 位 于 被 绕 流 物体 的 表面 (如 图 2 中 的 点 0), 它 称 
为 驻 点 . 如 果 4 是 来 流速 度 ( 即 无 穷 远 处 的 流体 速度 )，po 是 无 穷 远 处 的 压强 ， 


则 驻 点 压强 为 
a 


一 一 pmax = Po + 1- (10.8) 

I 如 果 运动 流体 的 速度 分 布 只 取决 于 两 个 坐标 , 例 
如 z 和 2 并 且 速度 处 处 平行 于 zy 平面 , 则 这 种 流动 

= 叫做 二 维 流 或 平面 流 .为 了 求解 不 可 压缩 流体 的 二 维 

一 一。 流 问 题 有 时 采用 流 函 数 米 表示 速度 更 为 方便 从 连续 
性 方程 





our oO 
图 2 人 
可 以 看 出 , 速度 分 量 可 以 写 为 某 个 函数 W(z,，z) 的 导数 
Se (10.9) 


a Oy’ = ~ 
这 时 连续 性 方程 自动 得 到 满足 . 函数 %(z, y) 称 为 流 函 数 . 把 (10.9) 代入 方程 
(10.3), 就 得 到 流 函 数 应 当 满 足 的 方程 


0 OVWOAY OVOAMY 
FA 五 而 十 By RS 0. (10.10) 
知道 了 流 函数 , 就 能 直接 给 出 定常 流 中 的 流 线 形状 . 其 实 , (二 维 流 的 ) 流 
线 微分 方程 是 





i 即 wv dz — wv dy = 0, 
y 
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它 表 示 流 线 的 切线 方向 就 是 速度 方向 . 把 (10.9) 代入 此 方程 , 我 们 得 到 


Ov GH 
B+ 


从 而 多 = const. 因此 , 令 流 函数 (xz, y) 等 于 任意 常数 , 所 得 曲线 族 就 是 流 线 . 

如 果 在 zy 平面 上 的 点 1 和 点 2 之 间 引 一 条 曲线 , 则 通过 该 曲线 的 质量 
流量 Q 等 于 流 函 数 在 这 两 点 的 取 值 之 差 , 它 与 曲线 的 形状 无 关 . 其 实 , 如 果 wn 
是 曲线 上 给 定点 的 法 向 速度 分 量 , 则 


2 2 2 
e=o/ mdl=p (wdrtwady)=p / dy, 
1 1 1 
即 


Q = p(w — 1). (10.11) 


解决 不 可 压缩 流体 绕 各 种 训 面 形状 物体 流动 的 平面 势 流 问题 的 一 些 有 效 
方法 与 复 变 图 数论 的 应 用 有 关 色 , 其 理论 基础 如 下 . 速度 势 、 流 函数 与 速度 分 
量 之 间 的 关系 为 


而 函数 p 和 vy 的 导数 之 间 的 这 种 关系 在 数学 上 就 是 众所周知 的 柯 西 - 黎 曼 条 
件 . 这 个 条 件 表明 , 复 函 数 


w= p+ivy (10.12) 
是 复 变量 z = z +iy 的 解析 函数 , 即 函 数 w(z) 在 每 一 点 都 有 确定 的 导数 
~ = 了 大 i = vs — iv,. (10.13) 


函数 w 称 为 复 势 , dw/dz 称 为 复 速 度 . 复 速度 的 模 和 幅 角 给 出 了 速度 的 大 小 v 
和 速度 方向 与 z 轴 之 间 的 夹 角 b: 


了 一 Verie. (10.14) 

在 被 绕 流 固体 的 边界 上 , 速度 应 当 指 向 切线 方向 . 换言之 , 表示 固体 边界 

的 封闭 曲线 应 当 是 一 条 流 线 ， 亦 即 沿 边界 应 有 少 = const, 并且 该 常数 可 以 取 

为 零 . 于 是 , 给 定 边界 曲线 的 绕 流 问 题 归 结 为 : 确定 一 个 解析 函数 w(z), 使 它 

在 给 定 边界 上 取 实 数值 . 当 流 体 有 自由 面 时 (本 节 习 题 9 提供 了 一 道 例题 ), 问 
题 的 提 法 更 复杂 一 些 . 


@ 在 许多 流体 动力 学 教科 书 和 专著 中 可 以 找到 关于 这 些 方法 的 详细 论述 和 大 量 应 用 ， 那里 给 出 
了 更 多 的 数学 理论 . 我 们 在 这 里 仅 限于 解释 该 方法 的 基本 思路 . 
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众所周知 , 解析 函数 沿 任何 一 条 封闭 曲线 C 的 积分 等 于 该 函数 在 曲线 C 
以 内 所 有 单 极点 的 留 数 之 和 乘 以 2ri, 所 以 


f wa 二 2ri > Ak, 
k 
其 中 A 为 复 速 度 的 留 数 . 另 一 方面 , 我 们 有 
fw: = yo 一 ioy)(dz 十 idy) = Yo dz 十 wy dy) 十 i fo dy — vy dz). 


在 这 个 表达 式 中 , 实 部 正好 是 沿 曲 线 C 的 速度 环 量 卫 , 而 虚 部 乘 以 p 就 是 通 
过 曲线 C 的 质量 流量 . 如 果 封 闭 曲线 以 内 没有 质量 源 , 则 质量 流量 为 零 , 于 是 
简单 地 有 
T=2ri> Ax (10.15) 
k 


(此 时 所 有 留 数 A 都 是 纯 虚 数 )， : 
最 后 , 我 们 来 研究 可 以 把 一 种 流体 看 做 不 可 压缩 流体 的 条 件 . 在 绝热 过 程 
中 , 如 果 压强 变化 为 Ap, 则 密度 变化 为 


_/% 
Ap = (¥) Ap. 


然而 , 根据 伯 努 利 方程 , 定常 流 中 的 压强 变化 Ap 的 数量 级 为 pv2. 导数 (8p/8p)。 
是 流体 中 的 声速 c 的 平方 ( 见 864). 因此 , 我 们 得 到 估计 值 
a 
Ap~ pa 
如 有 果 Ap/p 之 1, 就 可 以 认为 流体 是 不 可 压缩 的 . 我 们 看 到 , 不 可 压缩 流 的 一 个 
必要 条 件 是 流体 速度 远 小 于 声速 : 


Vc. (10.16) 


不 过 , 这 个 条 件 仅 对 定常 流 才 是 充分 的 . 对 于 非 定常 流 , 还 必须 满足 一 个 
条 件 . 设 r 和 1 是 流体 速度 发 生 显著 变化 时 的 时 间 和 距离 的 量 级 . 对 比 欧 拉 方 
程 中 8v/8t 和 (Vp)/p 这 两 项 , 我 们 在 量 级 上 得 到 v/T ~ Ap/lp, Bh Ap ~ lpv /7, 
而 p 的 相应 变化 Ap ~ lpv/Te?. 现在 , 对 比 连续 性 方程 中 9p/8t 和 pdivw 这 两 
项 , 我 们 就 得 到 , 导数 8p/6t 在 Ap/T < pv/l 即 


1 
3 (10.17) 


时 可 以 忽略 不 计 ( 即 可 以 认为 p = const). 
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只 要 (10.16) 和 (10.17) 这 两 个 条 件 同时 满足 , 就 可 以 认为 流体 是 不 可 压 
缩 的 . 条 件 (10.17) 有 一 个 明显 的 意义 : 声音 信号 传播 距离 ! 所 需要 的 时 间 l/c 
远 远 小 于 流动 发 生 显著 变化 所 需要 的 时 间 r. 于 是 , 这 个 条 件 使 我 们 能 够 把 流 
体 中 相互 作用 的 传播 过 程 看 做 瞬间 完成 的 


习 题 


1. 设 圆柱 形容 器 以 恒定 角速度 2 绕 它 的 轴 转 动 , 求 该 容器 内 受 重力 场 作用 的 不 可 压 
缩 液 体 的 表面 形状 @. 

解 : 取 圆 柱 轴 为 z 轴 , 则 vz = 一 PPy，uv = QI，Vs 二 0. 连续 性 方程 自动 满足 ， 而 欧 
拉 方 程 (10.1) 给 出 


pi 
rh = yf2 二 Fe 
这 些 方程 的 通 解 是 
2 = 二 22(z? 十 妇 P) 一 gz 十 const . 


在 自由 面 上 p == const, 所 以 自由 面 是 抛物 面 z 一 822(z2 十 2)/29 (原点 位 于 自由 面 最 低 点 ). 
2. 设 一 个 球体 (半径 为 尺 ) 以 速度 全 在 不 可 压缩 理想 流体 中 运动 , 求 绕 球体 的 势 流 . 
解 : 流体 在 无 穷 远 处 的 速度 应 当 等 于 零 . 众所周知 , 1/r 和 1/r 对 坐标 的 各 阶 导数 都 

是 拉 普 拉 斯 方程 Ap = 0 的 解 (原点 位 于 球 心 ), 并 且 在 无 穷 远 处 为 零 . 考虑 到 球体 的 完全 

对 称 性 , 在 问题 的 解 中 只 能 出 现 一 个 处 处 相同 的 失 量 ， 即 球体 的 运动 速度 由 .因为 拉 普 拉 

斯 方程 和 边界 条 件 都 是 线性 的 , 所 以 yp 必须 线性 地 包含 .能 由 和 1/7 的 各 阶 导 数 构 

成 的 唯一 标量 是 标 积 以 -六 (1/7), 所 以 我 们 将 寻求 以 下 形式 的 gp: 

A:n 


Tr2 





1 


(ma 是 径 失 方向 上 的 单位 失 量 ). 边界 条 件 要 求 流体 速度 mw 和 球体 速度 以 在 球面 上 的 法 向 
分 量 相等 , 即 当 三民 时 nm 王公 .mL 由 此 可 以 确定 处 处 相同 的 失 量 A， 这 个 条 件 给 出 


A 二 WR32, 于 是 


R3 
和 mrsl3n(u: n) 一 ul. 


从 方程 (10.7) 可 以 求 出 压强 分 布 : 


六 py” Oy 
= 3 “PR 
(po 为 无 穷 远 处 的 压强 ). 在 计算 导数 Bip/Bt 时 应 当 注 意 , 原点 (已 经 取 在 球 心 ) 是 以 速度 
U 移动 的 . 于 是 ， 


@ 这 里 认为 圆柱 轴 垂 直 于 水 平面 , 液体 相对 于 容器 静止 (相对 平衡 )， 一 一 译 者 
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球面 上 的 压强 分 布 由 以 下 公式 给 出 : 
2 
p= 二 po 十 (9cos’0 —5) 十 nt 


(0 是 nn 与 久之 间 的 夹 角 ). 
3. 问题 同上 , 但 把 球体 改 为 一 个 无 穷 长 图 柱 体 , 它 垂 直 于 自身 的 轴 运 动 吕 . 
解 : 流动 与 轴 向 坐标 无 关 , 所 以 应 当 求解 二 维 拉 普 拉 斯 方程 . 在 无 穷 远 处 为 零 的 解 是 
jnr 对 坐标 的 一 阶 和 高 阶 导 数 (7 是 垂直 于 圆柱 轴 的 径 夭 ). 我 们 将 寻求 以 下 形式 的 解 : 
六 二 A:!Vlnr= 和 全” 
利用 边界 条 件 得 到 A = 一 尼 2u, 所 以 
2 2 
p= -un, Y= Dn(un) — ul]. 
圆柱 面 上 的 压强 由 以 下 公式 给 出 : 
pu? 2 . 
p=po+ a-(4cos 0 —3)+pRn:u. 


4. 设 椭 球形 容器 以 角速度 人 绕 一 条 主轴 旋转 , 求 其 中 的 不 可 压缩 理想 流体 的 势 流 ， 
并 计算 容器 中 流体 的 总 动量 矩 (总 角 动 量 ). 

解 : 在 给 定时 刻 , 我 们 沿 椭 球 的 轴 取 箭 卡 儿 坐 标 rz, W, z, 并 且 让 z 轴 为 旋转 轴 . 容器 
壁 的 速度 为 由 = 只 xm, 所 以 边界 条 件 vn = Bp/6n = un 为 


Op 


pe = f(zny — ynz), 
或 者 , 利用 椭 球 方程 a 
4 
把 边界 条 件 写 为 a = 
T OP 2 a 
避 + 攻 这 + 言 疆 =eyR( 训 点 ): 
满足 此 条 件 的 拉 首 拉 斯 方程 的 解 是 
2 —b2 
t= ( 
容器 中 流体 的 动量 矩 为 


M = f(r — yvz) dV. 


@ 关于 绕 椭 球体 和 椭圆 柱 体 的 势 流 这 类 更 一 般 问 题 的 解 , 可 以 参考 以 下 书籍 : Kosma H. EE., Kn 
Genb I. A., Poae H.B. Teopernyeckas runpomexaHgnka. HU. 1. MockBa: 中 HswarrH3，1963 (H.E. 柯 钦 ， 
.A. 基 别 里 , H.B. 罗斯 . 理论 流体 力学 . 第 一 卷 ( 共 2 册 ). 曹 俊 , 余 常 昭 , 陈 泡 松 等 译 , 北京 : 高 等 教 
育 出 版 社 ， 1956). 第 七 章 ; Lamb H. Hydrodynamics. 6th ed. Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1932 
(H. 兰 姆 . 理论 流体 动力 学 . 上 册 . 游 镇 雄 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1990). 8 103 一 8 116. 
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对 椭 球 体积 V 积分 , 得 到 
BpV(a2 — b>)? 
5(a2 + b2) 
公式 (1) 给 出 了 流体 相对 于 zx，y，z 轴 肯 时 位 置 的 绝对 运动 , 这 些 轴 是 固 连 在 旋转 容 
器 上 的 . 从 流体 的 绝对 速度 中 减 去 速度 有 2 x 7, 就 得 到 流体 相对 于 容器 ( 即 相对 于 旋转 坐 
标 系 Z，y，z) 的 运动 . 把 流体 的 相对 速度 记 为 vu', 我 们 有 
/ Op 212a2 / 2D22 


了 二 


求 方程 组 立 =Wz, 了 三 屿 的 积分 , 即 可 得 到 流体 相对 运动 的 迹 线 , 它们 是 与 边界 椭圆 相 似 
的 椭 国 


M = 


/ 
Vs = 0 


rr? 


i 


a2 b2 
5. 求 被 绕 流 物 体 上 的 驻 点 附近 的 流动 (图 2). 
解 : 物体 表面 在 驻 点 附近 的 一 小 部 分 可 以 看 做 平面 , 我 们 把 它 取 为 zy 平面 . 将 yp 对 
小 量 Z,y,z 展开 为 级 数 , 精确 到 二 阶 项 , 我 们 有 


p=art+by+cz+ Ar* + By +Cz + Dry+ Eyz+ Frz 
(wp 中 的 常数 项 无 关 紧 要 ). 使 p 满足 方程 Ap = 0 和 边界 条 件 


二 三 CC。 6， 业 章 志 志 站 二 所 再 的 入 训 


0z 
i 
0 对 于 工 二 y=zz=0 ( 驻 志 )， 


就 可 以 求 出 常 系数 , 由 此 得 到 
a=b=c=0, C=-A-B, E=F=0. 
适当 地 旋转 Z 轴 和 3 轴 , 总 可 以 消去 Dzry 项 , 结果 得 到 
p= Ar+ By 一 (4 十 互 )z2. (1) 


如 果 流 动 相对 于 z 轴 是 轴 对 称 的 ( 绕 旋转 体 的 轴 对 称 流 ), 则 应 有 A = B, 从 而 
po=M4(z? 十 多 2 一 2z2). 
速度 分 量 等 于 
vz =2Az, vy =2Ay, wv: = —4Az. 

流 线 由 方程 (5.2) 确定 , 由 此 给 出 r2z = cl，V2z = co, 即 流 线 是 三 次 双 曲 线 . 

如 果 Y 方向 上 的 流动 是 均匀 的 (例如 , 沿 z 方向 的 来 流 绕 一 个 圆柱 体 流动 , 圆柱 轴 指 
向 Y 方向 ), 则 在 (1) 中 应 有 妃 二 0, 从 而 

p= A(r’ — z’). 

流 线 是 双 曲 线 zz = 二 const. 


.28 ， 第 一 章 理想 流体 


6. 设 两 个 平面 相交 形成 一 个 角形 区 域 , 求 不 可 压缩 流体 绕 此 角形 区 域 (在 角 的 顶部 附 
近 ) 的 势 流 . 

解 : 在 径直 于 上 述 平面 交 线 的 横 截 面 内 选取 极 坐 标 r, 9, 原点 位 于 角 的 顶点 ,9 从 角 的 
一 条 边 算 起 . 设 a 是 角 的 大 小 . 当 a < 六 时 , 流动 发 生 在 角形 区 域内 部 ; 当 a > 时, 流 
动 发 生 在 角形 区 域外 部 .法 向 速度 为 零 的 边界 条 件 表 明 , 当 0=0 和 8=a 时 ,9p/80 = 0. 
我 们 把 满足 这 些 条 件 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 写 为 以 下 形式 @: 

p= Ar"cosnb, n= 二 
从 而 
vr 一 mi4rn lcosng, ve = —nAr” sinnb. 
当 n<1 时 (角形 区 域外 部 的 流动 , 图 3),v 在 原点 像 -4-m) 那样 变 为 无 穷 大 . 当 nn>1 
时 (角形 区 域内 部 的 流动 ,图 4),v 在 r= 二 0 时 变 为 零 . 
流 函 数 
v= Ar™” sinng 
给 出 流 线 形状 . p 和 雪 的 上 述 表 达 式 是 复 势 也 二 4zn 的 实 部 和 庶 部 四 . 





图 3 图 4 


7. 在 充满 整个 空间 的 不 可 压缩 流体 中 , 假设 一 个 半径 为 a 的 球形 区 域 中 的 流体 突然 
消失 , 求 这 样 形成 的 空 穴 被 流体 充满 所 需要 的 时 间 (WH. 贝 上 赞 特 , 1859; 瑞 利 , 1917). 
解 : 空 穴 形成 后 的 流动 是 球 对 称 的 , 每 一 点 的 速度 均 指向 空 穴 中 心 , 对 于 径 向 速度 


vr 三 v < 0, 


我 们 有 欧 拉 方程 (球面 坐标 下 ) 
Ov ov _ 196p 
连续 性 方程 给 出 
r2v 一 F(t), (2) 


名 我 们 选取 含有 r 的 最 小 正 数 次 突 的 解 (> 是 小 量 !). 

@@ 如 果 把 习题 5 和 6 中 的 边界 面 看 做 无 穷 大 的 , 则 在 它们 的 解 中 , 常 系数 A 和 B 的 值 仍然 是 不 
确定 的 .从 这 个 意义 上 讲 , 相应 问题 属于 退化 的 情况 ， 在 有 限 大 小 物体 绕 流 的 实际 情况 下 , 这 些 值 取 
决 于 整体 问题 的 一 些 条 件 . 
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式 中 F(t) 是 时 间 的 任意 函数 . 此 方程 表示 这 样 的 事实 : 流 过 任意 球面 的 流体 体积 与 球面 
半径 无 关 , 因为 流体 是 不 可 压缩 的 . 
把 (2) 中 的 代入 (1), 我 们 得 到 方程 





人 
再 对 r 积分 , 从 oo 积分 到 空 穴 的 瞬时 半径 
R= R(t) < a, 
就 得 到 , 
-+ 所 (3) 


其 中 六 = dR(t)/dt 是 空 穴 半径 的 变化 率 , 而 po 是 无 穷 远 处 的 压强 . 无 穷 远 处 的 流体 速度 
为 零 , 空 穴 表面 上 的 压强 也 为 零 . 对 空 穴 表 面 上 的 点 写 出 关系 式 (2), 我 们 求 出 


F(t) = R*(t)V(t), 


再 把 F(t) 的 这 个 表达 式 代入 (3), 就 得 到 方程 


可 以 采用 分 离 变 量 法 求解 这 个 方程 根据 初始 条 件 (流体 在 初始 时 刻 处 于 静止 状态 )， 在 
民 二 a 时 V =0, 我们 求 出 


于 是 , 流体 充满 空 穴 所 需 的 总 时 间 为 


Re / i 
2po Jo V(a/R)3—1 
这 个 积分 可 以 化 为 B 函数 (第 一 类 欧 拉 积分 ), 最 终 计 算 结 果 为 


_ TT(5/6) | 3a2pr 丰 
= T(173) 2po 一 :0.9l15a ， 

8. 设 浸没 在 不 可 压缩 流体 中 的 球体 按 给 定 规律 尺 = R(t) 膨胀 , 计算 球面 上 的 流体 
压强 . 


解 : 记 所 求 压强 为 P(t). 本 题 计算 完全 类 似 于 上 一 道 题 , 区 别 仅仅 在 于 , = 尽 处 的 
压强 不 是 零 , 而 是 P(t). 结果 是 , 上 题 中 的 方程 (3) 应 改 为 


2 


R 2 p p 
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相应 地 , 方程 (4) 应 改 为 
p 2 dR 


注意 到 WV = dR/dt, 可 以 把 P(t) 的 表达 式 写 为 以 下 形式 : 
p 「d2( 忆 2) dR\? 








PO=m+3 | -am + 


9, 求 从 平面 固 壁 上 无 穷 长 缝隙 流出 的 射流 的 形状 . 

解 : 设 zy 平面 上 的 z 轴 表 示 固 壁 , 该 轴 上 的 线段 -a/2 < ZI a/2 表示 缝隙 , 流体 充 
满 半 平 面 y > 0. 在 远离 固 壁 处 (1 一 00), 流体 的 速度 为 零 , 压强 为 po. 

在 射流 的 自由 面 上 (图 5(a) 中 的 BC 和 B'O"), 压强 p= 二 0, 而 根据 伯 努 利 方程 , 速度 
有 具有 恒定 值 v1 = V2po/Pp. 固 壁 边界 是 流 线 , 并 且 延 伸 到 射流 的 自由 面 . 设 流 线 ABC 上 
由 二 0. 于 是 ,在 流 线 A'B'C' 上 协 = 一 Qfp, 式 中 = paivi 是 射流 的 流量 (al ul 是 射流 
在 无 穷 远 处 的 宽度 和 速度 ). 沿 流 线 ABC 和 A’B'C', 速度 势 p 都 是 从 一 oo 变化 到 二 co. 
设 在 点 已 和 已 有 p= 二 0. 因此 ,在 复 变量 由 的 平面 上 , 流动 区 域 对 应 宽度 为 Q/p 的 一 个 
无 穷 长 带 状 区 域 (图 5(b) 一 (d) 中 各 点 的 记号 与 图 5(a) 中 各 点 的 记号 相对 应 ). 





图 5 


引入 一 个 新 的 复 变量 一 复 速 度 的 对 数 : 


1 dw WL 
C=—In [i rd = in 十 i (5 十 9) (1) 
(vie"/? 是 射流 在 无 穷 远 处 的 复 速度 ). 在 AB' 上 有 909=0; 在 AB 上 04=-n, 在 BC 和 
B'C' 上 w=w, 并 且 在 无 穷 远 处 的 射流 中 0 = 一 T/2. 所 以 , 在 复 变量 C 的 平面 内 , 流动 
区 域 对 应 右 半 平 面 内 宽度 为 的 一 个 半 无 穷 长 带 状 区 域 (图 5 (c))， 现 在, 如 果 能 够 找到 
一 个 共 形 变换 , 它 把 忆 平面 内 的 无 穷 长 带 状 区 域 变换 为 5 平面 内 的 半 无 穷 长 带 状 区 域 (各 


§11 有 势 绕 流 的 阻力 "+ 


点 的 对 应 关系 如 图 5 所 示 ), 我 们 就 能 够 确定 山 对 dw/dz 的 函数 关系 , 然后 通过 简单 的 积 
分 运算 即 可 求 出 凯 ， 

为 了 得 到 所 需 变 换 ,再 引入 一 个 辅助 复 变 量 凡 ,使 公平 面 内 的 流动 区 域 对 应 上 半 和 平面 ， 
并 且 点 BB 和 B' 对 应 点 纪 二 土 1, 点 C 的 C' 对 应 点 以 二 0, 无 穷 远 点 4 和 A' 对 应 点 
内 一 土 co (图 5(d)). w 对 这 个 辅助 变量 的 函数 关系 由 一 个 共 形 变换 给 出 , 它 把 以 平面 的 上 
半 和 平面 变换 为 山 平 面 上 的 带 状 区 域 . 按照 各 点 的 上 述 对 应 关系 , 该 变换 是 


tu 一 -Inu (2) 
为 了 得 到 C 对 忌 的 函数 关系 , 应 当 找 到 一 个 把 5 平面 上 的 半 无 穷 长 带 状 区 域 变换 为 以 平 
面 上 的 上 半 平 面 的 共 形 变换 . 如 果 把 该 带 状 区 域 看 做 顶点 之 一 位 于 无 穷 远 处 的 三 角形 , 就 
可 以 利用 熟知 的 施 瓦 英 - 克 里 斯 托 费 尔 公 式 得 到 所 需 变 换 : 


C = —i arcsin u. (3) 


公式 (2) 和 (3) 给 出 问题 的 解 , 因为 它们 确定 了 dw/dz 和 也 之 间 参 数 形式 的 依赖 关系 . 
我 们 来 确定 射流 的 形状 . 在 BC 上 有 也 = yp, C= 二 i(r/2 十 9), 并 且 习 的 变化 范围 是 从 
0 到 1. 从 (2) 和 (3) 得 到 


= -和 In(- cos0), (4) 


而 根据 (1) 有 dwp/dz = We-ia, 即 


dz 三 dz 二 idy = 二 eedy 一 en tan0d6. 
1 


于 是 , 积分 后 (利用 0=-T 时 =0,z=al/2 的 条 件 ) 就 求 出 以 参数 形式 表示 的 射流 形 
状 . 例如 , 射流 的 收缩 比 为 
一 二 了 = 0.61. 
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考虑 不 可 压缩 理想 流体 绕 任何 一 个 固体 的 势 流 问 题 . 当然 , 这 个 问题 完全 
等 价 于 该 固体 在 流体 中 运动 时 出 现 的 流动 问题 . 为 了 从 前 者 确定 后 者 , 只 要 转 
换 坐 标 系 , 使 流体 在 无 穷 远 处 静止 即 可 . 我 们 将 在 下 面 论述 的 就 是 固体 在 流体 
中 运动 的 情形 . 

首先 确定 远离 运动 物体 处 的 流体 速度 分 布 特性 . 不 可 压缩 流体 的 势 流 满 
足 拉 普 拉 斯 方程 Ap = 0. 我 们 应 当 考 虑 这 个 方程 在 无 穷 远 处 为 零 的 那些 解 ， 
因为 流体 在 无 穷 二 处 静止 . 我 们 把 坐标 系 原 点 取 在 运动 物体 内 的 任何 一 点 上 
(该 坐标 系 与 物体 一 起 运动 , 不 过 我 们 研究 的 是 流体 在 某 一 给 定时 刻 的 速度 分 
布 ). 众所周知 , 拉 普 拉 斯 方程 有 一 个 解 1/r, 其 中 > 是 到 原点 的 距离 . 1/r 对 坐 
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标的 一 阶 和 更 高 阶 的 导数 也 是 方程 的 解 , 所 有 这 些 解 (及 其 线性 组 合 ) 在 无 穷 
远 处 都 为 零 ， 因此 , 拉 普 拉 斯 方程 的 解 在 远离 物体 处 的 一 般 形 式 为 


a 1 
Wy 


其 中 a, 4 与 坐标 无 关 , 略 去 的 项 含有 1l/r 的 高 阶 导数 . 容易 看 出 , 常数 a 必须 
为 堆 . 其 实 , 速度 势 p = 一 a/r 给 出 速度 
DE 
”3 
我 们 来 计算 通过 任何 一 个 封闭 曲面 的 流量 , 例如 通过 半径 为 R 的 球面 的 流量 . 
速度 在 球面 上 处 处 相同 并 等 于 a/R?, 所 以 总 流量 是 p(a/ 羽 2) .4rR2 = 4rpa. 然 
而 , 不 可 压缩 流体 通过 任何 封闭 曲面 的 流量 显然 必须 为 零 , 所 以 我 们 下 结论 说 ， 
应 有 a= 0. 
于 是 , e 只 含有 1/r2 和 更 高 阶 的 项 . 因为 我 们 在 求 远 处 的 速度 , 所 以 可 以 
忽略 高 阶 项 , 从 而 得 到 


p= 4.Y 二 = 一 全 到 ， (11.1) 
对 于 速度 w = grady 则 有 
本 二 (4.VJV 一 过 (11.2) 


(n 是 指向 ” 方向 的 单位 矢量 ). 我 们 看 到 , 速度 在 远 处 像 1/rs 那样 减 小 . 矢量 
4 取决 于 物体 的 实际 形状 和 运动 速度 . 要 想 确定 这 个 量 , 必须 考虑 运动 物体 表 
面 上 的 相应 边界 条 件 , 并 在 全 部 区 域 中 完全 求解 方程 Ap = 0. 

在 (11.2) 中 出 现 的 矢量 4 与 绕 固体 流 动 的 流体 的 总 动量 和 总 能 量 之 间 存 
在 着 一 定 的 关系 . 流体 的 总 动能 (不 可 压缩 流体 具有 不 变 的 内 能 ) 为 


下 = 号 /av 


其 中 积分 是 对 物体 以 外 的 整个 空间 进行 的 . 选取 该 空间 的 一 个 区 域 V, 其 外 边 
界 是 半径 RR 很 大 的 球面 , 球 心 位 于 原点 . 我 们 将 先 在 区 域 V 上 积分 , 然后 令 
RR 趋向 无 穷 大 . 我 们 有 恒等式 

frav= favt fr-war 


式 中 是 物体 的 速度 . 因为 w 是 与 坐标 无 关 的 量 ， 所 以 右边 第 一 个 积分 显 
然 等 于 w(Y 一 W), 其 中 Wo 是 物体 的 体积 . 在 第 二 个 积分 中 , 把 bw 十 wu 写 为 
V(wp 十 7), 再 利用 连续 性 方程 divwv = 0 以 及 divw = 0, 我 们 有 


f* dV 三 (VY — 态 ) 十 faiv{(p+ wr)(v — wu)} dV. 
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把 第 二 个 积分 变换 为 在 球面 5 和 物体 表面 So 上 的 曲面 积分 : 
[rav=ev -w+ (p+urT)(v — uv):df. 
S 十 So 


根据 边界 条 件 , 在 物体 表面 上 , v 和 % 的 法 向 分 量 相等 , 而 矢量 df 正好 指 问 
表面 的 法 线 方向 , 所 以 So 上 的 积分 显然 恒 等 于 零 . 在 计算 远 处 曲面 5 上 的 积 
分 时 , 我 们 把 gp 和 w 的 表达 式 (11.1), (11.2) 代入 , 并 略 去 那些 当 R 一 co 时 变 
为 零 的 项 . 把 球面 5 上 的 面 微 元 写 为 df =nR?do, 其 中 do 是 立体 角 微 元 , 我 
们 得 到 


f* dV = (GR 一 mn ) 四 及 3(4.m)j(u 7) 一 (wn) R’} do. 
最 后 , 完成 积分 运算 并 乘 以 p/2, 我 们 得 到 流体 总 能 量 的 以 下 表达 式 : 
B= 5(4rA .全 一 Tv2). (11.3) 


前 面 已 经 指出 , 为 了 准确 地 计算 矢量 4, 需要 在 具体 的 物体 表面 边界 条 件 
下 完全 求解 方程 Ap = 0. 然而 , A 对 物体 速度 ww 的 依赖 关系 的 一 般 性 质 , 却 
可 以 直接 从 下 述 事实 中 获得 : y 的 方程 是 线性 的 , 并 且 这 个 方程 的 边界 条 件 也 
是 线性 的 (对 于 gp 和 w 都 是 如 此 ). 由 此 可 知 , 4 应 当 是 矢量 ww 的 分 量 的 线性 
函数 . 因此 , 由 公式 (11.3) 给 出 的 能 量 BE 是 矢量 v 的 分 量 的 二 次 函数 , 可 以 写 
为 以 下 形式 : 

B= Dik Vilk, (11.4) 

式 中 mi 是 某 个 对 称 的 常 张 量 , 其 分 量 可 由 矢量 4 的 分 量 计算 出 来 . 该 张 量 
称 为 附加 质量 张 量 . 

知道 了 能 量 E, 就 可 以 得 到 流体 总 动量 P 的 表达 式 . 为 此 , 我 们 指出 , EE 
和 P 的 无 穷 小 变化 之 间 存 在 以 下 关系 久 : 


dE = vu:dP. 


@ 对 do 进行 积分 等 价 于 计算 被 积 函数 在 所 有 矢量 n 的 方向 上 的 平均 值 , 然后 再 乘 以 4r， 为 了 

计算 形 如 (A-n)(B-.n) 三 AiniBknk 的 表达 式 的 平均 值 (4A, B 为 常 矢量), 我 们 有 
(A:n)(B:n) = A; BNE = 6inAiBk 一 A.B 

@ 其 实 , 设 物体 在 任何 一 种 外 力 F 的 作用 下 加 速 运 动 , 流体 的 动量 因而 增加 ， 设 在 dt 时 间 内 ， 
动量 增 量 为 dP. 这 个 增 量 与 力 的 关系 为 dP = Fdt, 乘 以 速度 wu 之 后 得 到 w .dP = 下 .wdt, 这 就 是 
力 FF 在 路 程 wdt 上 的 功 , 而 它 本 身 应 当 等 于 流体 能 量 的 增 量 dE. 

应 当 注 意 , 直接 采用 对 流体 所 占 全 部 区 域 的 积分 「 pv dV 来 计算 动量 是 不 可 行 的 , 因为 这 个 积分 
(速度 v 按照 (11.2) 分 布 ) 在 下 述 意义 上 发 散 . 这 时 , 积分 结果 虽然 是 有 限 值 , 这 个 值 却 与 积分 方法 有 
关 : 当 我 们 在 尺度 随后 趋 于 无 穷 大 的 区 域 中 进行 积分 时 , 所 得 结果 与 区 域 的 形状 (球形 、 圆柱 形 等 ) 有 
关 ， 我 们 在 这 里 使 用 的 计算 方法 以 关系 式 wu.dP = dE 为 基础 , 最 终 给 出 一 个 完全 确定 的 结果 (由 公 
式 (11.6) 表示 ), 它 显然 满足 动量 变化 率 与 物体 上 的 作用 力 之 间 的 物理 关系 . 
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由 此 可 见 , 如 果 EE 由 (11.4) 表示 , P 的 分 量 就 应 当 具 有 以 下 形式 : 


P= mW (11.5) 
最 后 , 比较 公式 (11.3) 一 (11.5), 结果 表明 , P 可 以 用 4 表示 为 
P=4rpA— pVovu. (11.6) 


必须 注意 , 流体 的 总 动量 是 一 个 完全 确定 的 有 限 值 . 

单位 时 间 内 由 物体 传递 给 流体 的 动量 为 dP/dt. 显然 , 这 个 量 取 相反 的 符 
号 就 给 出 流体 的 反作用 力 五 , 即 作 用 在 物体 上 的 力 : 

F = -. (11.7) 

力 FF 平行 于 物体 速度 的 分 量 称 为 阻力 , 而 垂直 于 物体 速度 的 分 量 称 为 升力 . 

当 物 体 在 理想 流体 中 匀速 运动 时 , 假如 有 可 能 出 现 有 势 绕 流 , 则 总 动量 P 
保持 不 变 (因为 w = const), 从 而 FF = 0. 换言之 , 这 时 既 不 存在 阻力 , 也 不 存 
在 升力 , 即 流体 对 物体 的 压力 相互 抵消 (这 个 结果 称 为 达 朗 贝尔 伴 廖 ). 对 阻力 
而 言 , 产生 这 个 伴 请 的 原因 特别 明显 . 其 实 , 如 果 在 物体 匀速 运动 过 程 中 存在 
阻力 , 这 就 意味 着 为 了 维持 运动 , 必须 有 外 力 连 续 不 断 地 做 功 , 并 且 这 种 功 或 
者 耗 散 于 流体 内 部 , 或 者 转变 为 流体 的 动能 , 结果 导致 在 运动 流体 中 一 直 有 能 
量 被 输 运 向 无 穷 远 处 . 但 是 , 按照 定义 , 在 理想 流体 中 没有 任何 能 量 耗 散 , 并 且 
对 于 由 物体 引起 的 流动 , 流体 速度 在 远离 物体 时 迅速 减 小 , 所 以 在 无 穷 远 处 并 
不 存在 任何 能 流 . 

然而 , 必须 强调 , 所 有 这 些 论述 仅仅 适用 于 物体 在 无 界 流体 中 运动 的 情形 . 
例如 , 如 果 流 体 有 自由 面 , 则 平行 于 自由 面 匀速 运动 的 物体 将 受到 阻力 的 作用 . 
这 种 阻力 ( 称 为 波 阻 ) 的 出 现 与 沿 自由 面 传播 的 表面 波 有 关 , 因为 表面 波 能 够 
连续 不 断 地 向 无 穷 远 处 输 运 能 量 . 

假设 一 个 物体 在 外 力 了 的 作用 下 发 生 振 动 @. 如 果 前 一 节 中 讨论 的 那些 
条 件 成 立 , 物体 周围 的 流体 的 运动 就 是 有 势 的 , 所 以 可 以 使 用 上 述 关系 式 来 推 
导 物 体 的 运动 方程 . 力 了 应 当 等 于 系统 总 动量 对 时 间 的 导数 , 而 总 动量 等 于 
物体 动量 Mu (M 是 物体 的 质量 ) 与 流体 动量 P 之 和 : 


利用 (11.5), 由 此 得 到 





四 力 了 不 包括 流体 对 物体 的 作用 力 ， 一 一 译 者 
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还 可 以 把 它 写 为 
TE (Mi re (11.8) 
这 就 是 浸没 于 理想 流体 中 的 物体 的 运动 方程 . 

现在 , 我 们 来 考虑 某 种 意义 上 的 反问 题 . 设 流 体 本 身 在 任何 一 些 外 部 因素 
(不 包括 浸没 于 流体 中 的 物体 的 作用 ) 的 影响 下 发 生 振 动 . 在 这 种 振动 的 影响 
下 , 物体 也 开始 运动 @. 我 们 来 推导 物体 的 运动 方程 . 

我 们 将 假设 , 流体 的 运动 速度 在 物体 特征 尺寸 量 级 的 距离 上 只 发 生 微小 
的 变化 . 设 v 是 假定 物体 不 存在 时 在 物体 所 处 位 置 上 的 流体 速度 , 换言之 , v 
是 未 受 扰动 的 流体 速度 . 根据 上 面 的 假设 , 可 以 认为 v 在 物体 所 占据 的 整个 区 
域内 处 处 相同 . 就 像 前 面 那 样 , 我 们 仍 用 w 表示 物体 的 速度 . 

可 以 用 以 下 方法 确定 使 物体 运动 的 力 . 假如 物体 被 流体 完全 带动 起 来 ( 即 
假如 v= w), 则 作用 在 物体 上 的 力 等 于 假定 物体 不 存在 时 作用 在 物体 所 占 区 
域 中 的 流体 上 的 力 . 这 部 分 流体 的 动量 是 pVowv, 所 以 它 受到 作用 力 pVo duy/dt. 
不 过 , 实际 上 物体 并 非 完 全 与 流体 一 起 运动 , 物体 有 相对 于 流体 的 运动 , 而 流 
体 本 身 也 因此 产生 某 种 附加 运动 , 与 此 相关 的 附加 动量 等 于 rik(wk 一 水) (在 
表达 式 (11.5) 中 , 现在 必须 把 w 替换 为 物体 相对 于 流体 的 速度 4 一 v). 该 动 
量 随时 间 变 化 , 所 以 物体 上 的 附加 作用 力 等 于 一 mrd(wx 一 央 )/dt. 因此 , 作用 
在 物体 上 的 合力 等 于 


dy; d 
pVo—— — Mik 7 (uk — Vk). 


dt 
这 个 力 必须 等 于 物体 动量 对 时 间 的 导数 , 于 是 得 到 以 下 运动 方程 : 
d 
gr (Mui) 一 pVo 一 max (un — Vk). 


对 时 间 积分 , 得 到 
(MOik + Mik uk = (Mik + PVOOik Vk. (11.9) 


积分 常数 取 为 零 , 因为 物体 运动 是 由 流体 引起 的 , 当 流 体 速度 v 等 于 零 时 , 物 
体 速 度 ww 也 应 当 等 于 零 . 根据 所 得 关系 式 , 可 以 从 流体 的 速度 确定 物体 的 速 
度 . 如 果 物 体 的 密度 等 于 流体 的 密度 (M = pW), 则 w = vw, 而 这 正 是 我 们 预期 


@ 例如 , 可 以 考虑 有 声波 传播 的 流体 中 的 物体 的 运动 , 并 且 要 求 声波 的 波长 远大 于 物体 的 尺寸 . 


.i 第 一 章 理想 流体 


习 题 


1. 写 出 在 理想 流体 中 振动 的 球 的 运动 方程 , 以 及 被 振动 流体 带动 的 球 的 运动 方程 . 
解 : 在 810 习题 2 中 已 经 得 到 绕 球 势 流 的 的 表达 式 . 与 (11.1) 进行 对 比 , 我 们 看 出 


4 = 了 PPu 


( 尽 是 球 的 半径 ), 根据 (11.6), 被 球 带动 的 流体 的 总 动量 为 已 = 2rpRau/3, 所 以 张 量 rmik 
等 于 

= PR ik. 
作用 在 运动 的 球 上 的 阻力 等 于 8 

i -过 pPS 和 


而 在 流体 中 振动 的 球 的 运动 方程 具有 以 下 形式 : 


4nR’ PN dv 
3 (oo 二 部) 
(po 是 球 的 密度 ). 可 以 把 du/dt 的 系数 看 做 球 的 某 种 等 效 质量 , 它 是 球 本 身 的 质量 与 附加 
质量 之 和 , 而 后 者 这 时 等 于 球 所 排 开 的 流体 质量 的 一 半 . 

如 果 球 的 运动 是 由 流体 引起 的 , 则 对 于 它 的 速度 , 我 们 从 (11.9) 得 到 表达 式 

加 
5 十 250 
若 球 的 密度 大 于 流体 的 密度 (po > p), 则 4 < v, 即 球 滞后 于 流体 ; 若 po < p, 则 球 超前 于 
流体 . 

2. 用 矢量 4 表示 在 流体 中 运动 的 物体 所 受 的 力矩 . 

解 : 我 们 从 力学 中 知道 , 作用 在 物体 上 的 力矩 RM 可 由 它 的 拉 格 朗 日 函数 (在 本 题 中 
就 是 能 量 己 ) 确定 ， 关 系 式 为 6B = JM .50, 其 中 88 是 物体 的 无 穷 小 转动 失 量 ,而 5E 
是 该 转动 过 程 中 的 相应 能 量变 化 . 物体 转动 一 个 角度 80 (分 量 mnik 从 而 也 有 相应 改变 )， 
可 以 替换 为 流体 相对 于 物体 转动 角度 一 80, 速度 凤 从 而 也 有 相应 改变 . 在 转动 过 程 中 有 
5 二 一 60 x Uu, 所 以 








6E = P.u = -50.:(u x P). 
利用 忆 的 表达 式 (11.6), 由 此 得 到 所 求 的 公式 : 


M=—ux P=4rpAx uw. 


8 12 重力 波 


人 在 重 力 场 中 ， 处 于 平衡 状态 的 液体 自由 面 是 平 的 . 如 果 液 体 自由 面 在 任 
何 一 种 外 部 扰动 的 影响 下 在 任何 一 个 地 方 偏离 了 它 的 平衡 位 置 , 在 液体 中 就 
会 出 现 运动 . 这 种 运动 将 以 波 的 形式 沿 液体 的 整个 自由 面 传播 , 这 样 的 波 称 为 
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重力 波 , 因为 它们 起 因 于 重力 场 的 作用 . 重力 波 主 要 发 生 在 液体 自由 面 上 , 但 
它们 也 影响 液体 内 部 , 只 不 过 随 着 深度 的 增加 , 其 影响 越 来 越 小 . 

我 们 在 这 里 将 考虑 这 样 的 重力 波 , 其 中 运动 液体 微 元 的 速度 如 此 之 小 , 以 
致 于 欧 拉 方 程 中 的 (v:V)v 这 一 项 与 6u/6t 相 比 可 以 忽略 不 计 . 容易 解释 这 
个 条 件 在 物理 上 的 含义 . 在 重力 波 中 , 液体 微 元 发 生 振动 , 它们 在 与 振动 周期 
7 的 量 级 相当 的 时 间 间 隔 内 移动 了 与 波 的 振幅 a 的 量 级 相当 的 距离 . 所 以 , 液 
体 微 元 速度 v 具有 量 级 ao/r. 此 外 , 在 r 量 级 的 时 间 间 隔 内 , 以 及 在 沿 着 波 传播 
方向 的 入 量 级 的 距离 内 (入 是 波长 ), 速度 v 有 显著 的 变化 , 所 以 速度 对 时 间 的 
导数 的 量 级 为 w/r, 对 坐标 的 导数 的 量 级 为 v/ 和 ， 因 此 , 条 件 (v:V)v 和 0v/9t 


等 价 于 ， 

村 
二 (2) .= 
六: 反 玉 TT TT 


Q 入, (12,1) 


即 波 的 振幅 应 当 远 小 于 波长 . 我 们 在 89 中 已 经 知道 , 如 果 可 以 忽略 运动 方程 
中 的 (v:V)v 这 一 项 , 流动 就 是 有 势 的 . 再 假设 流体 不 可 压缩 , 我 们 就 能 应 用 
方程 (10.6) 和 (10.7), 并 且 在 方程 (10.7) 中 , 现在 可 以 忽略 速度 平方 项 v2/2. 令 
f(t) =0 并 在 重力 场 中 引入 项 pgz, 我 们 得 到 


即 


0 
P=—pgz— pe (12.2) 


这 里 , z 轴 就 像 通 常 那样 被 选取 为 竖 直 向 上 , 而 zy 平面 位 于 液体 的 平衡 自由 
面 上 . 

如 果 用 表示 液体 自由 面 上 的 点 的 z 坐标 , 则 上 是 z,y 和 + 的 函数 . 在 
平衡 时 5 = 0, 所 以 5 是 液体 自由 面 在 振动 时 在 竖 直方 向 上 的 位 移 . 设 作 用 在 
液体 自由 面 上 的 压强 po 保持 恒定 , 则 根据 (12.2), 在 自由 面 上 有 

po = —pg6 一 pt. 
只 要 重新 定义 速度 势 p (加 上 与 坐标 无 关 的 量 pot/p), 就 可 以 消去 常量 po, 从 
而 让 液体 自由 面 上 的 条 件 具 有 以 下 形式 : 

Op 
《十 二 = 0. 12.3 

9 十 Bp (12.3) 
波 的 振幅 很 小 , 这 意味 着 位 移 《 也 很 小 . 因此 , 可 以 认为 自由 面 上 的 点 的 垂直 
速度 分 量 在 同样 近似 下 等 于 位 移 6 对 时 间 的 导数 : wz = 8C/8t. 但 vw. = 9p/8z， 
再 利用 (12.3), 则 有 





0 


op Ce 
we 9 Ot? 


Oz 
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因为 振幅 很 小 , 所 以 在 这 个 条 件 中 可 以 用 z = 0 时 的 导数 值 代替 z = ( 时 
的 导数 值 . 于 是 , 我 们 最 终 得 到 用 来 确定 重力 波 运动 的 以 下 方程 组 : 


op 1p . 
(这 5 一 上 (12.5) 


下 面 在 研究 液体 自由 面 上 的 波 时 , 我 们 将 认为 自由 面 是 无 界 的 . 此 外 , 我 
们 还 将 假设 波长 远 小 于 液体 深度 , 从 而 可 以 把 液体 看 做 无 穷 深 的 . 所 以 , 我 们 
不 再 写 出 液体 侧面 和 底部 的 边界 条 件 . 

考虑 沿 x 轴 传 播 并 且 在 y 方向 上 均匀 的 重力 波 . 对 于 这 样 的 波 , 所 有 的 量 
都 与 坐标 y 无 关 . 我 们 将 寻求 这 样 的 解 , 它 是 时 间 和 坐标 z 的 简单 周期 函数 : 


wp = f(z)cos (kz — wt), 
式 中 w 是 波 的 圆 频 率 (我 们 将 把 它 简 称 为 频率 ), 上 是 波 数 , 和 = 2x/k 是 波长 . 
把 这 个 表达 式 代入 方程 (12.4), 对 f(z) 得 到 方程 


随 深度 增加 ( 即 当 z 一 -co 时 ) 而 衰减 的 解 是 
p = Aek* cos (kz — wt). (12.6) 


我 们 还 要 满足 边界 条 件 (12.5). 把 (12.6) 代入 其 中 , 得 到 波 数 与 频率 之 间 
的 关系 ( 即 波 的 所 谓 色散 关系 ): 


w? = kg. (12.7) 
只 要 计算 速度 势 对 坐标 的 导数 , 即 可 得 到 液体 内 的 速度 分 布 : 
vz 一 一 4kekz sin(kz — wt), 
(12.8) 


vz = 4Keksz cos(kz — wt). 


我 们 看 出 , 液体 的 速度 随 深度 的 增加 按 指数 律 减 小 在 空间 的 任何 给 定点 上 
( 即 当 z, z 给 定时 ), 速度 矢量 在 zz 平面 内 匀速 旋转 , 其 大 小 保持 不 变 . 
我 们 再 来 确定 重力 波 内 液体 点 的 迹 线 . 暂且 用 z, z 表示 运动 的 液体 点 (而 
不 是 回 定 不 动 的 空间 点 ) 的 坐标 , 用 zo, zo 表示 液体 点 的 平衡 位 置 的 z, z 的 
值 . 于 是 ， 
TL 


a a 
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并 且 在 小 振幅 波 的 情况 下 可 以 近似 地 用 zo, zo 代替 (12.8) 右边 的 x, z. 对 时 
间 进 行 积 分 , 我 们 得 到 


T— Xo = -a ekzo cos(kzo — wt), 
(12.9) 
划一 和 二 一 ekzo sin(kzo — wt). 


因此 , 液体 点 围绕 点 (zo，zo) 作 圆 周 运动 , 相应 半径 随 深 度 按 指数 律 减 小 . 
重力 波 的 传播 速度 UV 等 于 8w/6k, 这 将 在 $67 中 加 以 证 明 . 把 w= Vkg 
代入 其 中 , 我 们 就 得 到 无 穷 深 液体 的 无 界 自由 面 上 的 重力 波 的 传播 速度 


Bn OE 
Vt (12.10) 


它 随 着 波长 的 增加 而 增加 . 

重力 长 波 . 上 面 研究 了 波长 远 小 于 液体 深度 的 重力 波 , 现在 研究 相反 的 极 
限 情况 一 一 波长 远大 于 液体 深度 的 波 . 这 样 的 波 称 为 长 波 . 

首先 考虑 长 波 在 渠道 中 的 传播 . 我 们 将 认为 , 渠道 具有 无 穷 大 的 长 度 ( 渠 
道 沿 着 z 轴 的 方向 ), 而 其 模 截面 形状 可 以 是 任意 的 , 并 且 可 以 沿 长 度 方向 变 
化 . 用 5 = 5S(z, t) 表示 渠道 中 液体 的 横 截 面积 , 并 假设 渠道 的 深度 和 宽度 都 
远 小 于 波长 . 

我 们 在 这 里 将 讨论 液体 沿 渠 道 运动 时 出 现 的 纵波 . 在 这 样 的 长 波 中 , 速度 
沿 渠道 长 度 方 向 的 分 量 wz 远大 于 分 量 w， vz. 

如 果 略 去 速度 分 量 wz 的 下 标 z, 再 忽略 小 项 , 就 可 以 把 欧 拉 方程 在 z 方 
向 和 >z 方向 上 的 投影 分 别 写 为 以 下 形式 : 


(这 里 之 所 以 忽略 速度 的 二 次 项 , 是 因为 仍然 像 前 面 那样 认为 波 的 振幅 是 小 量 ). 
注意 到 在 自由 面 (z = 6) 上 应 有 p = po, 我 们 从 第 二 个 方程 得 到 


2 三 po 十 gp(6 一 过) 


把 这 个 表达 式 代 入 第 一 个 方程 , 得 到 
Bu 6 
Ey 
可 以 像 推导 连续 性 方程 那样 得 到 用 来 确定 两 个 未 知 量 v 和 < 的 第 二 个 方 
程 , 它 实质 上 就 是 上 述 情况 下 的 连续 性 方程 . 我 们 来 考虑 渠道 中 相距 dz 的 两 
个 模 截面 之 间 的 液体 区 域 . 在 单位 时 间 内 , 有 体积 为 (Su)。 的 液体 从 一 个 横 截 


(12.11) 


本 第 一 章 理想 流体 
面 流入 , 还 有 体积 为 (Sojs+s 的 液体 从 另 一 个 模 截 面 流出 . 因此 , 两 个 模 截 面 
之 间 的 液体 体积 改变 了 
(Sv)atas — (So)s = 


但 是 , 根据 液体 的 不 可 压缩 性 , 这 个 变化 只 能 是 由 液 面 高 度 的 变化 造成 的 . 单 
位 时 间 内 上 述 横 截 面 之 间 液体 体积 的 变化 等 于 


dz. 








05 
于 
所 以 可 以 写 出 
0 gs Ss 
Ot or E 
85 8(Su) 
VU 
Bt (12.12) 
这 就 是 所 需 的 连续 性 方程 . 


设 So 是 渠道 中 液体 的 横 截 面积 在 液体 静止 时 的 值 , 则 5 = So + 5 其 中 
5S' 是 该 横 截 面积 在 有 波动 时 的 变化 . 因为 液 面 高 度 在 波动 过 程 中 只 有 很 小 的 
变化 , 所 以 可 以 把 5' 写 为 K 的 形式 , 其 中 履 是 液体 自由 面 的 相应 宽度 . 于 是 ， 
方程 (12.12) 的 形式 变 为 
po OSov) 


一 人 二 和 (12.13) 
把 (12.13) 对 上 微分, 再 把 (12.11) 中 的 8v/8t 代入 其 中 , 就 得 到 
(so 信 ) = 0. (12.14) 
如 果 渠 道 的 横 截面 沿 整个 渠道 保持 不 变 , 则 So = const, 从 而 
ee = (12.15) 


这 种 形式 的 方程 称 为 波动 方程 . 在 864 中 将 证 明 , 与 此 相应 的 是 以 速度 传 
播 的 波 , 并 且 UV 与 频率 无 关 , 它 等 于 926/8zx2 的 系数 的 平方 根 . 因此 , 渠道 中 


重力 长 波 的 传播 速度 等 于 
U = /2 (12.16) 


用 类 似 方法 可 以 研究 大 水 池 中 的 长 波 , 这 时 假设 水 池 在 (zy 平面 的 ) 两 个 
方向 上 都 是 无 穷 大 的 . 用 字母 h 表示 水 池 中 液体 的 深度 . 在 速度 的 三 个 分 量 
中 , vs 现在 是 小 量 . 欧 拉 方程 具有 类 似 于 (12.11) 的 形式 : 


Co Og 


ot Be BW 


0. (12.17) 
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采用 类 似 于 (12.12) 的 推导 方法 可 以 得 到 连续 性 方程 , 其 形式 为 
Oh i 0(hv;) 机 oO(hv,) a 





ot Or Ov 中 
把 深度 h 写 为 h= ho 十 C, 其 中 ho 是 平衡 时 的 深度 , 于 是 

8C6 8(houz) ahoo) 

天 于 十 二 0. (12.18) 
假设 水 池 底 面 水 平 (ho = const). 把 (12.18) 对 t 微分 , 再 用 (12.17) 进行 代 换 ， 
得 到 

2 2 2 

5 oo( 5 二 5 = 0. (12.19) 

这 仍然 是 一 个 (二 维 ) 波动 方程 , 相应 的 波 具 有 传播 速度 
以 宇 V gho. (12.20) 
习题 


1. 设 液体 深度 为 h, 其 表面 无 界 , 求 表面 上 的 重力 波 的 传播 速度 . 
解 : 在 液体 底部 , 速度 的 法 向 分 量 应 为 零 , 即 


当 z= 二 一 h 时 ， 二 
Oz 


由 此 可 以 求 出 通 解 
p= (Ae"*+ Be ™"*)cos(kr — wt) 


中 的 常数 A 和 BB 之 间 的 关系 , 结果 得 到 
p= Acos(kz — wt)cosh[k(z + h)]. 
从 边界 条 件 (12.5) 求 出 大 和 中 之 间 的 关系 


w2 = gktanh(kh). 


- gq kh 
ht anh Cen) i | 


当 kh 污 1 时 可 以 得 到 结果 (12.10), 而 当 kh 安 1 时 可 以 得 到 结果 (12.20). 

2. 设 有 上 下 两 层 液 体 , 其 密度 和 深度 分 别 为 p', h' 和 p,h (并 且 p > p'), 上 层 液体 顶 
部 和 下 层 液体 底部 都 以 静止 水 平平 板 为 边界 . 求 这 两 层 液 体 分 界面 上 的 重力 波 的 频率 和 波 
长 之 间 的 关系 . 


波 的 传播 速度 为 
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解 : 取 两 层 液 体 平 衡 时 的 分 界面 为 Ty 平面 . 我 们 寻求 在 两 层 液 体 中 分 别 具 有 以 下 形 
式 的 解 : 
p= Acosh[k(z++ h)] cos(Kz — wt), 
yp' = Bceoshlk(z — h’)] cos(kz — wt) 
(这 时 上 层 液 体 顶 部 和 下 层 液体 底部 的 边界 条 件 都 能 得 到 满足 , 见习 题 1 的 解 )， 在 两 层 液 
体 的 分 界面 z 二 《< 上 , 压强 应 当 是 连续 的 . 根据 (12.2), 这 给 出 以 下 条 件 : 


(1) 


/ :0 有 
pg + pT = pg6 + pe, 
gn 
| /op _ Y) 9 
《= 7 人: Prat) (2) 
此 外 , 两 层 液 体 在 分 界面 上 的 速度 分 量 vy: 应 当 相同 , 这 给 出 以 下 条 件 : 
4 
本 Gz: Od¢' (3) 
进一步 ， 
op a 
Dy Be 
于 是 , 把 (2) 代入 此 式 , 得 到 
a a 
g(p— pe =p 5 -5 (4) 


把 (1) 代入 (3) 和 (4), 我 们 得 到 两 个 关于 A 和 B 的 齐 次 线性 方程 , 其 相 容 条 件 给 出 


-可 kg(p— p') 
~ pcoth(kh) + p’ coth(kh’). 


当 kh > 1, kh' > 1 时 (两 种 液体 都 很 深 ) 
一 大 p—p 
本 sp+p 
而 当 kh < 1, kh’ < 1 时 (长波 ) 


_ 29(p— Pp)hh 
w2 一 大 Wh 和 


最 后 , 如 果 kh > 1, kh' < 女工 则 
2 2 ,1p—p 
Ww =k oh -一 一. 


3. 设 有 两 层 液体 , 下 层 液体 (密度 为 p) 无 穷 深 , 上 层 液 体 (密度 为 p') 深度 为 h', 其 
上 表面 为 自由 面 . 求 在 两 层 液体 的 分 界面 和 上 表面 上 同时 传播 的 重力 波 的 频率 与 波长 之 间 
的 关系 . 
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解 : 取 两 层 液 体 平衡 时 的 分 界面 为 zy 平面 . 我 们 寻求 在 下 层 液 体 和 上 层 液体 中 分 别 
具有 以 下 形式 的 解 : 
p= Ae” cos(Kz — wt), 
p= (Be 十 Ces=)cos(kz — wt). 
在 两 层 液体 的 分 界面 上 ( 即 当 z= 二 0 时 ) 成 立 条 件 (见习 题 2) 


(1) 








A 
DT g(p p)a- =P Bt2 一 AD， (2) 
而 在 上 层 液 体 的 自由 面 上 ( 即 当 z= 二 h' 时 ) 有 
19% 
oz 9 Aa? Be (3) 


把 (1) 代入 (2) 中 的 第 一 个 方程 , 由 此 给 出 A 二 C 一 B, 于 是 其 余 两 个 边界 条 件 给 出 关于 
BB 和 CC 的 两 个 方程 . 利用 这 两 个 方程 的 相 容 条 件 ,我 们 得 到 关于 w? 的 二 次 方程 , 它 的 根 是 


/ —2kh’ 
2 (p—p)(l—e ) 2 
= 大 一 一 -一 和 
"TMItP+lp pe WT 


当 h' 一 eco 时 , 这 些 根 分 别 对 应 着 在 两 层 液体 分 界面 和 上 层 液体 自由 面 上 独立 传播 的 波 . 


4. 设 宽 为 a 长 为 b 的 矩形 池 中 有 深度 为 hh 的 液体 , 求 液体 振动 的 固有 频率 ( 见 869)， 
解 : 沿 水 池 两 边 取 z 轴 和 4 轴 . 我 们 寻求 具有 驻 波形 式 的 解 : 


p= f(z, y) coswtcosh[k(z + h)]. 
对 于 f 得 到 方程 


同 习题 1 一 样 , 自由 面 上 的 条 件 给 出 关系 式 
w = gktanh(kh). 
选取 关于 f 的 方程 的 以 下 形式 的 解 : 
f=cosprcosqy, p +g =k?. 
在 水 池 侧 壁 上 应 当 满 足 条 件 : 


当 人 三 0，a 时 ， w= 


ar™™ 
当 yy = 0, b 时 ， w=R=0 


由 此 求 出 


mT nn 


a Ty 


3 
| 
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§13 不 可 压缩 流体 中 的 内 波 


有 一 种 特殊 的 重力 波 能 够 在 不 可 压缩 流体 内 部 传播 ， 传播 过 程 与 流体 的 
不 均匀 性 有 关 , 而 这 种 不 均匀 性 是 由 重力 场 引起 的 . 流体 的 压强 (同时 还 有 入 
s) 必然 随 高 度 变 化 , 所 以 一 部 分 流体 在 高 度 方 向 上 的 任何 位 移 都 将 导致 力学 
平衡 的 破坏 , 从 而 引起 振动 . 其 实 , 由 于 运动 是 绝热 的 , 这 一 部 分 流体 在 移动 到 
新 位 置 后 仍然 具有 原来 的 箭 s, 但 它 不 同 于 烂 在 新 位 置 上 的 平衡 值 . 

下 面 , 我 们 将 假设 波长 远 远 小 于 能 够 让 密度 因 重 力 场 的 作用 而 发 生 显 著 
改变 的 距离 吕 . 同时 , 我 们 将 把 流体 本 身 看 做 不 可 压缩 的 , 这 意味 着 可 以 忽略 
由 于 波 中 压强 变化 而 引起 的 密度 变化 ， 由 热膨胀 引起 的 密度 变化 绝对 不 可 忽 
略 , 因为 正 是 它 决定 了 整个 现象 . 

我 们 来 写 出 所 研究 的 运动 的 流体 动力 学 方程 组 . 设 下 标 0 表示 各 物理 量 
在 力学 平衡 时 的 值 ， 撤 号 表示 它们 在 波动 过 程 中 对 平衡 值 的 微小 偏离 ， 则 和 焙 
s 二 so 十 s' 的 守恒 方程 在 精确 到 一 阶 小 量 时 可 以 写 为 

+v:Vso =0, (13.1) 
其 中 的 so 就 像 其 他 量 的 平衡 值 那样 是 竖 直 方向 上 的 坐标 z 的 给 定 函 数 . 

其 次 , 仍然 忽略 欧 拉 方程 中 (u.V)u 这 一 项 (因为 是 小 振动 ), 再 考虑 到 平 
衡 态 下 的 压强 分 布 满足 方程 Vpo = pog, 我 们 在 同样 的 精度 下 得 到 

au vp vp Vpo 


ot p po pé 


如 上 所 述 , 密度 变化 只 与 炉 变 化 有 关 , 但 与 压强 变化 无 关 , 所 以 可 以 写 出 


这 样 就 得 到 以 下 形式 的 欧 拉 方 程 : 


re 扣 (如 ) We (13.2) 
Ot po p Po 


这 里 之 所 以 可 以 把 po 移入 梯度 算 子 , 是 因为 平衡 密度 在 与 波长 相当 的 距离 上 
的 变化 根据 前 面 的 论述 终归 是 可 以 忽略 的 . 基于 同样 的 原因 , 在 连续 性 方程 中 


@ 密度 梯度 与 压强 梯度 之 间 的 关系 为 
wp 一 ( 问 ) ve = c2Vp, 


式 中 c 是 流体 中 的 声速 . 所 以 , 从 流体 静 力 学 方程 Vp = pg 有 Vp = pg/c*. 由 此 可 见 , 在 重力 场 中 ， 
在 1 < cy/s 的 距离 上 才 会 有 显著 的 密度 变化 .对 于 空气 , ! = 10 km; 对 于 水 , ! = 200 km. 
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也 可 以 认为 密度 是 常量 , 这 时 连续 性 方程 就 变 为 @ 
divv = 0. (13.3) 
我 们 来 寻求 方程 组 (13.1) 一 (13.3) 的 平面 波 解 : 


i(k*-r—wt 
v = const :eit) 


对 s' 和 有 类 似 的 表达 式 . 代入 连续 性 方程 (13.3) 就 给 出 
v:k=0, (13.4) 
即 流体 速度 处 处 垂直 于 波 矢 k ( 横 波 ). 方程 (13.1) 和 (13.2) 给 出 
: / : Opo 5 ik / 
=V*:V ) ey) “= 
1w5 =V:Vso 1wWv ( js 卫 
对 第 二 个 方程 使 用 条 件 (13.4), 得 到 
ik?p' = (Be) 


再 从 这 两 个 方程 消去 w 和 s', 就 得 到 所 需 的 色散 关系 一 一 频率 与 波 失 之 间 的 
关系 : 


w? = wé sin? 0, (13.5) 
op\d 
el 
wb0 三 p (¥ jE (13.6) 


在 这 里 和 以 后 , 我 们 省 略 表 示 热 力学 量 平衡 值 的 下 标 0, 并 且 规 定 z 轴 竖 直 向 
上 ,而 6 是 z 轴 与 上 方向 之 间 的 夹 角 . s(z) 的 平衡 分 布 的 稳定 性 条 件 (不 发 生 
对 流 的 条 件 , 见 84) 保证 了 表达 式 (13.6) 的 右 侧 大 于 零 

我 们 看 到 , 频率 仅仅 依赖 于 波 矢 的 方向 而 与 其 大 小 无 关 . 当 8 = 0, r 时 可 
以 得 到 w = 0. 这 表明 , 这 种 类 型 的 波 在 波 矢 指 向 竖 直 方向 时 是 根本 不 可 能 存 
在 的 . 

如 果 流 体 不 仅 处 于 力学 平衡 态 , 而 且 处 于 完全 的 热力 学 平衡 态 , 则 它 的 温 
度 处 处 相同 , 于 是 可 以 写 出 : 


Q@ 其 实 , “不 可 压缩 流体 " 本 身 就 意味 着 divv = 0 ( 见 20 页 的 脚注 )， 一 一 译 者 
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最 后 , 利用 熟知 的 热力 学 关系 式 
(BB).- 疡 ( 政 ，【 可 ~ 己 ( 牙 ) 


(cp 是 流体 的 质量 热 容 ), 我 们 得 到 
Op 
可 |( 学 川 


例如 , 对 于 热力 学 意义 上 的 理想 气体 , 这 个 公式 给 出 


we (13.8) 


VoT 


频率 对 波 矢 方向 的 依赖 性 导致 波 的 传播 速度 U = Bw/Bk 和 波 天 k 具有 
不 同 的 方向 . 如 果 把 函数 关系 w(k) 写 为 


6 
W = Wh 1 一 


的 形式 (> 是 竖 直 向 上 的 单位 矢量 ), 则 进行 微分 运算 之 后 得 到 





(13.7) 











以 一 -nw)ly — (nv)n) (13.9) 
式 中 n = k/k. 此 传播 速度 垂直 于 波 矢 k, 它 的 大 小 等 于 
以 运 站 COS 0， 
而 在 竖 直 方向 上 的 投影 为 


U.v= -总 cos 0 sin 0 


§ 14 旋转 流体 中 的 波 


当 不 可 压缩 流体 作为 一 个 整体 匀速 转动 时 , 在 流体 中 能 够 出 现 另 外 一 种 
特殊 类 型 的 内 波 , 其 传播 过 程 与 流体 转动 时 产生 的 科 里 奥 利 力 有 关 . 

我 们 将 在 与 流体 一 起 运动 的 坐标 系 中 研究 问题 . 众所周知 , 这 时 在 力学 运 
动 方程 中 应 当 引 入 两 种 附加 的 力 一 一 离心 力 和 科 里 奥 利 力 . 因此 , 在 欧 拉 方程 
右 侧 也 应 当 补 充 上 这 些 力 (质量 力 ). 离心 力 可 以 用 梯度 V(P x 7)3/2 的 形式 
表示 出 来 , 式 中 82 是 流体 转动 的 角速度 矢量 . 如 果 引 入 表 观 压强 


P=p— p(n xr), (14.1) 
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就 可 以 把 离心 力 与 力 -Vp/p 合并 在 一 起 . 科 里 奥 利 力 等 于 2v x 只 , 它 仅 在 流 
体 相对 于 转动 坐标 系 运动 时 才 会 出 现 (v 是 该 坐标 系 中 的 速度 ). 把 这 一 项 移 
动 到 欧 拉 方 程 的 左 侧 , 我 们 写 出 以 下 形式 的 欧 拉 方程 : 


Ov 1 
Bt V+20 x 二 二 (14.2) 


连续 性 方程 仍然 具有 原来 的 形式 . 对 于 不 可 压缩 流体 , 该 方程 化 为 divwv = 0. 
我 们 仍然 认为 波 的 振幅 很 小 并 忽略 方程 (14.2) 中 的 速度 平方 项 , 于 是 该 
方程 的 形式 变 为 i 


__lyo,, 
页 +2 Xv= 7 Vp, (14.3) 


其 中 p' 是 压强 在 波动 过 程 中 发 生变 化 的 部 分 , 而 p = const. 在 方程 (14.3) 的 
两 侧 取 旋 度 rot, 立刻 就 能 消 掉 压 强 , 因为 方程 的 右 侧 变 为 零 . 在 方程 的 左 侧 ， 
考虑 到 流体 的 不 可 压缩 性 , 我 们 有 


rot( 2 xv)= Rdivo— (1:V)v = -(12:V)v. 


让 z 轴 指 向 82 的 方向 , 我 们 把 所 得 方程 写 为 以 下 形式 : 


rotw = 203 (14.4) 
我 们 寻求 平面 波 解 
v= Aeik'"-%t) (14.5) 
并 让 它 满足 横 波 条 件 (根据 方程 divw = 0) 
k.A=0. (14.6) 
把 (14.5) 代入 方程 (14.4), 得 出 
whk x v = 2iQk,v. (14.7) 


从 这 个 矢量 方程 消去 v, 就 可 以 得 到 波 的 色散 关系 . 用 在 方程 的 两 侧 进 
行 天 量 乘 运算 , 我 们 把 结果 改写 为 


—whk?2v = 2i112k,.k x v, 
再 对 比 这 两 个 等 式 , 就 得 到 所 需 的 函数 关系 w(k): 
We 20 和 = 212 cos0, (14.8) 


k 
式 中 9 是 kk 与 2 之 间 的 夹 角 . 
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利用 (14.8), 等 式 (14.7) 化 为 以 下 形式 : 
Ww XY =1Y, 


式 中 n = k/k. 如 果 把 波 的 振幅 表示 为 复数 形式 A = a+ib, 其 中 a 和 bb 是 实 
矢量 , 则 由 此 可 知 n x v = a, 即 矢量 a 和 bb (它们 位 于 垂直 于 矢量 k 的 平面 
内 ) 互相 垂直 并 具有 相同 的 大 小 . 选取 这 两 个 方向 作为 z 轴 和 y 轴 的 方 疝 , 然 
后 分 离 (14.5) 的 实 部 和 虚 部 , 我 们 得 到 


vz =acos(wt—k:r), v= —asin(wt— kr). 
因此 , 波 具 有 圆 偏振 性 : 在 空间 的 每 一 点 , 矢量 v 随时 间 而 旋转 , 其 大 小 保持 
不 变 @. 
波 的 传播 速度 为 
= 3 = 全 — n(n.:v)), (14.9) 


式 中 vv 是 2 方 同 上 的 单位 矢量 . 就 像 重 力 内 波 的 情况 那样 , 该 传播 速度 乖 直 
于 波 矢 . 它 的 大 小 和 在 只 方向 上 的 投影 分 别 为 


:= sinb, U:v= 2 sin?0 = Usinb 


所 研究 的 波 称 为 惯性 波 . 因为 科 里 奥 利 力 不 对 运动 流体 做 功 , 所 以 这 样 的 
波 所 携带 的 能 量 全 部 是 动能 . 

有 一 种 特殊 形式 的 轴 对 称 ( 非 平面 ) 惯性 波 能 够 沿 流体 的 转动 轴 传 播 , 参 
见习 题 . 

最 后 , 我 们 就 旋转 流体 中 的 定常 运动 再 给 出 一 点 说 明 , 这 种 运动 与 波 的 传 
播 没 有 关系 . 

设 ! 是 这 种 运动 的 特征 长 度 ,v 是 其 特征 速度 . 在 方程 (14.2) 中 ,项 (v:V)v 
的 量 级 为 u2/l, 项 22 xu 的 量 级 为 Pu. 如 果 w/LQ 和 1 则 前 者 与 后 者 相 比 可 
以 忽略 , 定常 运动 方程 从 而 可 以 化 为 


28 注 所 三 -VP (14.10) 
o 1 OP OP €F 
1 
9 二 一 一 -一 rp 一 一 三 
fvy a 2f2v Pn 5 


@ 注意 , 这 里 研究 的 是 相对 于 转动 坐标 系 的 运动 ! 相对 于 静止 坐标 系 而 言 , 这 种 运动 还 要 驹 加 上 
全 部 流体 作为 一 个 整体 的 转动 . 


§14 旋转 流体 中 的 波 二 六 


式 中 z, y 是 与 旋转 轴 重 直 的 平面 上 的 笛 卡 儿 坐 标 . 由 此 可 见 , P 与 纵向 坐标 z 
无 关 , vz, wy 因而 也 与 坐标 z 无 关 . 此 外 , 从 前 两 个 方程 消去 已, 得 到 
au ,Ou 
Dr 0 
再 从 连续 性 方程 divw = 0 即 可 看 出 Bu。/8z = 0 因此 , 在 快速 旋转 的 流体 中 ， 
(相对 于 旋转 坐标 系 的 ) 定常 运动 是 两 种 独立 运动 的 营 加 : 一 是 与 旋转 轴 竺 直 
的 平面 上 的 平面 运动 , 二 是 与 坐标 z 无 关 的 轴 对 称 运动 (J. 普 劳 德 曼 , 1916). 


= 0， 


习 题 


1. 设 不 可 压缩 流体 作为 整体 绕 轴 转动 ， 试 确定 沿 该 轴 传 播 的 轴 对 称 波 (W. 汤 姆 各 ， 
1880). 

解 : 沿 角速度 矢量 只 取 z 轴 并 引入 柱 面 坐标 7, P, z. 在 轴 对 称 波 中 , 所 有 的 量 都 与 
角度 p 无 关 . 对 时 间 和 坐标 z 的 函数 关系 可 由 形 如 ei(**-%t) 的 因子 给 出 , 用 分 量 形式 写 
出 方程 (14.3), 我 们 有 


1 Op 


—iwvr 一 2f2v. 二 peor’ (1) 
一 iwwo + 2f2vr = 0， 一 iwv; = 下 (2) 
此 外 , 还 应 当 写 出 连续 性 方程 
1: 身 , 
元 地 ("Tv") +ikv; = 0. (3) 


令 速度 分 量 Ur 对 7 的 函数 关系 为 
t 三 F(r)e' Kt*—%t). 


利用 (2) 和 (3) 把 we 和 PP 通过 wr 表示 出 来 , 再 把 它们 代入 (1), 我 们 就 得 到 函数 已 (7) 的 
方程 








dF 1dF Uy | 
Wt | we -已 -二 | P=o (4) 
该 方程 的 解 是 
4 2 
F = const .Ji (s 3 -1) (5) 


式 中 J 是 一 阶 贝 塞 尔 函 数 . 这 个 解 在 + = 二 0 时 等 于 零 . 
波动 图 案 被 一 系列 同 轴 圆柱 面 分 割 为 诸多 区 域 , 圆柱 半径 rn 分 别 满足 等 式 


|/ 2 
krn, 2 5 1 一 Tn, 
Cw 


其 中 Zz1，Z2，:… 是 函数 J1(zf) 的 一 系列 相 邻 的 零点 . 在 这 些 圆柱 面 上 vw 二 0, 换言之 流 
体 永远 不 会 穿 过 这 些 曲面 . 
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我 们 指出 , 对 于 无 界 流 体 中 的 上 述 波动 , 频率 w 不 依赖 于 大 ,不 过 , 可 能 的 频率 值 受 到 
条 件 w < 282 的 限制 . 如 果 此 条 件 不 满足 , 方程 (4) 就 没有 有 限 的 解 , 而 解 的 有 限 性 是 一 个 
必须 满足 的 条 件 . 

如 果 发 生 转 动 的 流体 位 于 半径 为 尽 的 圆柱 形 壁面 以 内 , 就 应 当 考 虑 该 壁面 上 的 条 件 


Ur = 0， 从 而 得 到 关系 式 
2 
kRY/ 7 一 并 =, 


当 n 的 值 已 经 给 定时 ( 即 当 流体 中 已 经 给 出 同 轴 圆柱 面 的 数目 时 ), 它 给 出 ww 与 大 之 间 的 
关系 . 

2. 试 推导 描述 旋转 流体 中 任意 的 压强 小 扰动 的 方程 

解 : 用 分 量 形式 写 出 方程 (14.3)， 





p or ot pe at p Oz 
分 别 取 这 三 个 方程 对 z, Yy, z 的 导数 并 把 结果 相 加 , 根据 方程 divv = 0 得 到 








LA on /ow au 
RN ( | 
取 这 个 方程 对 t 的 导数 , 再 利用 方程 (1), 结果 是 
1 2 OU; 
FR? = 412 BH 
再 次 对 七 求 导 , 最 终 给 出 方程 
D? 28? 有 i 
对 于 频率 为 w 的 周期 性 扰动 , 此 方程 化 为 
Op Op Op 
Bt 


若 波 具有 (14.5) 的 形式 ， 则 由 此 显然 可 知 色散 关系 就 是 前 面 已 经 得 到 的 (14.8)， 并 且 
WwW < 212, 而 方程 (3) 中 02p//0z? 的 系数 小 于 零 . 源 自 一 点 的 扰动 沿 一 个 圆锥 的 表面 传播 ， 
该 圆锥 以 12 为 轴 , 以 20 为 孔径 角 , 其 中 sing = w/202. 

当 w > 282 时 , 方程 (3) 中 82pV/8z2 的 系数 大 于 零 , 并 且 只 要 沿 z 轴 进 行 显而易见 的 
尺度 变换 , 就 可 以 把 这 个 方程 化 为 拉 普 拉 斯 方程 . 这 时 , 源 自 一 点 的 扰动 对 全 部 流体 都 有 
影响 , 它 按 照 到 扰动 源 距 离 的 圭 次 规律 囊 减 . 
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§ 15 黏 性 流体 的 运动 方程 


我 们 来 研究 流动 中 的 能 量 耗 散 过 程 对 流动 的 影响 . 这 些 过 程 是 流动 在 热 
力学 上 不 可 逆 的 表现 , 而 这 种 不 可 逆 性 在 这 样 或 那样 的 程度 上 总 是 存在 的 , 它 
与 内 摩 探 ( 黏 性 ) 和 热传导 有 关 . 

为 了 得 到 描述 黏 性 流体 运动 的 方程 ， 必 须 在 理想 流体 运动 方程 中 补充 一 
些 项 . 至 于 连续 性 方程 , 从 其 推导 过 程 显然 可 以 看 出 , 它 对 任何 流体 的 运动 都 
是 同样 有 效 的 , 黏 性 流体 也 不 例外 . 欧 拉 方 程 则 不 然 , 应 当 有 所 修改 . 

我 们 在 87 中 已 经 看 到 , 欧 拉 方程 可 以 写 为 以 下 形式 : 

OTTix 

OTk 有 

其 中 Tik 是 动量 流 密度 张 量 . 由 公式 (7.2) 定义 的 动量 流 代表 完全 可 逆 的 动量 
输 运 , 它 只 与 流体 不 同 部 分 从 一 处 到 另 一 处 的 机 械 运 动 以 及 流体 所 受 压 强 有 
关 . 流体 的 黏 性 (内 摩擦 ) 则 是 因为 从 速度 大 的 地 方向 速度 小 的 地 方 的 另外 一 
种 附加 的 不 可 逆 动 量 输 运 而 出 现 的 . 

因此 , 如 果 在 “理想 ” 动量 流 表达 式 (7.2) 中 补充 上 表示 流体 中 不 可 逆 “ 秋 
性 ”动量 输 运 的 一 项 oii, 就 可 以 得 到 黏 性 流体 的 运动 方程 . 于 是 , 我 们 把 黏 性 
流体 的 动量 流 密度 张 量 写 为 以 下 形式 : 


Tik = pOik + pVivk — Oi 一 一 Oik + DUiUK， (15.1) 





0 
(PV) Sa 


张 量 
Oik = 一 DOik + Oik (15.2) 


称 为 应 力 张 量 , 而 ctx 称 为 黏 性 应 力 张 量 . 张 量 oi 代表 与 流体 质量 输 运 所 伴 
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随 的 直接 动量 输 运 无 关 的 那 部 分 动量 流 . 
可 以 用 以 下 方法 确定 张 量 oh 的 一 般 形式 . 流体 中 的 内 摩擦 过 程 只 出 现 
于 不 同 流体 点 以 不 同 速 度 运 动 , 使 得 流体 各 部 分 有 相对 运动 的 情况 , 所 以 oi 
应 当 依赖 于 速度 对 坐标 的 导数 . 如 果 速 度 梯度 不 太 大 , 就 可 以 认为 由 黏 性 引起 
的 动量 输 运 只 与 速度 的 一 阶 导数 有 关 . 在 同样 的 近似 下 , 还 可 以 认为 o, 对 导 
数 9ui/axk 的 这 种 依赖 关系 是 线性 的 . 在 oi 的 表达 式 中 应 当 没 有 与 9v;/9zx 
无 关 的 项 , 因为 当 w = const 时 ol. 应 当 为 零 . 我 们 进一步 指出 , 当 全 部 流体 作 
为 一 个 整体 匀速 旋转 时 , c4 也 应 当 为 零 , 因为 对 于 这 样 的 运动 , 在 流体 中 没有 
任何 内 摩擦 . 在 以 角速度 82 匀速 旋转 时 , 速度 v 等 于 和 失 量 积 2 x7. 导数 之 和 
Bu, Ou 
OTk Ax: 
是 9vi/8zk 的 线性 组 合 , 并 且 当 v = 2 x r 时 等 于 零 . 因此 , of 所 包含 的 应 当 
正好 就 是 导数 9ui/axk 的 这 种 对 称 的 组 合 . 
满足 这 些 条 件 的 二 阶 张 量 的 最 一 般 形 式 为 
aik 一 7( i 子囊) 十 iu 到， (15.3) 
其 中 的 系数 7 和 与 速度 无 关 . 在 得 到 这 个 结果 时 使 用 了 各 向 同性 流体 的 性 
质 , 而 这 样 的 性 质 只 能 由 一 些 标量 (此 时 为 和 0) 来 描述 . (15.3) 中 的 各 项 之 
所 以 这 样 组 合 , 是 为 了 让 括号 中 的 表达 式 在 缩 并 ( 即 对 i = 的 分 量 求 和 ) 后 
为 零 . 系数 mn 和 称 为 黏度 (并 且 ¢ 经 常 称 为 第 二 黏度 )@. 在 816 和 849 中 
将 证 明 , 它们 都 是 正 的 : 











n>0, 06>0. (15.4) 
现在 , 只 要 在 欧 拉 方 程 
(本 Ov:i Op 


右边 加 上 Bos/6zx 的 表达 式 , 直接 就 得 到 黏 性 流体 的 运动 方程 . 于 是 , 我 们 有 


Ov; Ov; 0 以 Ov; ouk 2 ; Ov 0 Ou 
| py tu ) i 【人 Te 3 )| Te (GE 
(15.5) 
这 是 黏 性 流体 运动 方程 最 一 般 的 形式 . 量 7 和 一 般 是 压强 和 温度 的 函数 . 在 
一 般 情况 下 , p 和 了 在 整个 流体 内 并 非 处 处 相同 , 7” 和“ 因而 也 是 如 此 , 所 以 
7 和 (不 能 移 到 微分 算 子 之 外 . 




















四 下 面 我 们 将 看 到 , oi 包含 与 5ik 成 正比 的 一 项 , 即 与 p5ik 形式 相同 的 项 . 因此 , 严格 地 说 , 当 
动量 流 张 量 的 形式 这 样 变 化 后 , 应 当 更 明确 地 解释 压强 p 有 何 含义 . 见 849 最 后 关于 这 个 问题 的 说 明 . 
@ 系数 ”也 称 为 前 切 黏度 ,5 也 称 为 体积 苦 度 . 一 一 译 者 
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不 过 , 在 大 多 数 情况 下 , 流体 中 的 黏度 只 有 很 小 的 变化 , 所 以 可 以 认为 它 
们 是 常量 . 于 是 , 方程 (15.5) 可 以 写 为 天 量 形式 : 


P| 党 十 (7 vo| 二 一 gradp 十 nAv 十 (¢ 十 2) grad div v. (15.6) 


此 方程 称 为 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 . 

如 果 可 以 认为 流体 是 不 可 压缩 的 , 则 方程 (15.6) 大 为 简化 . 这 时 divv = 0， 
该 方程 右边 的 最 后 一 项 消失 . 在 研究 黏 性 流体 时 , 我 们 实际 上 将 总 是 认为 它 是 
不 可 压缩 的 , 因而 将 使 用 以 下 形式 的 运动 方程 9 : 


+(v-V)o = -= gradp+ Av. (15.7) 
不 可 压缩 流体 中 的 应 力 张 量 也 取 简 单 的 形式 : 
Oik 三 一 DOik 十 "(于 十 有 ) (15.8) 


我 们 看 到 , 不 可 压缩 流体 的 黏 性 只 由 一 个 系数 描述 . 因为 在 实际 应 用 中 经 
常 可 以 认为 流体 是 不 可 压缩 的 , 所 以 通常 正 是 这 个 黏度 mn 有 重要 作用 . 比值 
7 


称 为 运动 黏度 , 系数 7 称 为 动力 黏度 . 我 们 在 下 表 中 列 出 某 些 流体 的 mn 和 w 值 
(温度 为 20°C). 我 们 指出 , 在 给 定 温度 下 , 气体 的 动力 黏度 与 压强 无 关 , 而 运动 
黏度 与 压 蝇 成 反比 . 





可 以 从 方程 (15.7) 中 消去 压强 , 所 用 方法 与 前 面 从 欧 拉 方程 中 消去 压强 
的 方法 相同 . 在 方程 两 边 取 旋 度 , 我 们 得 到 


0 
rotv = rot(v x rotv)+vArotv 


(请 与 理想 流体 的 方程 (2.11) 进行 对 比 ). 因为 这 里 在 讨论 不 可 压缩 流体 , 所 以 


@ 方程 (15.7) 首先 是 由 纳 维 根据 一 些 模型 概念 提出 的 (C. 工 . 纳 维 , 1827)， 斯 托 克 斯 也 得 到 了 方 
程 (15.6), (15.7) (不 含 带 有 的 项 ), 其 推导 方式 很 接近 现代 方式 (G. G. 斯 托 克 斯 , 1845). 
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只 要 按照 矢量 运算 法 则 展开 此 方程 右边 第 一 项 , 再 利用 等 式 divw = 0, 束 可 以 
把 它 写 为 另外 的 形式 : 


rotw +(v-:V)rotv — (rotv:V)v = vA rotow. (15.10) 


在 已 知 速度 分 布 时 , 可 以 通过 求解 泊 松 方程 类 型 的 方程 

a Ovk sn 

P ar, Or; Po. Or 

来 计算 流体 中 的 压强 分 布 . 对 方程 (15.7) 取 散 度 即 可 得 到 这 个 方程 . 
我 们 在 这 里 还 列 出 不 可 压缩 黏 性 流体 二 维 流动 的 流 函 数 小 (zx，y) 所 满足 

的 方程 . 把 (10.9) 代入 方程 (15.10), 即 可 得 到 这 个 方程 : 


好 2 人 ss 
ar 5 Oy Or 
还 必须 写 出 黏 性 流体 运动 方程 的 边界 条 件 . 在 固体 表面 与 任何 黏 性 流体 
之 间 总 存在 着 分 子 引 力 , 这 些 力 使 紧 贴 固体 表面 的 一 层 流体 完全 静止 , 就 像 黏 
附 在 那里 一 样 . 因此 , 黏 性 流体 运动 方程 的 边界 条 件 要 求 流体 速度 在 静止 冉 体 
表面 上 为 零 @; 


Ap = 三 一 








(15.11) 


—vAAv = 0. (15.12) 


v=0. (15.13) 
我 们 强调 , 这 里 要 求 速度 的 法 向 和 切 向 分 量 都 等 于 零 , 而 理想 流体 运动 方程 的 
边界 条 件 只 要 求 ww 为 零 @. 
在 运动 物体 的 一 般 情况 下 , 速度 v 必须 等 于 该 物体 表面 的 速度 . 
容易 写 出 与 流体 接触 的 固体 表面 所 受 作用 力 的 表达 式 ， 某 面 微 元 所 受 作 
用 力 就 是 通过 该 面 微 元 的 动量 流 , 而 通过 面 微 元 df 的 动量 流 是 


Ilig dfk = (pvivk — oik) dfk. 


把 df 写 为 dfi = nx df 的 形式 , 其 中 n 是 表面 的 单位 法 向 矢量 , 再 考虑 到 在 
固体 表面 上 wv = 0@, 我 们 求 出 , 单位 面积 表面 所 受 作 用 力 PP 为 


P; = 一 ciknk = pni 一 Cn， (15.14) 





@ 我 们 指出 , 欧 拉 方程 的 解 无 法 满足 切 向 速度 为 零 这 一 (与 理想 流体 的 情况 相 比 ) 额外 的 边界 条 
件 . 在 数学 上 这 是 因为 , 与 (二 阶 的 ) 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 相 比 , 欧 拉 方程 是 更 低 阶 的 (一 阶 ) 方程 , 其 中 
只 含有 对 坐标 的 一 阶 导数 . 

@ 在 确定 固体 表面 所 受 作用 力 时 , 应 当 在 使 相应 表面 微 元 静止 的 参考 系 中 加 以 考虑 . 作用 力 仅 在 
表面 静止 的 情况 下 才 等 于 动量 流 . 
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第 一 项 是 普通 的 流体 压力 ， 而 第 二 项 是 由 黏 性 导致 的 作用 于 固体 表面 的 摩 控 
力 . 我 们 强调 , (15.14) 中 的 n 是 流体 边界 面 上 的 单位 外 法 向 矢量 , 对 固体 表面 
而 言 则 是 单位 内 法 向 矢量 . 

如 果 我 们 有 不 发 生 混合 的 两 种 液体 (或 一 种 液体 与 一 种 气体 ) 的 分 界面 ， 
则 分 界面 上 的 条 件 是 两 种 流体 的 速度 必须 相等 ， 并 且 流 体 之 间 的 相互 作用 力 
必须 大 小 相等 而 方向 相反 . 第 二 个 条 件 可 以 写 为 以 下 形式 : 


"od tro =0, 
上 标 1 和 2 分 别 指 两 种 流体 . 法 向 矢量 mn) 和 mG@) 方向 相反 , mG) = 一 n=n,， 


所 以 可 以 写 出 
mi 一 mi 人 2 (15.15) 


在 液体 的 自由 面 上 应 成 立 条 件 
Cig EON — pn; = 0. (15.16) 


曲线 坐标 系 中 的 运动 方程 . 我 们 列 出 不 可 压缩 邯 性 流体 的 运动 方程 在 常 
用 的 曲线 坐标 系 中 的 形式 , 以 备查 阅 . 
在 柱 面 坐 标 系 rp，z 中 , 应 力 张 量 的 分 量 为 














四 Ovr fi Ws Ww 
I dh 
Wo lO ， 访 Do 1 Ov 
Opy = p+2n (2 Be =) r+ 人 ) (15.17) 
OvU> > Ov, Ov 
qz = 一 p+ 加 r+ 党) 


纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 的 三 个 分 量 方程 具有 以 下 形式 : 


Our v 1pp vr 2 0 
a tow 一 于 = 一 守 +v(Aw -等 -总 伯 )， 








Ov VUrVe 1 Op vp» 2 Ow 
hs 4 , i < se 15.18 
Be + (0 Vopt 二 叶 +z(Aw + ) O58 


Du: 1o0n 
二 二 


并 且 算 子 (wv.V) 和 A 由 以 下 公式 定义 : 





1817sfN 18/ of 
Af== ("人 F) + 十 外 + 守 
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连续 性 方程 可 写 为 





1 Orv. 1 Ov, Ov; 
So 一 0. 证 
r” Or r Op : Oz y .19 


在 球面 坐标 系 7,，y, 8 中 , 对 于 应 力 张 量 , 我 们 有 





Ov 
Orr 三 一 DPD 十 21 训 ， 





rsing Op r 


3 


Ov UV» Vo Coth 
oe = -p+2n( 一 人 “十 + oo 





























L906 六 (15.20) 
r+ 
i 1 vo ,1 Ovp _ vecotl 
9p \rsingpp 7 60 六 
Do 1 er Wo 
i ="( Br T raind Op ) 
纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 为 
Bu, 2 十 U2 
Bt + (Vv:V)v — 
_ 1p 2wr 2 olupsinb0) 2 Ov, 
本 > 下 十 中 Aw r2 r2gsin20 DO r2sing Op 
2 cotb 
+ (v: Vw + ee — 
Se 0 (15.21) 
= 2 a 
00 +z| soo+ r2 00 r2sin*0 7r2sin20 5 |， 
Du Vruyp Vgv COtO 
可 +(v We 
网 1 Op 2 Oo 2 cos0 Dus Up 
prsinbg Ow +z| su Taind Op r2sin20 Op eg | 
并 且 


(eV =w. 人 veof 仅 p， 汉 天 


Be 7r00 rsingOwy’ 


和 I 1 
= ( 3 ) , r2sin0 00 (mo 动 ) 到 六 2 sin? 0 Op2 





8$16 不 可 压缩 流体 中 的 能 量 耗 散 57， 


连续 性 方程 为 
1 Br ur) lu sin 0) 1 Ov, 


yy rsing 600 rsinb Op 





= 0. (15.22) 
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黏 性 的 存在 导致 能 量 耗 散 , 所 耗 散 的 能 量 最 终 转 变 为 热 . 对 于 不 可 压缩 流 
体 , 计算 能 量 耗 散 是 特别 简单 的 . 
不 可 压缩 流体 的 总 动能 等 于 


i 5 4 v2dV. 


我 们 来 计算 总 动能 对 时 间 的 导数 . 为 此 , 我 们 写 出 








2 . 
并 根据 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 , 把 Bui/st 的 表达 式 
Ov; Ov; 19p 10ci 
~ por p Ork 
代入 其 中 , 结果 得 到 
人 一 -pv (v Vo -vvVp+ ug 


2 ， 

= -p(w ( 瑟 十 2) +div(v:o’)— er, 

其 中 v.o' 表示 分 量 为 wc4 的 矢量 . 因为 对 不 可 压缩 流体 有 divv = 0, 所 以 
可 以 把 右边 第 一 项 写 为 散 度 的 形式 : 


0 py? | (3 2 Oui 
2 i 16.1 
I pv 7 :Cr ) 


受 算 子 div 作用 的 表达 式 就 是 流体 中 的 能 流 密度 . 方 括号 中 的 第 一 项 是 
与 流体 质量 在 流动 中 的 直接 输 运 有 关 的 能 流 , 它 与 理想 流体 中 的 能 流 相 同 ( 见 
(10.5)). 第 二 项 -v.o' 是 与 内 摩擦 过 程 有 关 的 能 流 . 其 实 , 黏 性 的 存在 导致 动 
量 流 ol, 而 动量 输 运 总 是 关系 到 能 量 输 运 , 于 是 该 动量 流 与 速度 的 标 积 显然 
等 于 相应 的 能 流 . 

在 某 区 域 V 上 对 (16.1) 积分 , 我 们 有 


nn i ;， Ov; 
x|/ 3 dV = -# [me( 瑟 + 于 -ao -dy (16.2) 
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右边 第 一 项 给 出 区 域 V 中 因为 存在 通过 区 域 边界 的 能 流 而 导致 的 流体 动能 变 
化 率 , 第 二 项 ( 带 负 号 ) 因而 表示 单位 时 间 内 由 耗 散 引起 的 动能 减少 . 
如 果 将 积分 扩展 到 流体 的 整个 区 域 , 则 面积 分 为 零 (在 无 穷 远 处 速度 为 

零 @), 于 是 我 们 得 到 单位 时 间 内 在 整个 流体 中 所 耗 散 的 能 量 , 其 形式 为 

, Ou yy 1 fo (ou, pu 

N= - aav = -二 fa ( 丑 + 5 dy 
(最 后 一 个 等 式 得 自 张 量 w， 的 对 称 性 ) 对 于 不 可 压缩 流体 , 张 量 ol 可 由 公 
式 (15.8) 确定 . 于 是 , 我 们 最 后 得 到 不 可 压缩 流体 能 量 耗 散 公式 如 下 : 


0 
Bin = 一 了 / ( Be 5 ) dV. (16.3) 


耗 散 导致 机 械 能 的 减少 , 即 必 有 Eiin < 0. 另 一 方面 , (16.3) 中 的 积分 恒 为 
正 . 所 以 我 们 能 够 断定 , 黏度 9 是 正 的 . 





习 题 


对 于 势 流 , 把 积分 (16.3) 变换 为 流动 区 域 边界 面 上 的 积分 . 
解 : 取 Ovi /OTk = Ovk /Ori, 并 用 分 部 积分 法 积分 一 次 , 得 到 


. 0Q i Dui 
Py = -2 / ( 召 ) dV = -2n $f wat 


Ekin = —7 ¢ vv .df. 


Bp 
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我 们 来 研究 不 可 压缩 蒜 性 流体 运动 的 几 种 最 简单 的 情况 . 

设 两 个 平行 平板 之 间 充 满 流 体 ， 一 个 平板 相对 于 另 一 平板 以 恒定 速度 v 
运动 . 取 其 中 一 个 平板 为 zz 平面, 并 且 zx 轴 指 向 速度 的 方向 . 显然 , 所 有 的 
量 只 依赖 于 坐标 y, 而 流体 速度 处 处 都 指向 z 轴 方 向 . 对 于 定常 流 , 从 (15.7) 有 

dp _ :EE 
ri 


在 研究 流体 运动 时 , 我 们 考虑 这 样 的 坐标 系 , 使 流体 在 无 穷 远 处 静止 . 
在 这 里 以 及 其 他 类 似 情 形 中 ， 为 明确 起 见 , 我 们 认为 流体 占据 无 穷 大 区 域 ， 而 这 根本 没有 丧失 任 
何 一 般 性 ， 如果 流 体 所 占 区 域 的 边界 是 固体 壁面 , 则 此 面积 分 同样 为 零 , 因为 固体 壁面 上 的 速度 为 零 . 
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(连续 性 方程 恒 成 立 ), 所 以 p = const,v=ay 十 沁 当 y=0 时 和 y= 及 时 (hh 是 
平板 之 间 的 距离 ), 必须 分 别 有 wv = 0 和 w=w. 由 此 求 出 


本 一 元。 (17.1) 


所 以 , 流体 中 的 速度 分 布 是 线性 的 . 平均 流速 
.和 u 
= | v dy = pw (L193) 


从 (15.14) 求 出 , 作用 于 每 块 平板 的 力 ( 指 单 位 面积 上 的 力 ) 的 法 向 分 量 理 所 当 
然 地 恰好 等 于 p, 而 (平面 y= 0 上 的 ) 切 向 摩擦 力 等 于 

Czy = 7 2 大 (17.3) 
(平面 y= h 上 的 切 向 摩擦 力 具 有 相反 的 符号 ). 

下 面 研 究 存在 压强 梯度 时 两 静止 平行 平板 之 间 的 定常 流 . 选取 与 前 面 一 
样 的 坐标 系 , xz 轴 指 向 流动 方向 . 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 给 出 (速度 显然 只 依赖 于 
坐标 切 : 

9 _1%p bp_, 
Oy wor By 
其 中 的 第 二 个 方程 表明 , 压强 与 y 无 关 , 即 压 强 沿 平板 之 间 流 体 厚度 方向 保持 
不 变 . 于 是 , 第 一 个 方程 的 右边 是 只 依赖 于 z 的 函数 , 而 左边 是 只 依赖 于 y 的 
函数 , 这 样 的 方程 仅 当 其 左右 两 边 均 为 常数 时 才能 成 立 . 因此 ， 


dp 
一 一 6 
< COnNsS 


即 压强 是 沿 流动 方向 的 坐标 zx 的 线性 函数 . 对 于 速度 , 现在 我 们 得 到 


1 dp » 
VY 一 2n dz 十 ay 十 


利 量 和 ?由 边界 条 件 确定 , 该 条 件 是 : 当 y = 0 和 w=h 时 w= 0. 结果 得 到 


1 dp 
-2 ry(Y —h); (17.4) 


因此 , 沿 流 体 层 厚 度 方向 , 速度 的 变化 规律 是 抛物 型 的 , 流速 在 流体 层 中 央 达 
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到 最 大 值 . 计算 表明 , 平均 流速 (对 流体 层 厚 度 平 均 ) 为 


dy 
dc M7 
作用 在 一 块 静止 平板 上 的 摩擦 力 为 
Do _ hdp 
Cazy 一 78, ib 一 9 (17.6) 


最 后 , 我 们 来 研究 具有 任意 横 截 面 (但 横 截 面 治 管道 全 长 处 处 相同 ) 的 柱 
状 管道 中 的 定常 流 . 取 管 轴 为 z 轴 . 显然 , 每 一 点 的 流体 速度 v 都 指向 z 轴 方 
向 , 并 且 仅 仅 是 yy 和 z 的 函数 . 连续 性 方程 恒 成 立 , 而 纳 维 - 斯 托 殉 斯 方程 的 
y 和 >z 分 量 方程 仍 给 出 8p/By = 8p/8z = 0, 即 压强 在 管道 横 截 面 上 处 处 相同 . 
方程 (15.7) 的 z 分 量 方程 给 出 
om O22w 1l1dp 
Bi 所 B= Pm 
由 此 又 得 到 dp/dz = const. 压强 梯度 因而 可 以 写 为 -Ap/l 的 形式 , 其 中 Ap 是 
管道 两 端的 压强 差 , 而 1 是 它 的 长 度 . 
于 是 , 管内 流动 的 速度 分 布 可 由 Au = const 类 型 的 二 维 方 程 确定 . 在 求 
解 这 个 方程 时 必须 满足 的 边界 条 件 是 : 在 管道 横 截面 的 边界 上 wv = 0. 现在 对 
圆 形 截面 管道 求解 这 个 方程 . 取 圆 心 为 坐标 原点 并 引入 极 坐 标 , 根据 对 称 性 有 
v= 三 v(7). 利用 拉 普 拉 斯 算 子 在 极 坐 标 系 中 的 表达 式 , 我 们 有 


(17.7) 


积分 后 求 出 
V = 一 了 十 alnr 十 由 (17.8) 
常量 a 应 为 零 , 因为 速度 在 整个 横 截 面 上 应 是 有 限 的 , 在 圆心 处 也 应 如 此 . 当 
r= 二 RR 时 (R 是 管道 半径 )v = 0, 由 此 确定 常量 六 从 而 得 到 
Y= ee 一 72). (17.9) 
因此 , 管道 横 截面 上 的 速度 分 布 规律 是 抛物 型 的 . 
容易 确定 每 秒 通 过 管道 横 截面 的 流体 质量 Q ( 称 为 管道 的 流量 ). 每 秒 通 
过 管道 横 截面 上 面积 为 2xr dr 的 环形 微 元 的 流体 质量 为 p.2rru dr, 所 以 


R 
QQ = 2ro | rv dr. 
0 
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利用 (17.9) 得 
Q= pe (17.10) 


8vl 
流量 正比 于 管道 半径 的 四 次 方 @. 


习 题 


1. 求 环形 截面 管道 中 的 流动 (管道 的 内 、 外 半径 为 Ri, R2). 

解 : 当 7 = RI 和 7 = Rz 时 w= 0, 由 此 条 件 确定 通 解 (17.8) 中 的 常量 a 和 b, 我 们 
0 A R32 — R? 

DP | p2 2 2 {tl 7 
-| 


4nl 
流量 等 于 2 2\2 
Q = TAPp 了 (Re— Ri) 
Sl ! In(R2/R1)| 


2. 求 椭圆 截面 管道 中 的 流动 . 
解 : 对 于 方程 (17.7), 我 们 寻求 形 如 
v= Ay* + Bz:+C 
的 解 , 并 按照 以 下 要 求 确定 常量 A, B, C: 这 个 表达 式 应 满足 方程 和 椭圆 截面 边界 上 的 边 
界 条 件 v= 二 0 ( 即 方程 Ay? 十 Bz? 十 C= 二 0 应 与 边界 方程 好 /az 十 z2/ 妇 =1 相同 , 其 中 
和 忆 是 椭圆 的 半 轴 ). 结果 得 到 
= ( - 后 ) 
"2nl e+ ; 

对 于 流量 , 我 们 得 到 





3. 求 等 边 三 角形 截面 管道 中 的 流动 (三 角形 的 边 长 为 a). 
解 : 方程 (17.7) 的 解 


AN 2 
= 一 -一 -一作 /2 几 


在 三 角形 截面 边界 上 等 于 零 , 其 中 hi, h2, ha 是 由 三 角形 中 给 定点 到 三 个 边 的 重 线 的 长 度 . 
其 实 , Ahi, Ah2, Ahs (其 中 A = 62/6%2 +682/8z2?) 中 的 每 个 表达 式 都 等 于 零 . 这 是 因为 ， 
例如 , 每 条 重 线 的 长 度 hi, h2, ha 都 可 取 为 坐标 1 或 z, 而 拉 普 拉 斯 算 子 作用 于 坐标 的 结 
果 是 零 ， 所 以 


A(hi h2hs) 一 2(hi Vh2: Vhsa+ hoaVhs: Vhi+t hsVhi: Vh»). 


@ 由 此 公式 表示 的 Q@ 对 Ap 和 R 的 依赖 关系 是 由 哈 根 (G. 哈 根 , 1839) 和 泊 肃 叶 (J.L.M. 泊 肃 
叶 , 1840) 通过 实验 建立 起 来 的 , 理论 上 的 解释 则 由 斯 托 克 斯 (G. G. 斯 托 克 斯 , 1845) 给 出 . 

在 文献 中 , 黏 性 流体 在 静止 管道 中 的 平行 流 经 常 直 接 称 为 泊 肃 叶 流 , 而 情形 (17.4) 称 为 平面 泊 肃 
叶 流 . 
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但 
Vihi=ni Viho= Na Va= 5 
其 中 mai, ni2, ma3 是 沿 着 重 线 hi, h2, ha 的 单位 矢量 .因为 mi ma, ras 中 任意 两 个 的 夹 角 
都 是 2r/3, 所 以 
Vi Vhs = ni na = cos i 
于 是 我 们 得 到 关系 式 
A(hihzhs) = —(hi + hz + hs) = 本 网 


2 
从 而 断定 方程 (17.7) 得 到 满足 流量 等 于 





4. 设 半径 为 尺 的 圆柱 面 以 速度 在 半径 为 Rz 的 同 轴 圆 柱 面 内 沿 轴线 方向 运动 , 圆 
柱 面 之 间 充 满 流 体 , 求 相应 流动 . 
解 : 取 柱 面 坐标 , 其 z 轴 沿 圆柱 面 轴线 . 速度 处 处 指向 z 轴 方向 , 且 只 依赖 于 r (压强 


对 于 wv, 我 们 得 到 方程 


(项 (v.'V)v = vOv/0z 恒 等 于 零 )， 利用 边界 条 件 : 当 7+ = 二 RI 时 v= 当 7 = 二 R。 时 
v= 二 0, 得 
三 In(7/R2) 

In(Ri/R2) 
对 于 每 个 圆柱 面 ,单位 长 度 上 的 摩擦 力 都 等 于 2r71u/ In(R2/Ri). 

5. 在 倾角 为 a 的 静止 斜面 上 有 一 层 流 体 , 其 厚度 为 h, 上 边界 为 自由 面 . 求 该 流体 层 
在 重力 作用 下 的 流动 . 

解 : 取 静 止 儿 面 为 zy 平面 , rz 轴 指 向 流动 方向 , z 轴 重 直 于 zy 平面 (图 6)， 我 们 寻 
求 只 依赖 于 z 的 解 . 在 重力 场 中 , 若 wuz = v(z), 则 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 是 : 


d2v 


5 dp 
7325 + pgsina = 0, daz th9COsQ=0. 


在 自由 面 (z 二 hh) 上 应 成 立 条 件 


vU 


dv 
0zz 一 一 人 三 一 po， Ozxz = 四 = 内 


(po 是 大 气压 ). 在 z 二 0 处 应 有 v= 0. 满足 这 些 条 件 的 解 是 


6 p= po+pg(h—z)cosa, v= 2 2(2h — 2). 
对 2% 方向 上 单位 长 度 的 流体 层 而 言 , 流量 为 
h 3 
pgh sina 
各 三 »/ Vz = i 
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6. 求 句 性 理想 气体 沿 圆 截面 管道 的 等 温 流 动 的 压强 降 (注意 理想 气体 的 动力 黏度 刀 
与 压强 无 关 ). 
解 : 在 每 一 段 不 长 的 管道 内 , 可 以 认为 气体 是 不 可 压缩 的 (只 要 压强 梯度 不 是 太 大 ), 从 


而 可 以 应 用 公式 (17.10), 于 是 有 
_dp_ 8n0 
dz mpR4 
但 是 , p 在 较 大 的 距离 上 要 发 生变 化 , 所 以 压强 不 是 了 的 线性 函数 . 根据 克拉 珀 龙 方 
程 , 气体 密度 p = mp/T (m 是 分 子 质量 ), 所 以 





dr mR p 
(无 论 气体 是 否 为 不 可 压缩 的 , 气体 通过 管道 所 有 横 截 面 的 流量 @ 显然 都 相同 ). 由 此 得 到 


2 2 __ 16nQT 
B41 二 nt 


(pi, pa 是 长 度 为 1 的 管道 两 端的 压强 ). 
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我 们 来 研究 两 个 无 穷 长 同 轴 圆 柱 面 之 间 的 流动 , 圆柱 面 分 别 以 角速度 2) 
和 f22 绕 其 轴 旋 转 . 设 圆柱 面 的 半径 为 RI 和 Ro, 并 且 Ra > R19. 取 柱 面 坐 
标 7, yp, z, 其 = 轴 沿 圆柱 面 的 轴线 . 根据 对 称 性 , 显然 有 


Vs=VY=0, vs=v(r); p=9p(7). 


在 这 种 情况 下 , 柱 面 坐标 下 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 给 出 两 个 方程 : 
dp v2 
dzvw ldv v 
二 人 


第 二 个 方程 具有 形 如 r" 的 解 . 把 这 样 的 解 代 入 方程 , 得 到 n= 土 1, 所 以 
Uv 二 ar 十 


常量 a 和 bb 可 以 从 边界 条 件 求 出 . 根据 边界 条 件 , 内 、 外 柱 面 上 的 流速 必须 等 
于 相应 柱 面 的 速度 : 当 7 = R 时 v= RiQ1, 当 r = Ro 时 v= R2f22. 结果 得 到 
以 下 形式 的 速度 分 布 : 

(22 R2 — NLR? f21 — 122)R?R2 
和 A 了 et. (18.3) 


@ 在 文献 中 , 两 个 旋转 圆柱 面 之 间 的 流动 经 常 称 为 库 埃 特 流 (M. 库 埃 特 , 1890). 在 忆 一 Ra 的 
极限 下 , 它 变 为 两 块 运动 的 平行 平板 之 间 的 流动 (17.1), 这 样 的 流动 称 为 平面 库 埃 特 流 . 
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于 是 , 再 根据 (18.1) 通过 直接 积分 即 可 得 到 压强 分 布 . 
当 Pa = Pa = 9 时 , 速度 v= 2r, 即 流体 作为 一 个 整体 与 圆柱 面 一 起 旋 
转 . 当 不 存在 外 柱 面 时 (f22 = 0, Ra = co), 速度 为 v = f21R3?/7. 
我 们 再 来 确定 作用 于 圆柱 面 的 摩擦 力 矩 . 单位 面积 内 柱 面 上 的 摩擦 力 指 
向 柱 面 的 切线 方向 , 并 且 根 据 (15.14), 它 等 于 应 力 张 量 的 分 量 of. 利用 公式 
i 


(15.17) 求 出 
Ou 大 
uc 和 Or r=Ri 和 R3 2 Ri 


再 乘 以 RR 由 此 即 得 这 个 力 的 力矩 ; 进一步 再 乘 以 2rRi, 即 得 作用 于 单位 长 

度 柱 面 的 总 力矩 Mi. 于 是 , 我 们 有 

_ 4rn(Q1 — (2) RIRS 
| 


(人 — (122)R3 





Mi = (18.4) 


作用 于 外 柱 面 的 力矩 Mz = 一 Mi. 
当 f2, = 0 且 圆 柱 面 之 间距 离 很 小 时 (6 三 Rz 一 Ri < R2), 公式 (18.4) 化 为 
nRSu 
2 
其 中 5 = 2xR 是 单位 长 度 柱 面 的 面积 , 而 wu = f21R 是 柱 面 的 速度 @. 
关于 在 本 节 和 前 一 节 中 得 到 的 穆 性 流体 运动 方程 的 解 ， 可 以 作出 以 下 一 
般 说 明 . 在 所 有 这 些 情况 下 , 在 用 来 确定 速度 分 布 的 方程 中 , 非 线 性 项 (v:V)v 
恒 等 于 零 , 所 以 实际 必须 求解 线性 方程 , 这 大 大 简化 了 问题 . 因此 , 所 有 这 些 解 
还 恒 满足 不 可 压缩 理想 流体 的 运动 方程 , 例如 形 如 (10.2), (10.3) 的 方程 . 公式 
(17.1) 和 (18.3) 完全 不 包含 黏度 , 原因 也 在 于 此 . 因为 压强 梯度 的 存在 与 流体 
的 理性 有 关 , 所 以 黏度 只 出 现在 类 似 于 (17.9) 的 公式 中 , 这 些 公式 把 流体 中 的 
速度 和 压强 梯度 联系 起 来 . 理想 流体 在 没有 压强 梯度 时 也 能 在 管道 内 流动 . 





M2 = (18.5) 
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在 研究 忒 性 流体 运动 时 , 对 各 种 物理 量 的 量 纲 作 一 些 简单 分 析 , 就 可 以 获 
得 许多 重要 结果 @. 我 们 来 考虑 任何 一 种 特定 类 型 的 运动 , 例如 具有 确定 形状 


@ 在 圆柱 面 之 间距 离 很 小 并 且 圆 柱 面 的 轴 平 行 但 不 重合 的 情况 下 ， 关 于 黏 性 流体 在 这 样 两 个 
圆柱 面 之 间 狭 窄 区 域内 的 流动 这 种 更 复杂 的 问题 ， 可 以 在 以 下 专著 中 找到 解答 : Kounn H.E.，Kua- 
Genb WH. A., Pose H.B. Teoperuyueckas rHIPOMexaHHKa. 可 . 2. Mocksa: DunamaTru3, 1963. 534 页 . 

@ 关于 量 纲 分 析 的 详细 阐述 , 可 以 参考 ; Cenoa JI.H. Meromsr nono6ns nH pa3MepHOCTH MeX8a- 
HHKe. 10-e m3n，Mocxsa: Hayxa, 1987 (第 八 版 中 译本 : JI. HH. 谢 多 夫 . 力学 中 的 相似 方法 与 量 纲 理 
论 . 沈 青 , 倪 钢 非 , 李 维 新 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1982). 一 一 译 者 
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的 物体 在 流体 中 的 运动 . 如 果 物 体 不 是 球体 , 还 必须 指出 它 的 运动 方向 , 例如 
椭 球 体 是 沿 长 轴 方 向 还 是 短 轴 方 向 运动 . 下 面 的 讨论 涉及 流体 在 具有 确定 边 
界 形状 的 区 域 (给 定 截 面 形状 的 管道 等 ) 中 的 流动 . 

这 时 , 我 们 称 形状 相同 的 物体 是 儿 何 相似 的 . 物体 的 形状 相同 , 意味 着 可 
按 同 一 比例 改变 其 中 一 个 物体 的 所 有 尺寸 而 得 到 男 一 个 物体 的 尺寸 . 所 以 , 如 
果 物 体 的 形状 是 给 定 的 , 则 只 要 指出 物体 的 任何 一 个 尺寸 (球体 或 圆 管 的 半 
径 , 偏心 率 给 定 的 椭 球 体 的 一 个 半 轴 , 等 等 ), 就 足以 确定 其 全 部 尺寸 . 

我 们 现在 考虑 定常 流 . 于 是 , 例如 在 讨论 绕 固体 的 流动 时 (为 明确 起 见 , 下 
面 将 讨论 这 种 情况 ), 来 流速 度 应 为 常量 . 我 们 还 假设 流体 是 不 可 压缩 的 . 

在 表征 流体 本 喘 特 征 的 参数 中 , 只 有 运动 黏度 = n/p 出 现在 流体 动力 学 
方程 ( 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ) 中 . 此 时 , 速度 v 及 压强 p 与 常 密度 p 的 比值 p/p 
是 独立 的 函数 , 它们 必须 通过 求解 这 些 方程 才能 确定 下 来 . 此 外 , 流动 不 仅 依 
束 于 在 流体 中 运动 的 物体 的 形状 和 尺寸 , 还 依赖 于 它 的 速度 . 这 些 都 通过 边界 
条 件 对 流动 产生 影响 . 由 于 物体 形状 是 给 定 的 , 所 以 它 的 几何 特性 只 取决 于 任 
何 一 个 尺寸 , 我 们 用 字母 ! 表示 这 个 尺寸 . 设 来 流速 度 为 u. 

因此 , 每 一 种 类 型 的 流动 都 取决 于 三 个 参量 : v,w, 1. 这 些 量具 有 以 下 量 纲 : 


四 =em2/s， 轿 =em， 四 = cm/s. 


容易 证 明 , 由 这 些 量 只 能 组 成 一 个 独立 的 无 量 纲 量 , 即 以 />. 我 们 称 这 样 的 组 
合 为 雷诺 数 , 并 用 Re 表示 : 
pul ul 
Re = 人 i (19.1) 
任何 其 他 无 量 纲 参量 都 可 以 写 为 Re 的 函数 . 
我 们 将 用 ! 来 量度 长 度 , 用 w 来 量度 速度 , 换言之 , 引入 无 量 纲 量 ”>/ 和 
v/u. 因为 唯一 的 无 量 纲 参数 是 雷诺 数 , 所 以 通过 求解 流体 动力 学 方程 组 而 得 
到 的 速度 分 布 显然 可 由 以 下 形式 的 函数 给 出 ; 


v=uf (7 Re) (19.2) 


由 此 式 可 见 , 在 同一 类 型 的 两 个 不 同 流动 中 (例如 不 同 黏度 的 流体 绕 不 同 半径 
的 球体 流动 ), 只 要 流动 的 雷诺 数 相同 , 速度 v/u 就 是 比值 r/ 的 同样 的 函数 . 
如 有 果 只 要 简单 地 改变 坐标 和 速度 的 量度 单位 ， 即 可 从 一 个 流动 得 到 另 一 个 流 
动 , 我 们 就 称 这 些 流动 是 相似 的 . 因此 , 具有 相同 雷诺 数 的 同一 类 流动 是 相似 
的 , 这 就 是 人 们 所 说 的 相似 律 (0. 雷诺 , 1883). 

对 流体 中 的 压强 分 布 也 可 以 写 出 类 似 于 (19.2) 的 公式 . 为 此 , 应 当 由 参量 
v, 4, uv 组 成 一 个 量 , 使 其 量 纲 与 压强 除 以 密度 的 量 纲 相同 . 例如 , 可 以 选取 ww? 
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作为 这 样 的 量 . 于 是 可 以 下 结论 说 , p/pu? 是 无 量 纲 变量 "/ 和 无 量 纲 参数 Re 
的 函数 . 因此 ， 

p= puf (7 Re) . (19.3) 

最 后 , 类 似 的 方法 也 适用 于 那些 表征 流动 特性 、 但 并 非 坐 标的 函数 的 量 ， 

例如 作用 在 被 绕 流 物体 上 的 阻力 FF. 具体 而 言 , 可 以 断定 : 由 v, w, 1, p 可 以 组 

成 一 个 具有 力 的 量 纲 的 量 , 而 阻力 FF 与 此 量 之 比 作为 一 个 无 量 纲 量 应 当 只 是 

雷诺 数 的 函数 . 例如 , 由 v, wu, 1, p 可 以 组 成 乘积 pu212, 它 具 有 力 的 量 纲 , 于 是 


F = pu212 (Re). (19.4) 


如 果 重 力 对 流动 有 重要 影响 , 则 决定 流动 的 参量 不 是 三 个 而 是 四 个 :lu,z 
和 重力 加 速度 9. 由 这 些 参量 可 以 组 成 两 个 独立 的 无 量 纲 量 , 而 不 是 一 个 . 例如 ， 
可 以 选取 雷诺 数 和 弗 劳 德 数 


2 
lg 
作为 这 样 的 无 量 纲 量 . 在 公式 (19.2) 一 (19.4) 中 , 函数 f 现在 不 但 依赖 于 参数 
Re, 而 且 依 赖 于 参数 Fr, 所 以 流动 仅 在 这 两 个 数 都 相同 时 才 是 相似 的 . 

最 后 再 讨论 一 下 非 定常 流 . 为 了 描述 一 种 确定 类 型 的 非 定 常 流 的 特征 , 除 
了 量 v, 4, 1, 还 要 用 到 该 流动 的 某 个 特征 时 间 r, 它 确定 流动 随时 间 的 变化 . 例 
如 , 当 具 有 确定 形状 的 固体 浸没 在 流体 中 并 发 生 振 动 时 , 振动 周期 就 可 以 是 这 
样 的 特征 时 间 . 由 v, w, 1, 7 这 四 个 量 又 可 以 组 成 两 个 (而 不 是 一 个 ) 独立 的 无 
量 纲 量 , 可 以 取 埋 诺 数 和 数 


有 人 一 (19.5) 


Sr = 本 (19.6) 


作为 这 样 的 无 量 纲 量 , 后 者 有 时 称 为 斯 特 劳 哈 尔 数 . 在 这 种 情况 下 , 如 果 这 两 
个 数 分 别 相同 , 就 存在 相似 流动 . 
如 果 流 体 中 的 振动 是 自发 的 (而 不 是 给 定 外 力作 用 下 的 受 迫 振动 )， 则 对 
于 一 种 确定 类 型 的 流动 , 数 Sr 是 数 Re 的 确定 的 函数 : 
Si 二 了 Re， 


8 20 低 雷 诺 数 流 


对 于 低 和 雷诺 数 流 , 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 可 显著 简化 . 对 于 不 可 压缩 流体 的 
定常 流 , 此 方程 的 形式 为 \ 


(v:V)v = grad D 十 1 Av. 
p p 


项 (v.V)v 的 量 级 为 u3/l, 其 中 和 1 的 含义 与 819 中 的 用 法 相同 . 项 (n/p)Av 
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的 量 级 为 mw/pl?. 第 一 个 量 与 第 二 个 量 的 比值 恰好 就 是 害 诺 数 , 所 以 在 Re 之 1 
时 可 以 忽略 项 (wo.V)u, 从 而 可 以 把 运动 方程 化 为 线性 方程 9 


nAv — gradp = 0. (20.1) 

它 与 连续 性 方程 
divo=0 (20.2) 
一 起 完全 确定 了 流动 . 此 外 , 不 无 神 益 指出 , 对 方程 (20.1) 取 旋 度 , 还 得 到 方程 
Arotu = 0. (20.3) 


我 们 来 研究 球体 在 黏 性 流体 中 的 匀速 直线 运动 (G.G. 斯 托 克 斯 , 1851). 这 
个 问题 完全 等 价 于 在 无 穷 远 处 具有 给 定 速度 ww 的 来 流 绕 静止 球体 流动 的 问 
题 . 只 要 从 后 一 个 问题 中 的 速度 分 布 减 去 速度 w, 即 可 得 到 前 一 个 问题 中 的 速 
度 分 布 . 这 样 一 来 , 流体 在 无 穷 远 处 静止 , 而 球体 以 速度 -ww 运动 . 如 果 把 流动 
看 做 定常 的 ,当然 恰恰 就 必须 讨论 静止 球体 绕 流 , 因为 当 球 体 运 动 时 , 空间 中 
每 一 点 的 流速 是 随时 间 变 化 的 . 

因为 div(v 一 4) = divv =0, 所 以 wv 一 w 可 以 表示 为 某 矢量 4 的 旋 度 : 


v—u = rotA, 


并 且 rot 4 在 无 穷 远 处 等 于 零 . 矢量 4 应 当 是 轴 矢 量 , 这 样 其 旋 度 才 能 像 速度 
那样 是 极 矢量 . 球体 是 完全 对 称 的 物体 , 在 其 绕 流 问 题 中 , 除了 w 的 方向 , 再 
也 没有 任何 特别 的 方向 . 这 个 参量 w 应 当 以 线性 形式 出 现在 4 中 , 因为 运动 
方程 和 相应 边界 条 件 都 是 线性 的 . 满足 所 有 这 些 要 求 的 矢量 函数 4(r) 的 一 般 
形式 为 A= f'(7)n x wu, 其 中 n 是 径 和 撩 "7 方向 上 的 单位 矢量 (坐标 原点 选 在 
球 心 ), 而 (7) 是 7 的 标量 函数 . 乘积 f(r)n 可 以 表示 为 另外 某 一 个 函数 f(7) 
的 梯度 . 于 是 , 我 们 将 寻求 以 下 形式 的 速度 : 

UV=U+rot(Vf xu) 王公 十 rotrot( jw) (20.4) 


(在 最 后 一 个 等 式 中 利用 了 w = const). 
下 面 利 用 方程 (20.3) 来 确定 函数 f. 我 们 有 


rotv = rotrotrot(fu) = (graddiv ~—A)rot(fu) = —A rot(fu), 
所 以 (20.3) 成 为 
A?rot(fu) = A?*(Vf xu)= A?gradf xu=0. 


@ 方程 (20.1) 称 为 斯 托 克 斯 方程 , 完全 忽略 对 流 项 (w.Y)u 的 近似 称 为 斯 托 克 斯 近似 ， 一 一 译 者 
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由 此 可 知 , 应 有 
A?gradf = 0. (20.5) 


首次 积分 给 出 A?f = const. 容易 看 出 , const 应 取 为 零 . 其 实 , 差 值 v 一 4 
在 无 穷 远 处 应 为 零 , 而 且 它 的 导数 在 无 穷 远 处 也 应 为 零 . 表达 式 A?f 包含 f 
的 四 阶 导 数 , 而 速度 本 身 由 它 的 二 阶 导数 给 出 . 

因此 , 我 们 有 


从 而 


常量 c 应 当 取 为 零 , 这 样 才能 让 速度 v 一 % 在 无 穷 远 处 为 零 . 求解 最 终 的 方程 ， 
得 到 
f=ar+ (20.6) 
(这 里 省 略 了 f 中 的 可 加 常量 , 因为 它 无 关 紧 要 一 一 速度 由 f 的 导数 给 出 ). 
把 它 代 入 (20.4), 经 简单 计算 得 到 


n+n(v:n) p32 3 


- (20.7) 


UV 二 UC— 


常量 a 和 应 由 边界 条 件 确定 : 当 7" = R 时 (在 球体 表面 上 ) w = 0, 即 


a b a 3 
u(1- 锡 -部 ) +n(w:n) (- 间 + 器 ) = 0. 


因为 这 个 等 式 对 任意 的 n 都 应 成 立 , 所 以 和 n(w:n) 的 系数 应 当 都 等 于 去 . 
由 此 求 出 a = 3R/4, 5 = R3/4, 而 最 后 的 结果 是 : 


f= TRr 十 (20.8) 
3Ru+tnlun) Rv- 3n(u:n) 
i (20.9) 

球面 坐标 下 ( 极 轴 指向 w 的 方向 ) 的 速度 分 量 为 : 
5 二 ucoso (1 一 二 十 贡 ) 
(20.10) 


vo 一 一 Sinb 1_3R_E 
a dr 4r3/ 


这 给 出 了 运动 球体 之 外 的 速度 分 布 . 
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为 了 确定 压强 , 把 (20.4) 代入 (20.1): 
gradp=7Av = nArotrot(fu) = nAlgraddiv(fu) — uAfl. 
但 A?f =0, 所 以 


gradp = grad[nA div(fu)] = grad(mu: grad Af), 





从 而 

p= nu grad Af +po (20.11) 
(po 是 无 穷 远 处 的 流体 压强 ). 把 f 代入 此 式 , 得 到 最 终 的 表达 式 

p= po > R. (20.12) 


利用 以 上 公式 可 以 计算 运动 流体 对 球体 的 作用 力 F (或 者 , 同样 地 , 在 流 
体 中 运动 的 球体 所 受到 的 阻力 ). 为 此 , 我 们 引入 球面 坐标 , 并 让 极 轴 沿 速度 4 
的 方向 . 根据 对 称 性 , 所 有 的 量 只 是 ” 和 极 角 9 的 函数 . 显然 , 力 下 指向 速度 
wu 的 方向 . 这 个 力 的 大 小 可 由 公式 (15.14) 确定 . 由 此 公式 计算 球面 微 元 上 的 
作用 力 的 (法 向 和 切 向 ) 分 量 , 并 把 这 些 分 量 投影 在 w 的 方向 上 , 我 们 得 到 


Bi (peose +o’, cos0 — o'sing)df, (20.13) 


积分 域 是 整个 球面 . 
把 表达 式 (20.10) 代入 公式 


Ov. E (各 + 狐 - 季 ) 








3 
AR A — Lsinb, 


2R 
而 压强 (20.12) 是 


3 
了 三 po 一 一 一 cos8. 


2R 
于 是 , 积分 (20.13) 化 为 表达 式 


_ 3m 
= far 
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最 终 , 对 于 在 流体 中 缓慢 运动 的 球体 所 受 的 阻力 , 我 们 得 到 斯 托 克 斯 公式 : 
F = 6rRm. (20.14) 


我 们 注意 到 ,阻力 与 速度 的 一 次 方 成 正比 , 与 物体 尺寸 的 一 次 方 成 正比 . 
用 量 纲 分 析 方 法 也 能 得 到 这 样 的 依赖 关系 . 其 实 , 在 近似 的 运动 方程 (20.1)， 
(20.2) 中 没有 参量 p 一 一 流体 的 密度 . 所 以 , 由 这 些 方程 确定 的 力 FF 只 能 通 
过 量 ,wu, RR 表示, 从 这 些 量 只 能 组 成 一 个 具有 力 的 量 纲 的 组 合 一 一 乘积 muR. 
对 于 缓慢 运动 的 其 他 形状 的 物体 , 这 样 的 依赖 关系 同样 成 立 . 在 一 般 情况 
下 , 对 于 任意 形状 的 物体 , 阻力 方向 不 同 于 速度 方向 . FF 与 4 之 间 的 关系 式 在 
一 般 形式 下 可 以 写 为 
Fi; = naikuk, (20.15) 
其 中 aik 是 与 速度 无 关 的 二 阶 张 量 . 重要 之 处 在 于 , 该 张 量 是 对 称 的 (aik = aki). 
这 个 结果 (在 对 速度 的 线性 近似 下 成 立 ) 是 伴随 着 耗 散 过 程 的 缓慢 运动 所 满足 
的 一 般 规律 的 一 种 特殊 情况 ( 见 第 五 卷 $121). 
对 斯 托 克 斯 公式 的 修正 . 上 面 对 球 体 绕 流 问 题 所 得 的 解 , 在 距离 球体 足够 
远 的 地 方 并 不 适用 , 尽管 雷诺 数 很 小 . 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 来 估计 在 (20.1) 
中 被 忽略 的 项 (v.V)v. 在 远 处 , 速度 由 (20.9) 可 见 , 在 这 样 的 距离 上 ， 
速度 的 导数 具有 wuR/r? 的 量 级 , 所 以 (wu.V)u 具有 wR/r? 的 量 级 . 在 方程 
(20.1) 中 保留 的 项 具有 7Ru/prs 的 量 级 (从 上 述 速度 公式 (20.9) 或 从 压强 公 
式 (20.12) 可 见 ). 条 件 unR/pr? > wR/r? 仅 在 


r < 儿 二 (20.16) 
u 


的 距离 上 才 成 立 . 在 更 大 的 距离 上 , 这 样 的 近似 不 再 合理 , 所 得 速度 分 布 因而 
是 不 正确 的 . 

为 了 得 到 远离 被 绕 流 物体 处 的 速度 分 布 ,我 们 必须 考虑 (20.1) 中 被 忽略 的 
一 项 (v.V)v. 因为 速度 v 在 这 样 的 距离 上 与 w 相差 甚 微 , 所 以 可 以 近似 地 用 


@ 为 了 此 后 的 某 些 应 用 , 我 们 指出 , 如 果 使 用 含 待定 常量 a 和 6b 的 速度 公式 (20.7) 进行 计算 , 就 
可 以 得 到 
F = 87anu. (20.14a) 
还 可 以 计算 缓慢 运动 的 任意 形状 椭 球 的 阻力 ， 相 应 公式 可 在 以 下 专著 中 找到 : Lamb H. Hydro- 
dynamics, 6th ed, Cambridge: Cambridge Univ, Press, 1932 (H. 兰 姆 . 理论 流体 动力 学 . 下 册 ， 游 镇 雄 
译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1992)，8$ 339， 这 里 给 出 极限 情况 下 平面 圆 盘 的 阻力 公式 (R 为 半径 )， 当 圆 盘 
沿 垂 直 于 自身 所 在 平面 的 方向 运动 时 
F = 16nRu, 
而 当 圆 盘 在 自身 所 在 平面 内 运动 时 


32 
F = sRuv. 
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wu:V 代替 vw.V. 于 是 , 在 远离 物体 处 , 我 们 得 到 关于 速度 的 线性 方程 (C. W. 奥 
森 , 1910) 
(wu: V)v = -Vp + vAv. (20.17) 


对 于 球体 和 圆柱 体 绕 流 的 问题 , 我 们 不 打算 在 此 给 出 该 方程 的 求解 过 程 O. 我 
们 仅仅 指出 , 利用 这 样 求 出 的 速度 分 布 可 以 推导 球体 所 受阻 力 的 更 精确 的 公 
式 (阻力 按 震 诺 数 Re = wR/v 的 展开 式 中 的 下 一 项 ): 


F = 6rmR @ 十 3 ) (20.18) 


我 们 还 指出 , 在 解决 无 穷 长 圆柱 体 的 横向 绕 流 问 题 时 , 从 一 开始 就 必须 求 
解 奥 森 方 程 (方程 (20.1) 这 时 根本 没有 这 样 的 解 : 它 既 满足 圆柱 体 表面 上 的 边 
界 条 件 , 同时 又 在 无 穷 远 处 为 零 咏 ). 单位 长 度 圆柱 体 所 受 的 阻力 等 于 
可 477nu 号 47nmu 
1/2-C—-In(Ru/4v) lIn(3.70v/Ru)’ 

其 中 C = 0.577.… 是 欧 拉 常数 (H. 兰 姆 , 1911)@. 

再 回 到 球体 绕 流 问题 , 必须 作出 以 下 说 明 . 在 方程 (20.17) 中 , 原来 的 非 线 
性 项 中 的 v 被 代 换 为 u, 这 样 的 代 换 在 7 > R 的 远离 球体 的 地 方才 成 立 . 所 
以 , 很 自然 地 ， 奥 森 方程 虽然 能 在 远离 被 绕 流 物体 处 给 出 更 精确 的 流动 图 像 ， 
却 不 能 在 近 处 给 出 这 样 的 修正 (这 表现 在 : 方程 (20.17) 的 解 车 满足 无 穷 远 处 
的 必要 条 件 , 就 无 法 满足 球面 上 速度 为 零 的 精确 条 件 ; 在 速度 按 雷 诺 数 的 此 级 
数 展开 式 中 , 只 有 和 零 阶 项 满足 球面 上 速度 为 零 的 条 件 , 一 阶 项 已 经 不 再 满足 这 
个 条 件 ). 于 是 , 初 看 起 来 , 似乎 奥 森 方程 的 解 不 能 用 来 正确 地 计算 阻力 的 修正 
项 . 不 过 , 情况 并 非 如 此 , 原因 如 下 . 球体 附近 (这 里 w 和 z/r) 的 流动 对 阻力 
五 的 贡献 应 当 可 按 矢量 w 的 车展 开 , 于 是 和 失 量 FF 中 与 此 有 关 的 第 一 个 非 零 修 
正 项 正比 于 wuw, 它 是 雷诺 数 的 二 次 方 修正 项 . 因此 , 它 不 影响 公式 (20.18) 中 
的 一 次 方 修正 项 . 


F (20.19) 


Q 可 在 以 下 专著 中 找到 求解 过 程 ;: Kounn H.E., Kn6ens HH. A., Poae H.B. Teoperhyeckan rrmpo- 
MexaHHKa. 可 , 2. Mocksa: 中 Ha3MaTrH3, 1963 (Kochin N. E., Kibel I. A., Roze N.V. Theoretical Hydrody- 
namics. Vol. 2. New York: Wiley, 1964). 第 二 章 8 25, 8 26; Lamb H. Hydrodynamics. 6th ed. Cambridge: 
Cambridge Univ. Press, 1932 (H. 兰 姆 . 理论 流体 动力 学 . 下 册 ， 游 镇 雄 译 . 北京 : 科学 出 版 社 ， 1992 ). 
§ 342, § 343. 

@ 在 斯 托 克 斯 近似 下 , 球体 绕 流 问 题 有 解 而 上 述 无 穷 长 圆柱 体 绕 流 问 题 无 解 , 这 称 为 斯 托 克 斯 伴 
请 .一 一 译 者 

@ 单 赁 量 纲 分 析 方 法 就 已 经 显然 可 知 , 利用 方程 (20.1) 不 可 能 计算 出 圆柱 体 绕 流 问题 中 的 阻力 . 
如 上 所 述 , 仅仅 通过 参量 n, u, R 就 应 当 能 够 表示 结果 . 然而 , 这 时 讨论 的 是 单位 长 度 圆柱 体 所 受 的 力 ， 
只 有 乘积 wu 才 可 能 具有 这 样 的 量 纲 , 但 它 与 圆柱 体 的 尺寸 无 关 (该 乘积 在 R 0 时 不 趋 于 零 ), 而 这 
在 物理 上 是 荡 诬 的 . 
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要 想 进一步 修正 斯 托 克 斯 公式 并 更 精确 地 描述 球体 附近 的 流动 , 采用 直 
接 求解 方程 (20.17) 的 方法 是 不 可 能 成 功 的 . 尽管 该 修正 问题 本 身 并 不 那么 重 
要 , 但 阐明 用 于 求解 黏 性 流体 低 雷 诺 数 绕 流 问 题 的 逐 级 摄 动 理论 的 特别 之 处 ， 
在 方法 学 上 却 有 显著 的 意义 (S. 卡 普 伦 ， P. A. 拉 格 斯 特 伦 ，1957; I 普 劳 德 曼 ， 
本. 及 .皮尔 逊 , 1957). 为 了 解释 清楚 这 里 的 情况 , 我 们 给 出 全 部 所 需 公式 , 但 并 
不 关注 计算 细节 @. 

为 了 明确 显示 小 参数 Re ( 涯 诺 数 ) 的 作用 , 我 们 引入 无 量 纲 速 度 w = wv/u 
和 无 量 纲 径 矢 r' = r/ 尽 , 并 在 本 节 此 后 的 讨论 中 仍然 用 不 带 撤 号 的 字母 v 和 
7r 来 表示 它们 . 于 是 , 精确 的 运动 方程 ( 见 消去 压强 项 的 形式 (15.10)) 可 写 为 


Re rot(v x rotv)+ Arotv=0. (20.20) 


我 们 在 被 绕 流 球体 以 外 的 空间 中 划分 出 两 个 区 域 : 近 场 区 和 远 场 区 , 它们 
分 别 由 条 件 7 之 1/Re 和 "7 > 1 确定 . 这 两 个 区 域 共同 覆盖 了 全 部 空间 , 并 且 
它们 有 重合 的 部 分 , 即 “ 过 渡 区 ” 
>rS1. (20.21) 

在 应 用 逐 级 摄 动 理论 时 , 近 场 区 中 的 初始 近似 就 是 斯 托 克 斯 近似 一 一 忽 
略 方程 (20.20) 中 含 因子 Re 的 项 所 得 到 的 方程 Arotu =0 的 解 . 这 个 解 由 公 
式 (20.10) 给 出 , 它 在 无 量 纲 变量 下 的 形式 为 


1 
ul) = @ ~ 十 3 )eos0, vA 二 一 @ a jane 7 < 元 (20.22) 


dr dr3 
(上 标 (1) 表示 一 级 近似 ). 
远 场 区 中 的 一 级 近似 是 没有 受到 扰动 的 均匀 来 流 所 对 应 的 常 速度 v(Y=v 
(v 是 流动 方向 上 的 单位 矢量 ). 把 v =v 十 v3) 代入 (20.20), 对 vt2) 得 到 奥 森 
方程 
Re rot(v x rot 0(2)+ Arotv?) = 0. (20.23) 


解 应 当 满足 速度 vt 在 无 穷 远 处 为 零 的 条 件 和 在 过 渡 区 与 解 (20.22) 相 匹配 
的 条 件 . 后 一 个 条 件 的 作用 是 , 例如 , 它 排除 了 在 7 减 小 时 过 快 增长 的 解 @. 这 


G@ 可 在 以 下 专著 中 找到 计算 细节 : Van Dyke M. Perturbation Methods in Fluid Mechanics. New 
York: Acad. Press, 1964. 那里 没有 用 速度 w(r) 进行 计算 , 计算 是 通过 流 函 数 在 更 简洁 的 形式 下 完成 
的 , 尽管 这 样 不 太 直 观 ， 对 于 轴 对 称 流 (球体 绕 流 属于 这 种 流动 ), 可 以 按照 定义 

1 Ov 1 
r2sing 00 ° J rsing Or’ 
引入 球面 坐标 下 的 流 函 数 wy(r，9). 这 时 , 连续 性 方程 (15.22) 恒 成 立 . 

@ 为 了 确定 解 中 的 系数 值 ， 还 应 考 虚 通 过 把 被 绕 流 球体 包含 在 内 的 任何 封闭 曲面 的 总 流量 皆 为 

零 的 条 件 . 


Vr 一 vp 三 0 
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样 的 解 是 : 


vt) + v2) = cos0 十 





让 2 [ 二 -1 十 cosg) ny 
| (20.24) 


vl vb) -rRe(1—cos0)/2 r > 1. 


一 Sin8 十 本 sin pe 
47 


我 们 指出 , 对 远 场 区 而 言 , 自然 的 变量 不 是 径 向 坐标 ~ 本 身 , 而 是 乘积 p = rRe. 
在 引入 这 个 变量 时 , 方程 (20.20) 不 再 包含 数 Re, 因为 在 7 > 1/Re 时 方程 中 
的 黏 性 项 和 惯性 项 在 量 级 上 相当 . 这 时 , 数 Re 只 能 通过 与 近 场 区 中 的 解 相 匹 
配 的 边界 条 件 才 出 现在 解 中 . 所 以 , 函数 w(r) 在 远 场 区 中 的 展开 式 是 当 乘 积 
p=rRe 取 给 定 值 时 关于 Re 的 第 级 数 . 其 实 , (20.24) 中 的 第 二 项 包含 p, 从 而 
也 就 包含 因子 Re. 

为 了 检验 (20.22) 与 (20.24) 这 两 个 解 是 否 正 确 地 互相 匹配 , 我 们 注意 到 ， 
在 过 渡 区 (20.21) 内 rRe < 1, 于 是 可 以 按 这 个 变量 展开 表达 式 (20.24). 精确 
到 展开 式 中 的 前 两 项 (均匀 流 项 之 后 ), 我 们 得 到 


一 @ 一 到 )eos4 (1 — cos0)(1 + 3cos0), 
a (20.25) 

e 
vg = -( 一 本 sin lb 一 -a sinO(l — cos0). 


另 一 方面 , 在 该 区 域内 > > 1, 所 以 在 (20.22) 中 可 以 忽略 量 级 为 1/73 的 项 , 而 
余 者 确实 与 (20.25) 中 前 面 的 项 一 致 ((20.25) 中 后 面 那 些 项 在 下 面 男 有 用 处 ). 

为 了 获得 下 一 级 近似 , 在 近 场 区 内 写 出 v = vt + 2), 然后 从 (20.20) 得 
到 二 级 修正 项 方程 : 


Arotut2) = 一 Re rot(v(!) x rot vw!)). (20.26) 


这 个 方程 的 解 应 当 满 足 在 球面 处 为 零 的 条 件 和 与 远 场 区 中 的 解 相 匹配 的 条 件 . 
后 一 个 条 件 表明 , 函数 vw2)(r) 在 r > 1 时 的 主 项 应 当 等 于 (20.25) 中 的 第 二 项 . 
这 样 的 解 为 


3Re 3Re mn” 1 1 
Wn 十 3 ) (2+ 十 二 )0 3 cos” 9), 


(a 2 oO 二 3ite (， 工 时， 过 二 调 
i 下 
vp 32 十 站 5 + 3 singcos0, 7 < 


i 在 这 些 表达 式 中 只 剩 下 不 含 因 子 1/r 的 项 , 这 些 项 确实 与 (20.25) 
中 的 第 二 项 一 致 . 

按照 速度 分 布 (20.27) 可 以 计算 斯 托 克 斯 阻力 公式 中 的 修正 项 . 因为 对 角 
度 的 相应 依赖 关系 ，(20.27) 中 的 第 二 项 对 阻力 没有 贡献 ; 第 一 项 恰好 给 出 含 


(20.27) 
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3Re/8 的 修正 项 , 这 一 项 已 经 在 (20.18) 中 列 出 . 根据 上 述 讨论 , 球体 附近 的 正 
确 的 速度 分 布 (在 所 研究 的 近似 下 ) 给 出 与 奥 森 方程 的 解 相符 的 阻力 公式 . 

继续 重复 上 述 过 程 , 即 可 得 到 下 一 级 近似 . 这 时 , 在 速度 分 布 中 出 现 对 数 
项 , 而 在 阻力 表达 式 (20.18) 中 应 把 括号 中 的 那些 项 改 为 @ 


3 ,Re ] 
@ ge 20fe ln 元 ) 


(并 且 假设 对 数 In(1/Re) 很 大 )@. 


习 题 


1. 设 半 径 为 Ri, 已 2 (R2 > RR1) 的 两 个 同心 球面 之 间 充 满 流 体 ,球面 分 别 以 角速度 f2 
和 f22 绕 不 同 的 直径 匀速 旋转 , 求 流体 的 运动 (雷诺 数 fa Ri/v, 22R2/7 远 小 于 1). 

解 : 因为 方程 是 线性 的 , 所 以 两 个 旋转 球面 之 间 的 运动 可 以 视 为 两 个 运动 的 登 加 , 它 
们 分 别 对 应 一 个 球面 静止 而 另 一 个 球面 旋转 的 情况 . 首先 令 [22 = 0, 即 只 让 内 球面 旋转 . 
自然 可 以 预料 , 每 一 点 的 流体 速度 都 指向 圆心 位 于 旋转 轴 的 一 个 圆 的 切线 方向 , 该 图 所 在 
平面 垂直 于 旋转 轴 . 但 根据 相对 于 旋转 轴 的 对 称 性 , 沿 这 个 方向 的 压强 梯度 为 零 . 所 以 , 运 
动 方程 (20.1) 化 为 

Au = 0. 


角速度 失 量 121 是 轴 矢量 .进行 像 正文 那样 的 讨论 , 结果 表明 ,可 以 寻求 以 下 形式 的 
速度 : 
v=rot[f21f(7)] = Vf x 821. 
于 是 , 运动 方程 给 出 grad Af x f[21 = 0. 因为 失 量 grad Ar 指向 径 失 方向 , 并 且 对 于 
给 定 的 有 1 和 任意 的 7, 矢量 积 7 x 821 不 可 能 等 于 零 , 所 以 应 有 grad Af = 0, 从 而 


Af = const. 


积分 后 得 


@ 见 : Proudman I., Pearson J. R. J. Fluid Mech., 1957, 2: 237. 

@ 理论 上 , 上 述 阻 力 公 式 仅 在 Re < 1 时 成 立 ， 实 验 表 明 , 斯 托 克 斯 公式 (20.14) 直到 Re = 1 时 
仍 有 不 错 的 表现 ， 奥 森 公 式 (20.18) 的 适用 范围 更 大 一 些 , 但 上 面 提 到 的 下 一 级 近似 公式 反而 不 如 前 
者 .值得 指出 的 是 , 廖 世 俊 利用 由 他 提出 的 同 伦 分 析 方 法 成 功 解决 了 球体 定常 绕 流 问 题 (不 局 限于 低 
雷诺 数 情况 ), 所 得 10 级 近似 阻力 公式 直到 Re = 15 时 仍 符 合 实验 结果 . 参阅 : Liao S.J. Int. J. Non- 
Linear Mech., 2002, 37: 1; Liao S.J. Beyond Perturbation: Introduction to the Homotopy Analysis 
Method. Boca Raton: Chapman & Hall/CRC, 2003 ( 雇 世 俊 . 超越 摄 动 : 同 伦 分 析 方 法 导论 . 陈晨 , 徐 
航 译 . 北京 ; 科学 出 版 社 , 2006)， 一 一 译 者 
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常量 a 和 4b 由 以 下 条 件 确定 : 当 r= 二 RR 时 v= 二 0, 当 7 二 时 名 二 其 中 以 = 二 人 1 xy 
是 旋转 球面 各 点 的 速度 . 结果 得 


RIRS (2 lh ) 


和 二 一 一 一 一 一 | 一 一 一 
流体 中 的 压强 是 常量 (p = po)， 当 外 球面 旋转 而 内 球面 静止 时 (人 2 = 0), 类 似 地 得 到 
3 
人 一 天生 (高 -十 )2 x rr. 


在 两 个 球面 都 旋转 的 一 般 情 况 下 , 我 们 有 


RIR3 1 1 1 1 
vy (各 高 )9， 本 (高 吉 )2。 "| 
如 果 根 本 没有 外 球面 (R2 = oo, f22 = 0), 即 如 果 只 有 一 个 半径 为 RR 的 球体 在 无 界 流 
体 区 域 中 旋转 , 则 


v=—r0 xr. 
全 


我 们 来 计算 这 种 情况 下 作用 于 球体 的 摩擦 力矩 . 取 球 面 坐标 , 其 极 轴 沿 12, 则 








3 
Vr 二 WW=0, wp 三 入 三 sing,. 
作用 于 单位 面积 球面 的 摩擦 力 等 于 
/ Ov 
ory 一刀 (多 一 2 a = 一 371f2sin 0. 
作用 于 球体 的 总 摩擦 力矩 是 


m= | oroRsin0.2nR’ singdb， 
0 


于 是 
AM = -87nR 1. 


如 果 没 有 内 球面 , 则 4 = Jf2。 x 7r, 即 流体 只 是 作为 一 个 整体 与 包围 着 它 的 球面 一 起 
旋转 . 

2. 求 黏 度 为 9 的 球形 液 滴 在 重力 作用 下 在 黏度 为 11 的 流体 中 的 运动 速度 (W. 重 布 
钦 斯 基 , 1911). 

解 : 我 们 使 用 使 液 滴 静止 的 坐标 系 . 对 于 液 滴 外 面 的 流体 , 我 们 仍然 寻求 方程 (20.5) 
的 形 如 (20.6) 的 解 , 于 是 速度 的 形式 为 (20.7). 在 液 滴 内 部 , 应 当 寻 求 在 = 0 处 没有 寺 
点 的 解 (并 且 用 于 确定 速度 的 太 的 二 阶 导数 在 此 处 也 应 当 是 有 限 的 ). 这 样 的 通 解 是 

4 2 


区 已 4 


相应 速度 为 


v=—Au+t 有 Brn(u.n) 一 2v]. 
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在 球面 上 @ 应 当成 立 以 下 条 件 . 液 滴 外 的 速度 u(e) 和 液 滴 内 的 速度 v0 的 法 向 分 量 应 当 等 
于 零 : 
一 =0; 


切 向 速度 分 量 应 当 连 续 ; 


(i) 


vl) = vl®) 


一 UV8 ; 
应 力 张 量 的 分 量 ore 也 应 当 连 续 : 


(i) 


(e) 
Org 


rr0 

(可 以 不 写 出 应 力 张 量 的 分 量 orr 彼此 相等 的 条 件 一 一 台 然 由 此 可 以 确定 所 求 的 速度 以 ,但 
采用 下 面 给 出 的 方法 求 更 为 简单 )， 从 上 述 四 个 条 件 得 到 关于 常量 a, b, A, B 的 四 个 方 
程 , 它们 的 解 给 出 


一 TI 





27 + 37 3 7 2 7 
=RR ,b= A=-BR = ——i 
4(7 二 77) 4(7 + 7) 2(7n + 7) 
对 于 阻力 , 根据 (20.14a) 得 到 
27 十 377/ 
下 = 2run 及 一 -一 一 一 . 
n+ 


当 7 一 00 时 (对 应 于 固体 球 ), 此 公式 化 为 斯 托 克 斯 公式 . 在 本 0 (气泡 ) 的 极限 情况 
下 得 到 
F = 4runR, 
即 阻力 是 轿 体 球 所 受阻 力 的 2/3. 
让 下 等 于 作用 在 液 滴 上 的 重力 4xrR3(p 一 p')g/3 久 ,我 们 求 出 
u= 2R9(p-p)(n+n) 
37(27 十 37/) 
3. 两 个 平行 的 平面 圆 盘 (直径 为 尽 ) 相距 很 近 , 一 个 位 于 另 一 个 上 方 , 其 间 充 满 流体 . 
两 盘 以 恒定 的 相对 速度 以 互相 靠近 , 从 而 排 开 流 体 , 求 圆 盘 所 受 的 阻力 (O. Reynolds). 
解 : 取 柱 面 坐 标 , 原点 位 于 下 盘 中 心 ( 设 下 盘 静 止 不 动 ). 流动 是 轴 对 称 的 , 又 因为 流体 
层 很 薄 , 所 以 流动 主要 沿 径 向 进行 (u> 安 vr), 并 且 Du-/Br 和 Ovr/0z. 于 是 , 运动 方程 化 
为 以 下 形式 : 
ou bp sp 
Te WW 


rw} Go 
r Or Oz tt (2) 





@ 可 以 不 考虑 运动 过 程 中 波 滴 形状 的 变化 , 因为 这 种 变化 是 更 高 阶 小 量 所 引起 的 效应 . 但 为 使 运 
动 液 滴 事 实 上 是 球形 的 , 液 滴 边界 上 的 表面 张力 必须 超过 压强 不 均匀 分 布 所 引起 的 力 , 后 者 倾向 于 破 
坏 液 滴 的 球形 形状 . 这 意味 着 , 应 有 mu/ 尺 有 a/R (a 是 表面 张力 系数 )， 把 u ~ R2gp/m 代入 , 得 到 
R< Vw: 
pg 
@ 这 一 项 通常 称 为 表 观 重力 , 其 中 考虑 了 浮力 的 影响 . 一 一 译 者 
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而 边界 条 件 为 
在 z= 二 0 处 ; 二 Vs 三 人 0 
在 Zz 三友 处 ; 汤 二 0， WW = 二 一 w 
在 r= 二 民 处 : p= po 

(h 是 圆 盘 之 间 的 距离 , po 是 外 界 压强 )， 从 方程 (1) 求 出 


we es 
w= h). 


把 方程 (2) 对 z 积分 , 得 








二 i 
“= 二/ rwdz=- 芭 站 (时 让 
从 而 
p=po+ 7 (R? —r?). 
一 个 圆 盘 所 受 的 总 阻力 等 于 
ss 3rmu Rs 
” 
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在 黏 性 流体 绕 固 体 的 定常 流动 中 , 物体 后 面 较 远 处 的 流动 具有 一 些 特征 ， 
并 且 可 以 在 一 般 形式 下 研究 这 些 特征 , 而 不 涉及 物体 的 形状 . 

我 们 用 U 表示 恒定 的 来 流速 度 ( 取 U 方向 为 z 轴 , 原点 位 于 被 绕 流 物体 
内 部 某 处 ), 并 把 每 一 点 的 实际 流速 写 为 U +vu 的 形式 , v 在 无 穷 远 处 等 于 零 . 

可 以 发 现 , 在 物体 后 面 较 远 处 , v 仅 在 z 轴 附 近 相 对 较 罕 的 范围 内 才 显 著 
不 等 于 零 . 这 个 区 域 称 为 层 流 尾 迹 @, 流入 此 区 域 的 流体 点 所 在 的 流 线 均 从 距 
离 物 体 相 对 不 远 的 地 方 绕 过 . 于 是 , 尾 迹 中 的 流动 有 很 大 的 涡 量 . 其 实 , 在 黏 性 
流体 绕 固体 的 流动 中 , 涡 量 恰恰 来 自 固体 表面 @. 这 是 很 容易 理解 的 , 因为 在 
理想 流体 的 有 势 绕 流 中 , 在 物体 表面 上 只 有 流体 的 法 向 速度 等 于 零 , 而 切 向 速 
度 vt 不 等 于 零 . 与 此 同时 , 真实 流体 在 边界 上 的 黏附 条 件 要 求 w 也 等 于 零 . 
假如 保持 有 势 绕 流 的 流动 方式 , 这 就 会 导致 w 的 有 限 突 跃 一 一 出 现 涡 面 . 在 
黏 性 的 影响 下 , 突 跃 消失 , 而 涡 量 进入 流体 内 部 , 并 通过 对 流 输 运 到 尾 迹 区 . 

对 于 距离 物体 足够 远 的 那些 流 线 , 黏 性 的 影响 在 整 条 流 线 上 都 很 微弱 , 所 
以 速度 的 旋 度 在 这 些 流 线 上 始终 基本 为 零 (因为 在 无 穷 远 的 来 流 中 速度 的 旋 


@ 以 便 区 别 于 潮流 尾 迹 , 见 §37. 
@ 在 89 中 已经 指出 , 关于 沿 固体 表面 上 的 流 线 成 立 等 式 rotu = 0 的 结论 并 不 成 立 . 
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度 为 零 ), 就 像 在 理想 流体 中 那样 . 因此 , 在 尾 迹 之 外 远离 物体 的 地 方 , 可 以 认 
为 处 处 都 是 势 流 . 
我 们 来 推导 一 些 公 式 ， 以 便 把 尾 迹 中 的 流动 性 质 与 被 绕 流 物体 上 的 作用 
力 联系 起 来 . 
通过 包围 被 绕 流 物体 的 任何 一 个 封闭 曲面 的 流体 总 动量 流 ， 等 于 动量 流 
密度 张 量 沿 该 曲面 的 积分 : 
fm dfk. 


Tix = pOik + p(Ui + vi) (Ux + vk). 


把 压强 写 为 p= po 十 p' 的 形式 ,po 是 无 穷 远 处 的 压强 . 常数 项 pobik + pUiUk 
的 积分 为 零 , 因为 封闭 曲面 上 的 矢量 积分 ydf = 0. 积分 § pv df 也 为 零 , 因 
为 所 讨论 区 域 中 的 流体 总 量 保持 不 变 , 通过 其 表面 的 总 流量 应 为 零 . 最 后 , 远 
离 物体 处 的 速度 vw 远 小 于 U. 因此 , 如 果 所 讨论 的 曲面 离 物 体 足 够 远 ， 则 与 
pUrvi 相 比 , 在 曲面 上 可 以 忽略 Tik 中 的 项 puiwk. 于 是 , 总 动量 流 等 于 积分 


¢ (Poik + pURVi) dfr. 


张 量 分 量 Tik 等 于 


现在 , 我 们 取 两 个 无 穷 大 平面 x = const 之 间 的 流动 区 域 作为 所 讨论 的 区 
域 , 这 两 个 平面 分 别 位 于 远离 物体 的 前 方 和 后 方 . 在 计算 总 动量 流 时 , 无 穷 远 
处 “侧面 "上 的 积分 为 零 (因为 在 无 穷 远 处 p = 0, v = 0), 所 以 只 要 取 两 个 横 
向 平面 上 的 积分 即 可 . 这 样 求 出 的 动量 流 显 然 是 从 前 方 平面 流入 的 总 动量 流 
与 从 后 方 平面 流出 的 总 动量 流 之 差 ， 而 这 个 差 值 就 是 单位 时 间 内 从 流体 传递 
给 物体 的 动量 , 即 作用 在 被 绕 流 物体 上 的 力 F. 

因此 , 力 F 的 分 量 等 于 下 列 差 值 : 


&=( 下 下 了 )w +r ev) a 


IT 二 7T2 T=T] 


m=( Le jwdnd 


T=T2 TI 二 TT]1 


一 一 / jedudz 
积分 域 是 无 穷 大 平面 z = zl (在 物体 后 方 很 远 处 ) 和 z = za (在 物体 前 方 很 远 
处 ). 我 们 先 来 研究 第 一 个 分 量 . 
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尾 迹 以 外 是 势 流 , 所 以 伯 努 利 方程 成 立 : 
p+ ES(U+v)? = const 三 po 十 与 02， 
或 者 , 忽略 远 小 于 pU.u 的 项 pu2/2， 
p' = —pUv;. 


我 们 看 到 , 在 这 样 的 近似 下 , F; 中 的 被 积 表 达 式 在 尾 迹 以 外 处 处 为 零 . 换言之 ， 
平面 z = zz ( 它 位 于 物体 前 方 且 根本 不 与 尾 迹 相交 ) 上 的 积分 为 零 , 而 物体 后 
方 平面 z= zl 上 的 积分 只 要 在 相应 尾 迹 横 截面 上 进行 即 可 . 但 在 尾 迹 之 内 , 压 
强 变化 z 的 量 级 为 pu2, 这 远 小 于 pUvz. 于 是 , 我 们 得 到 最 后 的 结果 : 物体 在 
绕 流 方向 上 所 受 的 阻力 等 于 


Fy = -o0 fu dy dz. (21.1) 


积分 域 是 物体 后 方 远 处 尾 迹 的 横 截 面 . 尾 迹 内 的 速度 we 显然 是 负 的 , 因为 这 
里 的 流动 慢 于 不 存在 物体 时 的 流动 . 我 们 注意 到 , (21.1) 中 的 积分 给 出 了 通过 
尾 迹 横 截 面 的 流量 , 而 它 小 于 不 存在 物体 时 的 相应 流量 . 

现在 研究 能 够 让 物体 作 横 向 运动 的 力 (分 量 为 为 , F.). 这 个 力 称 为 升力 . 
对 于 尾 迹 以 外 的 势 流 , 可 以 写 出 w = 9p/6y, v: = ap/6z. 平面 z= zz 位 于 尾 
迹 之 外 , 该 平面 上 的 积分 为 零 : 


[wavaz= {Fayaz=0 /Fe=0 
因为 在 无 穷 远 处 pg = 0. 这 样 就 得 到 升力 的 表达 式 
F, = -0 fu dydz, FF,.= =o0 fu dy dz. (21.2) 


在 这 些 公式 中 , 实际 上 也 是 只 在 尾 迹 横 截面 上 取 积 分 即 可 . 如 果 被 绕 流 物体 有 
一 条 对 称 轴 (不 必 完 全 轴 对 称 ), 且 流 动 是 沿 这 条 轴 的 方向 进行 的 , 则 绕 物 体 的 
流动 也 有 对 称 轴 . 在 这 种 情况 下 , 升力 显然 为 零 . 

我 们 再 来 研究 尾 迹 中 的 流动 . 对 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 中 各 项 量 级 的 估计 表 
明 , 在 距离 物体 为 > 处 , 只 要 满足 条 件 rU/v >> 1, 一 般 而 言 就 可 以 忽略 vAw 这 
一 项 (对 比 条 件 (20.16) 的 推导 ). 这 就 是 可 以 把 ( 尾 迹 以 外 的 ) 流动 当做 势 流 
的 距离 . 但 在 尾 迹 内 部 , 即使 在 这 样 的 距离 上 也 不 能 忽略 此 项 , 因为 横向 导数 
02v/0y*，O2v/0z? 远大 于 纵向 导数 02v/9072. 

设 Y 是 尾 迹 宽度 的 量 级 , 即 速度 v 显著 减 小 处 到 zx 轴 的 距离 的 量 级 . 于 
是 , 对 于 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 中 各 项 的 量 级 , 我 们 有 


Gv Uv O22 ww 
(WW We We 
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对 比 这 些 量 , 得 到 


yr = (3) ， (21.3) 


根据 Uz/v > 1 的 假设 , 这 个 量 确实 远 小 于 z. 因此 , 层 流 尾 迹 的 宽度 正比 于 到 
物体 距离 的 平方 根 . 

为 了 确定 尾 迹 中 速度 下 降 的 规律 , 我 们 回 到 公式 (21.1). 在 此 公式 中 , 积 
分 域 面 积 的 量 级 为 Y?, 所 以 对 该 积分 的 估计 给 出 玉 ~ pUvY?. 再 利用 关系 式 
(21.3), 即 得 所 求 规律 ; 


VU~ ez . (21.4) 
DZ 


既然 层 流 尾 迹 在 远离 被 绕 流 物体 处 的 定性 特性 已 经 解释 清楚 ， 我 们 来 推 
导 一 些 定量 公式 , 以 便 描述 尾 迹 内 外 的 流动 图 像 
尾 迹 以 内 的 流动 . 在 远离 物体 的 地 方 , 在 定常 流 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 





(u.V)u = a +vAv (21.5) 


中 应 用 奥 森 近似 一 一 把 (v.:V)v 这 一 项 替换 为 (U.V)v (对 比 (20.17)). 此 外 ， 
在 尾 迹 以 内 , Au 中 对 纵向 坐标 z 的 导数 与 对 横向 坐标 的 导数 相 比 可 以 忽略 不 
计 . 于 是 , 我 们 将 从 方程 





ov Dp Ow Ov 
WU = oe 下 议 (过 十 2 ) (21.6) 
出 发 来 研究 问题 . 
我 们 来 寻求 形 如 v = vi + va 的 解 , 其 中 ul 是 方程 
ovl /Pv Ovi 
Ws 一 (5 十 B22 ) (21.7) 


的 解 . 量 v2 与 原 方程 中 -V(p/p) 这 一 项 有 关 , 于 是 可 以 用 某 个 标量 的 梯度 
V5 的 形式 来 求 它 @@. 因为 在 远离 物体 处 , 对 z 的 导数 远 小 于 对 y 和 z 的 导数 ， 
所 以 在 同样 的 近似 下 应 当 忽 略 项 9668/69z, 即 应 当 认 为 wz = wz. 因此 , 对 于 wz， 


我 们 有 方程 8 . mn. 
厅 一 “一 x( 二 这 5 ) (21.8) 
这 个 方程 在 形式 上 与 二 维 热传导 方程 相同 , 并且 xz/U 起 时 间 的 作用 , 运 
动 黏度 > 起 温 导 率 的 作用 . 如 果 要 求 方程 的 解 随 y 和 z 的 增 大 而 减 小 ( 当 zx 








@ 本 节 此 后 均 用 更 表示 速度 势 , 以 便 区 别 于 球面 坐标 系 中 的 方位 角 %. 
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给 定时 ), 并 且 当 z 一 0 时 能 够 让 尾 迹 的 宽度 无 穷 小 (在 所 用 近似 下 , 认为 物体 
尺寸 量 级 的 距离 是 小 量 ), 则 这 样 的 解 为 (对 比 851) 


i Ur(22 十 2)] 
Tarpvr - 47T VD) 





公式 中 的 系数 已 经 利用 公式 (21.1) 通过 阻力 表示 出 来 , 并 且 由 于 (21.1) 中 的 积 
分 迅速 收敛 , 积分 域 可 以 扩展 至 整个 yz 平面 . 如 果 引 入 以 z 轴 为 极 轴 的 球面 
坐标 r, ,2 来 取代 笛 卡 儿 坐 标 , 则 极 角 值 9 < 1 对 应 尾 迹 区 域 (Vy 十 22 < z). 
公式 (21.9) 在 这 些 坐 标 下 具有 以 下 形式 : 


F, Urg? 
Vr 三 ~ 4rpvr exp (- rp 了 。 (21.10) 


被 我 们 忽略 的 项 86/8z (理由 下 面 的 公式 (21.12) 给 出 ) 在 vs 中 应 给 出 量 级 
的 小 附加 项 . 

viy 和 wz 也 应 当 具 有 与 (21.9) 相同 的 形式 (但 系数 不 同 ). 取 升 力 方向 为 
y 轴 方 向 (于 是 F. = 0), 并 注意 到 在 无 穷 远 处 @ = 0, 则 根据 (21.2) 有 


[wavas= { (w+ ) as= /vdvas= - 芝 


fu: dydz = 0. 
所 以 , 在 (21.9) 中 把 Fi 改 为 本 ,显然 就 得 到 viy, 而 wz = 0. 于 是 , 我 们 求 出 
F U a 
Vy = a exp |- 人 2 + Wy Vz 一 > (21.11) 





为 了 确定 函数 ,我 们 作 以 下 运算 .在 连续 性 方程 中 忽略 纵向 导数 8v; /Ox: 


mer Bz = (元 + pr)s+ Su By =20, 


对 z 求 导 并 利用 wy 的 方程 (21.7), 我 们 得 到 
2 ss5 srsaoN vv/ 8\o 
+ 
05 3 Uv ouly 
ar Up 
最 后 , 把 wy 的 表达 式 ((21.11) 中 的 第 一 式 ) 代入 此 式 , 并 对 z 积分 , 最 终 求 出 


__h, y U(y? + z?) 
2rpU za{ op | dvrz | , Cal) 








从 而 
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(积分 常数 已 经 这 样 选 择 , 使 5 在 y = z=0 时 保持 有 限 值 ). 在 球面 坐标 下 ( 方 
位 角 2 从 zy 平面 算 起 ) 


EL cosp UVr62 AN 
$= Bent? 10 [er ( 有 (21.13) 


由 (21.11) 一 (21.13) 可 见 , ww 和 wz 不 同 于 wz 的 地 方 是 , 它们 不 但 含有 随 着 9 
的 增加 而 按 指数 规律 减 小 的 项 ( 当 7 给 定时 ), 而 且 含 有 随 着 到 尾 迹 的 轴 的 距 
离 增加 而 以 慢 得 多 的 速度 减 小 的 项 (如 同 1/62). 

如 果 没 有 升力 , 尾 迹 中 的 流动 就 是 轴 对 称 的 , 并 且 $= 0®. 

尾 迹 以 外 的 流动 . 可 以 认为 尾 迹 以 外 的 流动 是 势 流 . 我 们 只 关心 速度 势 6 
中 在 远 处 随 距 离 的 增加 而 减 小 得 最 慢 的 那些 项 , 所 以 对 于 拉 普 拉 斯 方程 


2 
A = 这 十 (* 枕 ) 十 se (sm 而 ) 十 一 一 一 一 a = 0, 














ror\ Or/) risingd B80)  r2sin:0 Op 
寻求 具有 以 下 两 项 之 和 形式 的 解 即 可 : 
$= 一 十 + 一 f(0). (21.14) 
这 里 的 第 一 项 具有 球 对 称 性 并 且 与 力 FE 有关, 而 第 二 项 关于 zy 平面 对 称 并 
且 与 力 下 有 关 . 


对 于 函数 f(9), 我 们 得 到 方程 


dm 关 
第 (smb 新 )- id 
这 个 方程 在 9 x 时 有 界 的 解 是 


f= beot 5 (21.15) 
利用 与 尾 迹 以 内 的 解 相 匹配 的 条 件 即 可 确定 系数 b. 其 实 , 公式 (21.13) 适用 
于 区 域 6 和 1, 解 (21.14) 适用 于 区 域 六 (v/Ur)'/2. 在 这 些 区 域 的 重 益 部 分 


(z/Ur)M2 和 9< 娘 1 (21.13) 化 为 





cosy% 
2rpU_ re 
而 (21.14) 中 的 第 二 项 化 为 25cosw/r6. 对 比 这 两 个 表达 式 , 我 们 求 出 , 应 取 
b= .过 
4rpI 太 


@ 例如 , 被 绕 流 球体 之 后 的 尾 迹 是 轴 对 称 的 .因此 我 们 指出 , 所 得 公式 (以 及 下 面 的 公式 (21.16)) 
与 低 雷诺 数 绕 流 的 速度 分 布 (20.24) 一 致 . 在 这 种 情况 下 , 所 有 上 述 流动 图 像 都 会 移动 非常 大 的 距离 
r 光 1/R (Ll 是 物体 的 尺寸 ). 
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为 了 确定 (21.14) 中 的 系数 我 们 注意 到 , 通过 半径 7 很 大 的 球面 5 (以 及 
通过 任何 封闭 曲面 ) 的 总 流量 应 当 等 于 零 . 但 通过 该 球面 与 尾 迹 相交 部 分 5S0 


流入 的 流量 是 
-/ vr dy dz = aa 
So PU 


所 以 通过 球面 其 余部 分 流出 的 流量 应 当 与 此 相同 , 即 应 有 


下 = 
v:df = —. 
7 pU 


由 于 So 远 小 于 5, 所 以 可 以 把 这 个 条 件 改 为 





上 z 
ha | veas = —47a = 0 (21.16) 
从 而 求 出 EE 
4rpU 
于 是 , 把 上 述 所 有 结果 综合 在 一 起 , 我 们 得 到 速度 势 的 以 下 公式 : 
1 0 
$= 有 ( — Fs+ Fycosycot 5) (21.17) 


由 此 即 可 确定 远离 物体 处 尾 迹 以 外 整个 区 域 中 的 流动 . 随 着 距离 > 的 增加 , 速 
度 势 按 1/r 减 小 . 相应 地 , 速度 按 1/7? 减 小 . 如 果 没 有 升力 , 则 尾 迹 以 外 的 流 
动 具有 轴 对 称 性 . 
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对 于 巷 浮 着 大 量 微小 固体 颗粒 的 流体 (悬浮 流体 ), 如 果 我 们 所 研究 的 现 
象 具 有 远大 于 悬浮 颗粒 尺寸 的 特征 长 度 , 就 可 以 把 这 样 的 流体 看 做 均匀 介质 . 
这 种 介质 的 有 效 黏 度 7 不 同 于 原来 流体 的 黏度 mo. 在 巧 浮 颗粒 浓度 很 小 的 情 
形 下 ( 即 如 果 假 设 所 有 颗粒 总 体积 远 小 于 全 部 流体 体积 )， 可 以 计算 出 这 个 有 
效 黏度 . 对 球形 颗粒 情形 的 计算 相对 简单 (A. 爱 因 斯 坦 , 1906). 

作为 一 个 辅助 问题 ,必须 首先 研究 浸 在 流体 中 的 一 个 固体 小 球 对 流动 的 
影响 , 该 流动 的 速度 梯度 是 常量 . 设 未 受 小 球 扰动 的 流动 由 线性 速度 分 布 

vO) = QikTk (22.1) 

描述 , 其 中 aik 是 常 对称 张 量 . 流体 中 的 压强 此 时 处 处 相同 : p(%) = const. 我 们 

在 下 面 认为 压强 表示 对 此 常 值 的 偏离 ， 因 为 流体 是 不 可 压缩 的 (divw(% = 0)， 
所 以 张 量 aikx 的 迹 应 为 零 : 

ai = 0. (22.2) 
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现在 设 一 个 半径 为 R 的 小 球 位 于 坐标 原点 . 这 导致 流动 发 生变 化 , 相应 
速度 表示 为 v = vw 中 十 vn. 在 无 穷 远 处 , vt 应 当 为 零 , 但 在 小 球 附 近 , vn 与 
v(0) 相 比 根本 不 是 小 量 . 由 流动 的 对 称 性 显然 可 知 , 小 球 保持 静止 , 于 是 边界 
条 件 是 : 在 r= 玉 处 = 0. 

如 果 注 意 到 运动 方程 (20.1)，(20.2) 的 解 对 坐标 的 导数 也 是 解 ， 就 可 以 利 
用 在 $ 20 中 已 经 求 出 的 解 (20.4) (函数 f 由 (20.6) 给 出 ) 直接 得 到 待 求 的 解 . 
在 当前 情况 下 , 待 求 的 解 以 张 量 分 量 aik 作为 参数 (而 不 像 820 中 那样 以 矢量 
uw 作为 参数 ). 这 样 的 一 个 解 是 


OA 
v=rotrot(a:Vf),， p= Tocik Br Bre 


其 中 a. Vf 表示 以 ak 8f/9z 为 分 量 的 矢量 . 展开 这 些 表 达 式 , 并 适当 选取 
函数 f=ar 十 b/r 中 的 常量 a 和 b, 以 便 满足 小 球 表 面 的 边界 条 件 , 我 们 得 到 
速度 和 压强 的 以 下 公式 : 


sr BR Rs 
vl) 2 (大 一 而 jaunamnam 一 T 了 QHKTk， (22.3) 
Rs 
p= 一 570 Qiknink (22.4) 


(n 是 指 癌 径 天 方向 的 单位 天 量 ). 
现在 回 到 确定 起 浮 流体 有 效 黏度 的 问题 本 身 ， 我 们 来 计算 动量 流 密度 张 
量 JZ (对 整个 体积 ) 的 平均 值 . 在 关于 速度 的 线性 近似 下 , 张 量 IZix 等 于 应 力 


张 量 一 cik: 
Tik = T fo dV. 


这 里 可 以 在 半径 很 大 的 球形 区 域 V 上 取 积 分 , 然后 让 半径 趋 于 无 穷 大 . 
首先 , 我 们 写 出 恒等式 





Tik = Mo (如 中 2 ) — BOik + z/ ea (到 2 疆 ) + pi dV. (22.5) 
在 这 里 的 积分 中 , 被 积 函 数 仅 在 固体 小 球 内 部 才 不 等 于 零 . 根据 悬浮 流体 浓度 
很 小 的 假设 , 可 以 先 对 只 有 单独 一 个 小 球 而 其 余 小 球 完全 不 存在 的 情形 计算 
这 个 积分 , 计算 结果 应 当 再 乘 以 悬浮 流体 浓度 N@ (单位 体积 内 的 小 球 数目 ). 
假如 直接 计算 这 个 积分 , 就 需要 研究 小 球 中 的 内 应 力 . 不 过 , 只 要 把 体积 分 变 
换 为 完全 位 于 流体 中 的 无 穷 大 球面 上 的 面积 分 , 即 可 回避 这 个 困难 . 为 此 , 我 


@ 原文 用 字母 n 表示 悬浮 流体 浓度 . 一 一 译 者 
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们 注意 到 , 根据 运动 方程 cj/8rzi = 0 成 立 恒等式 
Oik = 二 (ouzn 
所 以 , 把 体积 分 变换 为 面积 分 , 结果 为 
i = 人 ( 品 十 Be) + N flouz dfi— no (vi dfi. + vk dfi)]. 
我 们 已 经 略 去 含 五 的 项 , 因为 平均 压强 必定 为 零 (其 实 , 这 是 一 个 标量 , 它 应 当 
由 张 量 分 量 aik 的 线性 组 合 给 出 , 而 唯一 的 这 样 的 标量 是 ai = 0). 


在 计算 半径 很 大 的 球面 上 的 积分 时 , 在 速度 表达 式 (22.3) 中 日 然 只 须 保 
留 1/r? 量 级 的 项 即 可 . 对 于 这 个 积分 , 简单 的 计算 给 出 


Nn : 207 R* (5om Tninnm 一 anim), 


其 中 的 横 线 表示 对 各 个 方向 的 单位 矢量 n 取 平 均值 . 计算 这 样 的 平均 值 , 我 


们 最 后 得 到 i 
pt UU VUE Be ) | 4 


把 uto) 的 表达 式 (22.1) 代入 (22.6) 中 的 第 一 项 , 它 给 出 2mpoaix, 这 一 项 中 
的 一 阶 小 量 在 对 各 个 方向 的 n 取 平 均值 后 恒 等 于 零 (理应 如 此 , 因为 整个 效 
应 已 经 包含 在 (22.5) 的 积分 中 ). 所 以 , 悬浮 流体 有 效 黏 度 7 的 待 求 的 相对 修 
正 量 由 (22.6) 中 第 二 项 与 第 一 项 之 比 给 出 . 于 是 , 我 们 得 到 


5 47R3 
n=m(1+39) 法 “而 N, (22.7) 


其 中 y 是 所 有 小 球 的 总 体积 与 悬浮 流体 总 体积 之 比 , 它 是 一 个 小 量 . 

对 于 带 有 椭 球 形 颗粒 的 悬浮 流 体 , 类 似 的 计算 和 最 后 的 公式 已 经 变 得 极 

其 繁琐 @. 为 了 具体 说 明 , 对 于 某 些 比值 a/b (a 和 b=c 是 椭 球 半 轴 ), 我 们 列 
公式 








47abD2 
7= MN(l+ Ap), p= a 


@ 单位 失 量 分 量 乘 积 的 待 求 平均 值 是 对 称 张 量 , 它们 只 能 由 单位 张 量 5ix 组 成 。 注意 到 这 一 点 ， 
容易 求 出 


1 1 
NiNnik = ik, ninikniiTim = 15 (Sik OLm + BitOkm 十 im Ok1), 


@ 在 带 有 非 球形 固体 颗粒 的 悬浮 流体 中 ,速度 梯度 的 存在 对 固体 颗粒 有 定向 作用 ， 在 起 定向 作 
用 的 流体 动力 学 作用 力 和 不 定向 的 旋转 布朗 运动 的 共同 影响 下 , 固体 颗粒 在 空间 中 的 取向 分 布 是 各 向 
异性 的 ， 然 而 , 在 计算 慕 度 my 的 修正 量 时 不 必 考 虑 这 个 效应 : 取向 分 布 的 各 向 异性 本 身 与 速度 梯度 有 
关 (这 种 依赖 关系 在 一 级 近似 下 是 线性 的 ), 而 考虑 该 效应 则 会 导致 在 应 力 张 量 中 出 现 速度 梯度 的 非 线 
性 项 . 
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中 的 修正 系数 4 的 相应 数值 : 


a/5=01 02 05 10 2 5 10， 
A=8.04 471 2.85 2.5 2.91 5.81 13.6. 


从 球形 颗粒 的 比值 a/b = 1 开始 , 无 论 该 比值 增 大 还 是 减 小 , 修正 系数 都 越 来 
越 大 . 
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如 果 黏 性 流体 运动 方程 的 非 线 性 项 不 恒 为 零 ， 求解 这 些 方程 就 会 有 很 大 
困难 , 仅 在 为 数 不 多 的 情况 下 才能 得 到 精确 解 . 这 些 精确 解 有 重要 意义 一 一 即 
使 并 非 总 有 物理 意义 (因为 当 雷 诺 数 足够 大 时 实际 上 都 会 出 现 汕 流 )， 它 们 无 
论 如 何 也 有 方法 论 上 的 意义 . 

下 面 给 出 符 性 流体 运动 方程 精确 解 的 一 些 例子 . 

旋转 圆 盘 所 引起 的 流动 . 设 一 个 无 穷 大 平面 圆 盘 浸 没 在 黏 性 流体 中 并 绕 
自身 轴线 匀速 旋转 , 需要 确定 圆 盘 所 引起 的 流动 (T. von 卡门 , 1921). 取 盘 面 
作为 柱 面 坐标 系 中 的 平面 z = 0. 设 圆 盘 以 角速度 2 绕 z 轴 旋 转 . 考虑 >>0 
一 侧 的 无 界 流体 . 边界 条 件 具 有 以 下 形式 : 


在 z=0 处 ， 成 =0， 妈 = 人 r， 如 =0; 
症 交 二 65 处 | 亩 三 0 访 一 0 


当 z 一 co 时 , 轴 疝 速度 v 不 为 零 , 它 趋 于 一 个 由 运动 方程 本 身 确定 的 负 常 值 . 
其 实 , 流体 有 离开 旋转 轴 的 径 向 运动 , 特别 是 在 圆 盘 附 近 . 因此 , 为 了 保证 流体 
的 连续 性 , 必定 存在 来 自 无 穷 远 处 且 与 盘面 垂直 的 匀速 流动 . 我 们 寻求 运动 方 
程 以 下 形式 的 解 : 


vr 一 TIOFz)，Ve=7T10G(z)，Vz = VvNQH(z1), 
/8 
用 一 一 DZf2P(21 )， 其 中 Z1 三 


在 这 样 的 速度 分 布 中 , 径 向 速度 和 周 向 速度 正比 于 到 圆 盘旋 转轴 的 距离 ， 
而 竖 直 速度 v, 在 每 一 个 水 平平 面 上 保持 不 变 . 

代入 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 和 连续 性 方程 , 即 得 到 函数 F, G, 五 , 已 的 以 下 
方程 : 


(23.1) 


a ee Ts it 2FG+G'H =G", 


1__ DI 1 大 (23.2) 
HH 三 卫 十 五 ':， 2 有 8 二 万 三 0 
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( 撤 号 表示 对 zi 的 导数 ). 边界 条 件 是 
oD 
在 zl =oo 处 FF=0，G=0. 
于 是 , 我 们 把 问题 化 为 求解 单 自 变量 常 微 分 方程 组 , 该 问题 可 用 数值 方法 求解 . 
图 7 给 出 由 此 得 到 的 函数 , G, 一 是 的 图 像 . 当 一 co 时 , 五 的 极限 值 为 
一 0.886. 换言之 , 从 无 穷 远 处 流向 圆 
盘 的 流体 具有 速度 
vz(00) = —0.886Vv 1. 
作用 于 单位 面积 盘面 且 垂 直 于 
径 向 的 摩擦 力 为 czp=7aue/6z| 
如 果 忽 略 边缘 效应 ， 就 可 以 把 半径 
玉 很 大 但 取 有 限 值 的 圆 竹 上 的 摩 控 
力矩 写 为 
R 
M=2 / 2rr2oxodr 
= TBRpVzf23 G'(0) 图 7 


(积分 号 前 面 之 所 以 有 因子 2, 是 因为 圆 盘 的 两 面 都 接触 流体 ). 数值 计算 给 出 
函数 G 的 公式 


(23.3) 





M = -1.94R4pVzv23. (23.4) 


扩张 渠道 和 收缩 渠道 内 的 流动 . 设 两 个 平面 壁 按 一 定 角度 相交 (图 8 给 出 
这 两 个 平面 壁 的 横 截 面 示意 图 ), 流体 从 二 者 的 交 线 流 
出 或 流入 , 需要 确定 平面 壁 之 间 的 这 种 定常 流动 (G. 哈 
梅 尔 , 1917). 

取 柱 面 坐 标 系 r, z, yp, 其 z 轴 沿 两 个 平面 的 交 线 
(图 8 中 的 点 O), 而 角 yp 按 图 8 所 示 方 式 确定 . 沿 z 轴 
的 流动 是 均匀 的 , 并 且 自 然 可 以 假设 流动 是 纯 径 向 的 ， 





即 ws = vw = 0, vr = 二 v(7r, yp). 方程 (15.18) 给 出 图 8 
ou 16p ov 1 lO vv 
和 (3 
1 Op 2vOv 
“oro 0 (23.6) 
O(rv) 
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从 最 后 一 个 方程 可 见 , rv 仅仅 是 yp 的 函数 . 引入 函数 








u(y) = or, (23.7) 

从 (23.6) 得 到 

1 9p 12v? du 

peop 7 dp’ 
所 以 ; 

于 = up) + f(r). 
把 这 个 表达 式 代 入 (23.5), 我 们 得 到 方程 
d2u 


1 
dp 十 4 十 6u2 = Tar f(r). 


由 此 可 见 , 方程 左边 只 依赖 于 y, 而 右边 只 依赖 于 7, 所 以 两 边 均 为 常量 . 我 们 
把 这 个 常量 记 为 2C1, 于 是 


F 1 
开国 = 127 CI -5， 


从 而 





最 终 对 于 压强 则 有 


6 2 
之 志 (2 — C1) + const. (23.8) 


p 
对 于 u(y), 我 们 有 方程 
vu + hu 6u? = 201. 


方程 两 端 乘 以 w' 并 积分 一 次 , 有 
wu2 
Ta 2u? + 2u3 — 2C1u — 2C» = 0. 


由 此 得 到 


du 
es = 23. 
四 / ee 人 


此 即 速度 对 wp 的 待 求 依赖 关系 . 函数 u(y) 可 由 此 通过 椭圆 函数 表示 出 来 .三 
个 常量 C1, C2, Cs 可 由 边界 条 件 


u( 十 了 =0 (23.10) 
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和 等 流量 条 件 确定 , 后 者 要 求 单 位 时 间 内 通过 任何 横 截 面 >= const 的 流量 @ 
相同 : 
= ?| vr dy = ep 人 say (23.11) 

流量 Q 可 正 可 负 . 如 果 @ > 0, 则 平面 交 线 处 是 源 , 即 流体 从 角 顶 流出 (这 种 流 
动 称 为 扩张 渠道 内 的 流动 ). 如 果 Q < 0, 则 交 线 处 是 汇 , 即 流 动向 角 顶 汇聚 (这 
种 流动 称 为 收缩 渠道 内 的 流动 ). 无 量 纲 的 比值 |Q|/vwp 在 所 讨论 的 流动 中 起 雷 
庄 数 的 作用 . 

首先 考虑 收缩 流 (Q < 0). 为 了 研究 解 (23.9) 一 (23.11), 我 们 作出 将 在 下 面 
得 到 证 实 的 假设 : 流动 关于 平面 =10 对称 ( 即 u(P) = w(-2)). 函数 w(P) 处 
处 取 负 值 (速度 处 处 指向 角 顶 ), 它 从 e = 土 a/2 处 的 =0 单调 变化 为 p=0 
处 的 4 = 一 uo (uo > 0), 这 样 uo 就 是 |u| 的 最 大 值 . 于 是 , 当 w= 一 wo 时 应 有 
du/dw = 0. 我 们 由 此 断定 , w= 一 wo 是 (23.9) 的 被 积 函 数 中 根 号 下 三 次 多 项 式 
的 根 , 从 而 可 以 写 出 


UW 十 Git+ Cs = (十 u0)[ 一 22 一 (1 一 xz) 十 g]， 


其 中 gq 是 新 的 常量 . 因此 , 我 们 有 


du 
ai (23.12) 
-uo V(ut+uo)[—u — (1 — uo)ut+q| 


并 且 常 量 wo 和 9 由 条 件 


Es 9 du 
-uo V (ut+ uo)[—u — (1 — uo)u+t gq] [ 
(23.13) 
Re udu 


6 J Vutul ua 0 ujutg 

确定 (其 中 Re = |Q|/vp). 常量 g 应 为 正 , 否则 这 些 积 分 会 成 为 复数 . 可 以 证 
明 , 对 于 任何 Re 和 a < 7, 这 两 个 方程 都 有 解 wo 和 gq. 换言之 , 对 于 任何 项 
角 a 及 任何 雷诺 数 , 都 可 能 存在 对 称 的 收缩 流 (图 9). 我 们 来 详细 讨论 Re 很 
大 时 的 流动 . 与 很 大 的 Re 相对 应 的 是 uo 也 很 大 . 把 方程 (23.12) (对 于 p> 0) 
写 为 


0 d 
:3-0)-/ J 


我 们 从 而 看 出 , 只 要 |u| 不 接近 wo, 被 积 函数 在 整个 积分 域 上 就 是 小 量 . 这 表 
明 , 只 有 当 ” 接近 二 a/2 时 , 即 只 有 在 紧 靠 壁面 处 , |u| 与 uo 才 会 有 显著 差 


别 @. 换言之 , 对 于 角 ”区间 内 几乎 所 有 的 点 都 有 s const = 一 uo， 此外， 等 
式 (23.13) 表明 , 应 有 wo = Re/6a. 速度 v 本 身 等 于 |Q|/par, 这 对 应 于 无 昔 性 
的 势 流 , 其 速度 与 角度 无 关 , 并 且 按 照 反 比 于 r 的 规律 减 小 . 因此 , 在 大 涯 诺 数 
下 , 收缩 渠道 中 的 流动 与 理想 流体 的 势 流 相差 无 儿 . 忒 性 效应 仅 在 紧 贴 壁面 的 
薄 层 内 才 表 现 出 来 , 速度 在 此 薄 层 内 从 势 流 所 对 应 的 值 迅 速 降 为 零 (图 10). 





图 9 图 10 


现在 设 @ > 0, 即 考虑 扩张 流 . 我 们 首先 仍然 假设 流动 相对 于 平面 p=0 
对 称 , 并 且 w(y) (现在 >0) 从 y= 土 a/2 处 的 w=0 单调 增加 到 wp = 0 处 的 
4 二 Lo > 0. 取代 (23.13) 的 现在 是 


a=/ Vr 
(23.14) 


= J 
如 果 认为 uo 是 给 定 的 , 则 a 随 g 的 减 小 而 单调 增 大 , 当 g = 0 时 具有 最 大 值 : 
du 
Vu(uo —u)(u+uot+1) 
另 一 方面 , 容易 证 明 , 当 g 给 定时 , a 是 wo 的 单调 减 函 数 . 由 此 可 见 , 当 a 给 
定时 , uo 是 4 的 单调 减 函数 , 其 最 大 值 对 应 于 g = 0 并 由 上 述 方程 给 出 , 最 大 
值 Re = Remax 也 与 最 大 值 wo 相对 应 . 利用 代 换 


Uo 


大 2 = 
1 十 2uo 


u 一 Wo coOS2 x 





名 可 能 出 现 的 一 个 问题 是 : 这 个 积分 在 u < 一 wo 时 究竟 是 如 何 变 大 的 ? 其 实 , 当 wo 很 大 时 , 三 
项 式 - 妇 一 (1 一 xuo)v+9g 的 一 个 根 也 接近 -vvo, 所 以 根 号 内 的 整个 表达 式 具 有 几乎 重合 的 两 个 根 , 整 
个 积分 因而 在 u = 一 wo 时 “几乎 发 散 ". 
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可 以 把 Remax 对 a ea 


= 2V1 — 2kz 
三 A 
(23.15) 
1—k? ny a 
Renw = 60 3s + A Y= 2 sin2z dz. 


因此 , 在 具有 给 定 顶 角 的 扩张 渠道 中 , 仅 当 雷 诺 数 不 超过 一 个 确定 值 时 才 
可 能 有 处 处 扩张 的 对 称 流动 (图 11 (a)). 当 a 王 不 时 (对 应 kk 一 0), Remax 一 0; 
党 a 一 0 时 (对 应 太一 1/V2)， Remax 按 有 ex 一 18.8/a 的 规律 趋 于 无 穷 大 . 





图 11 


当 Re > Remax 时 , 在 扩张 渠道 中 存在 处 处 扩张 的 对 称 流 的 假设 是 不 成 立 
的 , 因为 条 件 (23.14) 无 法 得 到 满足 . 函数 u(yw) 在 区 间 -a/2 < wp < a/2 上 必 
定 有 若干 个 极 大 值 或 极 小 值 , 而 与 此 相应 的 w(w) 值 仍旧 应 当 是 根 号 下 多 项 式 
的 根 . 所 以 很 显然 , 三 项 式 好 +(1+xuwojv+a(uo>0, g >0) 在 该 区 间 上 必定 
有 两 个 负 实 根 , 根 号 下 的 表达 式 因 此 可 以 写 为 


(uo — u)(u + uo)(u + uo), 


其 中 wu > 0, wb > 0, > 0. 设 ww < 沁 . 函数 u(yp) 显然 可 在 区 间 wo > wu > 一 ub 
内 变化 , 并 且 w= wo 对 应 于 u(yp) 的 正极 大 值 , 而 w = -好 对 应 于 负极 小 值 . 
我 们 不 再 详细 研究 这 样 得 到 的 解 ， 仅仅 指出 , 当 Re > Remax 时 , 首先 会 出 现 
速度 有 一 个 极 大 值 和 一 个 极 小 值 的 解 ， 并 且 流 动 相对 于 平面 = 0 并 不 对 称 
(图 11(b)). 当 Re 进一步 增 大 时 , 会 出 现 速度 具有 一 个 极 大 值 和 两 个 极 小 值 的 
对 称 解 (图 11 (c)), 如 此 等 等 . 因此 , 在 所 有 这 些 解 中 , 既 有 向 外 流动 的 区 域 , 也 
有 向 内 流动 的 区 域 (但 总 流量 Q 当然 是 正 的 ). 当 Re 一 co 时 , 交替 出 现 极 小 
值 和 极 大 值 的 数目 无 限 增加 , 所 以 不 存在 确定 的 极限 解 . 因此 我 们 强调 , 扩张 
流 的 解 当 Re 一 co 时 并 不 像 收缩 流 的 解 那样 趋 于 欧 拉 方 程 的 解 . 最 后 我 们 指 
出 , 随 着 Re 的 增 大 , 上 述 类 型 的 定常 扩张 流 在 Re 超过 Remsx 后 很 快 就 变 为 
不 稳定 的 , 从 而 出 现 满 流 . 
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浸没 射流 . 设 一 束 射 流 从 细 管 一 端 射 入 充满 同一 种 流体 的 无 穷 大 空间 , 从 
而 形成 人 们 所 说 的 浸没 射流 , 需要 确定 其 中 的 流动 (I. 朗 道 , 1943). 
取 球 面 坐 标 r>, 9, yp, 极 轴 指 向 射流 方向 , 坐标 原点 位 于 射流 出 口 点 . 流动 
绕 极 轴 是 对 称 的 , 从 而 we = 0, 并 且 wo, w 只 是 r, 9 的 函数 . 通过 包围 原点 的 
任何 封闭 曲面 (例如 通过 无 穷 远 处 的 封闭 曲面 ) 的 总 动量 流 (“射流 动量 ") 应 
当 相 等 . 为 此 , 速度 应 当 反 比 于 到 坐标 原点 的 距离 x, 即 
gy = TF(0), i = f(0), (23.16) 


其 中 F, f 是 只 依赖 于 9 的 某 些 函数 . 连续 性 方程 为 


1 D(r2ur) 二 四 
72 Or reing B00 RS 
由 此 求 出 

F(0) = -七 一 站 cot0. (23.17) 


根据 对 称 性 已 经 可 以 看 出 , 射流 的 动量 流 密度 张 量 的 分 量 本.。, Te。 恒 为 
零 . 假设 分 量 Foe 和 攻 ps 也 为 零 (我 们 这 样 就 得 到 满足 全 部 必要 条 件 的 解 , 从 
而 证 明 该 假设 是 正确 的 ). 利用 张 量 分 量 oi 的 表达 式 (15.20) 和 公式 (23.16)， 
(23.17) 容易 证 明 , 射流 的 动量 流 密 度 张 量 的 分 量 Dee, 了 ss 和 17g 之 间 的 关 
系 为 

JJ76 sin20 一 二 

所 以 ,由 Eee =0 和 Zeoe=0 可 知 万 e=0. 于 是 , 在 全 部 分 量 I 中 只 有 三， 
不 为 零 , 它 像 一 那样 随 > 变化 . 容易 看 出 , 运动 方程 91Tix/9zk = 0 此 时 自动 
满足 . 

然后 , 我 们 写 出 


To — Tee) sin?0l. 


1 | 
F(Te0 ~ Hpe) = a(f* +2vf cotl — 2vf') =0, 


即 
3 
df fF 
这 个 方程 的 解 是 a 
vy SIN 
a (23.18) 





于 是 从 (23.17) 就 得 到 F: 


F= 2 | (23.19) 
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从 方程 
二 过 省 ff +2vcot0)=0 
p 入 ”全 
确定 压强 分 布 , 得 
_ 4pv*(Acos0—1) 
~ cos0)? 
(po 是 无 穷 远 处 的 压强 ). 
可 以 给 出 常数 4 与 “射流 动量 " 之 间 的 关系 , 即 它 与 射流 中 的 总 动量 流 之 
间 的 关系 . 后 者 等 于 球面 上 的 积分 


(23.20) 


P= 岂 rreosgdaf=2r/ r2ITrcosgsin0db. 
0 


EE Trr. 等 于 
yo 4 | (1 通 
”2 |(A—cos0)4 A—cos0| 


计算 上 述 积分 , 结果 为 





es 


4 
了 过 2 
P= 16nv pAl1+ BR - 5 py 区 一 (23.21) 


bp | 
公式 (23.16) 一 (23.21) 给 出 了 这 个 问题 的 解 . 当 常数 4 从 1 变化 到 oo 时 , 射流 
动量 P 的 值 从 ee 变化 到 0. 
流 线 由 方程 dr/v = rdb/uy 确定 , 积分 后 给 出 
rsin20 

4 一 cosb 
流 线 形状 的 特征 如 图 12 所 示 . 流动 是 从 坐标 原点 射出 并 把 周围 流体 也 带动 起 
来 的 一 股 射流 . 如 果 约 定 射流 边界 是 流 线 上 到 轴线 距离 (rsin9) 最 小 的 点 所 
组 成 的 曲面 , 则 该 边界 是 顶 角 为 29o 的 圆锥 面 ， 


其 中 cosbo = 1/4. me 
在 弱 射 流 极 限 下 (已 很 小 , 4 相应 地 很 大 )， ae 

从 (23.21) 有 es 
-a 16rz2p ~ 


A 
对 于 速度 , 此 时 得 到 图 12 


= COnat. (23.22) 








(23.23) 
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相反 , 在 强 射 流 极限 下 (P 很 大 , 这 对 应 着 4 一 1) 电 , 我 们 有 





08 647z? 
4=1+ 本 ， 2= sp 
对 于 大 角度 情形 (9 ~ 1), 速度 分 布 由 公式 
Vy = -之 cot 5 Vy 二 -之 (23.24) 
给 出 , 但 对 于 小 角度 情形 (9 ~ 60) 则 有 
4v0 8v02 


风 运 (23.25) 


(B+)r’ "(0 +O) 

对 于 来 自 点 源 的 射流 ， 这 里 得 到 的 解 是 精确 的 .如果 考 虑 管 口 的 有 限 尺 
寸 , 这 个 解 就 是 按 管 口 尺 寸 与 到 管 口 距 离 x 的 比值 展开 的 震级 数 的 第 一 项 . 与 
此 相关 的 一 个 结果 是 ， 如 果 根 据 所 得 的 解 来 计算 通过 包围 原点 的 封闭 曲面 的 
总 流量 , 则 该 流量 为 零 . 如 果 在 按 上 述 比值 的 展开 式 中 考虑 高 阶 项 , 就 会 得 到 
不 为 零 的 流量 @ 
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如 果 浸 没 在 黏 性 流体 中 的 固体 发 生 振 动 , 流体 也 会 随 之 运动 , 这 样 的 流动 
具有 许多 特性 . 为 了 研究 这 些 特性 ， 从 一 个 简单 而 典型 的 例子 开始 较为 适宜 
(G. G. 斯 托 克 斯 , 1851). 设 不 可 压缩 流体 以 一 个 无 穷 大 固体 平板 为 边界 , 该 平 
板 (在 自身 所 在 平面 内 ) 以 频率 w 作 简 谐振 动 , 需要 确定 由 此 引起 的 流动 . 取 
平板 为 yz 平面 , 流体 所 在 区 域 对 应 z > 0, 而 y 轴 方 向 与 平板 振动 方向 一 致 . 
平板 的 振动 速度 v 是 时 间 的 函数 , 其 形式 为 4cos(wt + a). 把 这 样 的 函数 写 为 
复 变 量 的 实 部 较为 方便 : 4 = Re(uoe “) (常数 uo = 4e-” 一般 而 言 是 复数 
适当 选择 时 间 的 起 点 , 总 可 以 使 它 成 为 实数 ). 

我 们 的 计算 直到 现在 仅仅 涉及 速度 的 线性 运算 , 于 是 可 以 省 略 实 部 符 
号 并 把 v 当做 复数 进行 运算 , 最 后 取 结 果 的 实 部 即 可 . 因此 , 我 们 写 出 


wy 一 人 一 WOeet. (24.1) 


@ 然而 , 在 充分 强 的 射流 中 , 流动 其 实 会 变 为 潮流 (§ 36)， 我 们 指出 , 对 于 所 研究 的 射流 ,起 雷 
诺 数 作用 的 是 无 量 纲 参数 (P/pv?)172. 

@ 见 : Pymep IO.B. IIpaxkn. maT. Mex. 1952, 16: 255. 

JI.T. 洛 强 斯 基 研 究 了 漫 没 层 流 旋转 射流 (对 管 轴 的 动量 矩 不 为 零 )， 见 : JIoiiuancknB I.T. TIpukn. 
MaT. Mex. 1953, 17: 3, 

我 们 还 记得 , 对 于 不 可 压缩 蒜 性 流体 的 任何 定常 轴 对 称 运动 ， 如 果 速 度 随 距离 按照 1/r 的 规律 减 
小 , 则 流体 动力 学 方程 可 以 化 为 一 个 二 阶 线性 常 微分 方程 ， 见 : Creakra H.A. Ya. aan. MTY. 1934, 2; 
Tpukn. MaT. Mex. 1954, 18: 764. 
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流体 速度 应 当 满 足 z = 0 处 的 边界 条 件 v = 4, 即 
Vr = Vz 一 0， ww =. 


由 对 称 性 显然 可 知 , 所 有 的 量 只 依赖 于 坐标 z (和 时 间 加 . 因此 , 从 连续 性 
方程 divv = 0 得 到 
Ovz 
Be 
因而 wz = const, 而 根据 边界 条 件 , 该 常量 应 为 零 , 即 wz = 0. 又 因为 所 有 的 量 
均 与 坐标 y, z 无 关 , 所 以 有 恒等式 (v.V)v = 0. 运动 方程 (15.7) 的 形式 变 为 
> = -= gradDp 十 ZAV. (24.2) 
此 方程 是 线性 的 , 其 z 分 量 给 出 8p/8z = 0, 即 p = const. 
由 对 称 性 显然 还 可 以 看 出 , 速度 w 的 方向 处 处 都 与 y 轴 方 向 一 致 . 对 于 
vy = 二 Vv, 我 们 有 方程 





2 
(其 类 型 与 一 维 导热 方程 相同 ). 我 们 来 寻求 关于 z 和 上 + 上 的 以 下 形式 的 周期 解 : 
vy 一 Ug wt) 
并 且 要 求 它 在 xz = 0 处 满足 条 件 v= w. 代入 方程 , 得 到 
这 = 类 = —, i= /2 (24.4) 
从 而 得 到 速度 
v= uoe /sei(s/s—wt) (24.5) 


(在 (24.4) 中 应 这 样 选取 平方 根 Vi 的 符号 , 使 速度 随 流 体 深度 增加 而 衰减 ). 
因此 , 在 黏 性 流体 中 能 够 存在 横 波 : 速度 w = wv 垂直 于 波 的 传播 方向 . 然 
而 , 这 种 波 在 远离 导致 波动 出 现 的 振动 平板 时 迅速 衰减 . 振幅 的 衰减 按照 指数 
规律 进行 , 穿 透 深 度 为 6 @. 穿 透 深度 随 着 频率 的 增 大 而 减 小 , 随 着 流体 黏度 
的 增 大 而 增 大 . 
作用 于 固体 平板 的 摩擦 力 显 然 沿 y 轴 方 向 . 单位 面积 上 的 摩擦 力 等 于 


Ov 


Soy 





3 ~ (i— 1)u. (24.6) 


T=0 


@ 在 深度 为 5 处 , 振幅 减 小 到 原来 的 1/e, 而 在 一 个 波长 的 深度 上 , 振幅 减 小 到 1/e2r 有 ~ 1/540. 
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假设 wo 是 实数 并 分 离 (24.6) 的 实 部 , 我 们 得 到 
Oozy 一 一 VwT1D Uo COS (wt 十 开 ) 5 


而 振动 平板 的 速度 是 v = wo coswt, 所 以 在 速度 与 摩擦 力 之 间 存 在 相位 差 3. 
还 容易 计算 上 述 流 动 中 的 能 量 耗 散 的 (时 间 ) 平均 值 . 可 以 按照 一 般 公 式 
(16.3) 计算 , 但 此 时 直接 计算 摩擦 力 的 功 从 而 得 到 所 求 耗 散 值 更 为 简单 . 其 实 ， 
单位 面积 振动 平板 上 的 能 量 耗 散 率 等 于 力 ow 与 速度 wy = 的 乘积 的 平均 值 : 
wo [pn (24.7) 


me 


它 与 振动 频率 的 平方 根 及 流体 黏度 的 平方 根 成 正比 . 

在 一 般 问题 中 , 平板 按照 任意 规律 = w(t) (在 自身 平面 内 ) 运动 , 对 于 由 
此 导致 的 流动 也 可 以 给 出 显 式 的 解 . 我 们 不 打算 在 这 里 给 出 相应 的 计算 , 因为 
方程 (24.3) 的 这 种 解 与 热传导 理论 中 类 似 问题 的 解 在 形式 上 是 相同 的 , 而 后 者 
将 在 $52 中 研究 (其 解 由 公式 (52.15) 给 出 ). 特别 地 , (单位 面积 ) 平板 所 受 的 
摩擦 力 可 按照 以 下 公式 计算 (对 比 (52.14)): 


t 
/np du(7) dr7 
Sa VY TJs dr Vi 一 7 (34.8) 


现在 研究 振动 物体 具有 任意 形状 的 一 般 情况 . 在 上 述 振动 平板 的 情况 下 ， 
流体 运动 方程 中 的 (v.V)v 这 一 项 恒 等 于 零 , 对 于 任意 形状 的 固体 当然 并 非 
如 此 , 但 我 们 将 假设 这 一 项 远 小 于 其 余 各 项 ,从 而 仍 可 忽略 . 能 够 作 此 假设 的 
必要 条 件 将 在 后 面前 述 . 

因此 , 我 们 仍 将 像 前 面 一 样 从 线性 方程 (24.2) 出 发 . 在 该 方程 两 边 取 旋 度 ， 
因为 rot gradp 恒 等 于 零 , 所 以 得 到 








4 rot v = vA rot wv, (24.9) 


即 rotw 满足 热传导 方程 类 型 的 方程 . 
但 是 , 我 们 在 前 面 已 经 看 到 , 这 类 方程 所 描述 的 量 是 按照 指数 规律 衰减 的 . 
所 以 我 们 能 够 断定 , 涡 量 随 着 深度 增加 而 衰减 . 换言之 , 由 物体 振动 所 引起 的 


@ 当 半 无 穷 大 平板 振动 时 (振动 方向 平行 于 其 边缘 ), 会 出 现 与 边缘 效应 有 关 的 附加 摩擦 力 ， 关 
于 半 无 穷 大 平板 振动 时 黏 性 流体 运动 的 问题 (以 及 更 一 般 的 关于 任意 角度 棉 振 动 的 问题 ), 都 可 以 借 
助 于 方程 Af +k2y = 0 的 一 类 解 来 求解 ， 这 类 解 曾 被 用 于 横 的 衍射 理论 . 我 们 在 这 里 仅仅 指出 以 下 
结果 : 半 无 穷 大 平板 上 由 于 边缘 效应 而 增加 的 摩擦 力 , 可 以 描述 为 由 于 平板 边缘 移动 了 距离 5/2 而 使 
其 面积 增 大 的 结果 , 其 中 5 由 (24.4) 给 出 ( 工 .区 . 朗 道 , 1947). 
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流 运 在 物体 周围 某 一 层 内 是 有 旋 流 , 而 经 过 较 大 距离 后 就 迅速 变 为 势 流 . 有 旋 
流 穿 透 深度 的 量 级 为 6. 

因此 , 可 能 有 两 个 重要 的 极限 情况 . 量 5 可 能 远大 于 或 远 小 于 流体 中 的 振 
动物 体 的 尺寸 . 设 1 是 该 尺寸 的 量 级 . 首先 考虑 5 之 ! 的 情况 , 这 意味 着 , 应 当 
成 立 条 件 Bw 和 v. 除 此 之 外 , 我 们 还 假设 震 庄 数 很 小 . 如 果 a 是 物体 的 振幅 
则 其 速度 的 量 级 为 aw, 所 以 这 种 流动 的 雷诺 数 是 wal/v. 因此 , 我 们 假设 成 立 
条 件 


1 
l2w < vr, ~ <l. (24.10) 


这 是 低频 振动 情况 . 但 是 低频 又 意味 着 速度 随时 间 缓 慢 地 变化 , 所 以 在 一 般 的 
运动 方程 
+(v:V)v = -Vp+ vAv 
中 可 以 忽略 导数 9v/. 还 可 以 忽略 项 (v.V)v, 因为 雷诺 数 很 小 . 

在 运动 方程 中 没有 项 0v/6t, 这 意味 着 定常 流动 . 因此 , 当 6 > 1 时 , 流动 
在 每 个 给 定时 刻 都 可 看 做 是 定常 的 . 这 表明 , 每 个 给 定时 刻 的 流动 就 相当 于 物 
体 以 该 时 刻 的 速度 作 匀 速 运 动 所 引起 的 流动 . 例如 , 如 果 讨 论 一 个 浸没 在 流体 
中 的 球体 , 其 振动 频率 满足 不 等 式 (24.10) (现在 1 是 球体 半径 ), 就 可 以 下 结 
论说 , 球体 所 受阻 力 可 由 低 雷 诺 数 下 球体 匀速 运动 时 的 斯 托 克 斯 公式 (20.14) 
给 出 . 

现在 研究 相反 的 情况 , 即 ! 六 5 的 情况 . 为 了 仍然 可 以 忽略 项 (vw.V)u, 这 
时 还 必须 成 立 一 个 条 件 : 物体 的 振幅 远 小 于 其 尺寸 , 即 


lw >v, a<l (24.11) 


(注意 雷诺 数 此 时 根本 不 必 很 小 )， 其 实 , 我 们 来 估计 (wu.V)o. 算 子 (u.V) 表 
示 沿 速度 方向 的 一 种 微分 运算 . 但 在 物体 表面 附近 , 速度 方向 与 切线 方向 基本 
一 致 , 而 在 这 个 方向 上 , 速度 仅 在 物体 尺寸 量 级 的 距离 上 才 有 显著 变化 , 所 以 
(VV)v ~ v3/l ~ azw2/ (速度 v 本 身 的 量 级 为 aw). 导数 Bw /8t ~ vw ~ aw?. 
对 比 这 两 个 表达 式 , 我 们 看 出 , 在 a < 1 时 确实 有 (v:V)v < ao/8t. 还 容易 确 
认 , 项 9v/8t 和 vAw 此 时 具有 相同 的 量 级 . 

现在 讨论 当 条 件 (24.11) 成 立时 振动 物体 周围 流动 的 性 质 . 在 紧 贴 物体 表 
面 的 薄 层 内 , 流动 是 有 旋 的 ， 而 对 于 薄 层 之 外 的 流体 , 流动 是 有 势 的 .所 以 ， 


@@ 在 平板 振动 的 情况 下 , 经 过 距离 5 后 不 仅 rotu 会 衰减 , 速度 v 本 身 也 会 衰减 .这 是 因为 , 平 
板 在 振动 时 并 不 会 排 开 流体 , 于 是 距离 平板 较 远 的 流体 仍然 保持 静止 . 在 其 他 形状 物体 振动 的 情况 下 ， 
物体 会 排 开 流体 , 流体 因而 运动 起 来 , 其 速度 仅 在 与 物体 尺寸 相当 的 距离 上 才 有 显著 衰减 
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除了 紧 贴 物体 的 薄 层 , 各 处 的 流动 都 可 由 以 下 方程 描述 : 
ry = 人 0 dyv=0, (24.12) 


由 此 可 知 , 还 有 Aw = 0, 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 于 是 化 为 欧 拉 方程 . 因此 , 除了 紧 
贴 物体 的 薄 层 , 流体 处 处 都 像 理 想 流体 那样 运动 . 

因为 紧 贴 物体 的 这 一 层 很 薄 ， 所 以 在 为 了 确定 其 余部 分 流体 的 运动 而 求 
解 方程 (24.12) 时 , 本 来 应 当 把 物体 表面 上 必须 满足 的 条 件 一 一 即 流体 速度 等 
于 物体 速度 的 条 件 一 一 作为 边界 条 件 . 然而 , 理想 流体 运动 方程 的 解 无 法 满足 
这 些 条 件 , 只 能 要 求 垂 直 于 物体 表面 的 流体 速度 分 量 满足 这 样 的 条 件 . 

虽然 方程 (24.12) 不 适用 于 紧 贴 物体 表面 的 流体 层 , 但 因为 从 这 两 个 方程 
解 出 的 速度 分 布 已 经 满足 了 法 向 速度 分 量 所 必须 满足 的 边界 条 件 ， 所 以 该 分 
量 在 物体 表面 附近 的 实际 变化 过 程 并 不 重要 . 至 于 切 向 分 量 , 则 通过 求解 方程 
(24.12), 我 们 得 到 该 分 量 的 某 个 值 , 它 不 等 于 物体 速度 的 相应 分 量 , 但 这 两 个 
速度 分 量 应 当 相 等 . 所 以 , 在 紧 贴 物体 的 薄 层 内 , 切 向 速度 分 量 必定 发 生 迅 速 
的 变化 . 

容易 确定 这 种 变化 的 过 程 . 考虑 物体 表面 的 任何 一 部 分 , 其 尺寸 远大 于 6 
却 远 小 于 物体 尺寸 . 这 部 分 表面 可 以 近似 视 为 平面 , 从 而 可 以 对 它 使 用 关于 平 
面 情况 的 上 述 结果 . 设 x 轴 指 向 所 讨论 的 这 部 分 表面 的 法 向 , 而 y 轴 指 向 其 切 
癌 , 并 且 该 方向 与 这 部 分 表面 的 切 向 速度 方向 一 致 . 用 w 表示 流体 相对 于 物 
体 的 速度 的 切 向 分 量 . 在 物体 表面 上 , w 应 为 零 . 最 后 , 设 vuoe-i 是 通过 求解 
方程 (24.12) 而 得 到 的 w 值 . 根据 本 节 最 初 所 得 结果 可 以 下 结论 说 , 在 紧 贴 物 
体 表 面 的 薄 层 中 , 量 w 在 不 断 接 近 物 体 表面 时 将 按照 以 下 规律 减 小 @: 

一 ooerit a | | (24.13) 


最 后 , 总 的 能 量 耗 散 率 等 于 振动 物体 全 部 表面 上 的 积分 


= 1 
Bn = 一 二 | 一 ¢ lvol?df. (24.14) 


本 节 习 题 计算 了 在 黏 性 流体 中 振动 的 各 种 物体 所 受 的 阻力 ， 这 里 对 这 些 
力作 出 以 下 一 般 说 明 . 我 们 把 物体 的 运动 速度 写 为 复数 形式 , u = woe-i#, 由 
此 得 到 的 阻力 正比 于 速度 % 并且 也 具有 复数 形式 下 = Bu, 其 中 8= Bi ++i6。 
是 复 常 数 . 该 表达 式 可 以 写 为 分 别 正比 于 速度 w 和 加 速度 的 两 项 之 和 : 


F= (Bi+iba)u= Bu- i (24.15) 


@ 速度 分 布 (24.13) 是 在 使 物体 静止 (在 xz = 0 处 w = 0) 的 参考 系 中 写 出 的 ， 所 以 , 应 取 静 止 
物体 有 势 绕 流 问题 的 解 作 为 vo， 
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其 中 的 系数 是 实数 . 
能 量 耗 散 率 的 (时 间 ) 平均 值 可 以 通过 阻力 与 速度 乘积 的 平均 值 来 计算 . 
当然 , 此 时 首先 应 当 取 上 述 表 达 式 的 实 部 , 即 


= (uo e 一 iwt h Use”), Fs= (wo e 一 iwt 起 us Breiot). 
注意 到 e+?%t 的 平均 值 等 于 零 , 我 们 得 到 
Bin = Fu = 7(B +B")luol? = 3uluol?. (24.16) 


我 们 由 此 看 出 , 能 量 耗 散 只 与 量 8 的 实 部 有 关 , 阻力 (24.15) 的 相应 部 分 ( 正 
比 于 速度 的 部 分 ) 可 以 称 为 耗 散 部 分 . 阻力 的 另 一 部 分 (由 8 的 虚 部 确定 的 部 
分 ) 正比 于 加 速度 且 不 涉及 能 量 耗 敬 , 可 以 称 为 惯性 部 分 . 

采用 类 似 方法 可 以 给 出 在 黏 性 流体 中 作 旋 转 振 动 的 物体 所 受 的 力 托 . 


习 题 


1. 设 两 个 平行 平板 之 间 有 一 层 黏 性 流体 , 其 中 一 个 平板 在 自身 平面 内 振动 , 求 作用 于 
每 个 平板 的 摩擦 力 . 
解 : 我 们 寻求 方程 (24.3) 的 以 下 形式 的 解 中 : 


v= (Asinkz+ Becoskzr)e , 
并 从 以 下 条 件 确定 A 和 B: 
在 I 二 0 处 v= 二 4U=uoe tt， 在 z=h 处 v=0 


(hh 是 平面 之 间 的 距离 )， 结果 得 到 


_ sink(h—Z) 
ne 
运动 平板 单位 面积 上 的 摩擦 力 等 于 


= 2 = —7ku cot kh, 
z=0 








而 固定 平板 单位 面积 上 的 摩擦 力 等 于 
__ Ov _ nku 
Ei Br|,_., sinkh 
(相应 表达 式 均 理解 为 取 其 实 部 ) 


@ 在 本 节 所 有 习题 中 , k 和 5 均 由 (24.4) 给 出 . 
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2. 设 一 个 在 自身 平面 内 振动 的 平面 上 覆盖 有 一 层 液 体 (厚度 为 h), 液体 的 上 表面 是 
自由 面 , 求 作用 于 平板 的 摩擦 力 . 
解 : 平板 和 自由 面 上 的 边界 条 件 分 别 为 : 


在 T= 二 0 处 v= 在 c= 处 gay =F =0 
速度 为 
cosk(h— Zz) 
cos kh 


摩擦 力 为 
v 
三 泊 Bz 本 = nku tan kh. 


3. 设 一 个 直径 尽 很 大 的 平面 圆 盘 绕 其 轴 在 流体 中 作 小 振幅 旋转 振动 ， 并且 转动 角 
0 = 二 00coswt, b 之 1, 求 作 用 于 圆 盘 的 摩擦 力矩 . 

解 : 对 于 小 振幅 振动 ,无论 频率 w 如 何 , 运动 方程 中 的 项 (5 .V)o 总 是 远 小 于 8w/6t. 
如 果 民 汪 5, 则 在 计算 速度 分 布 时 可 以 认为 圆 盘 是 无 穷 大 的 . 取 柱 面 坐标 系 , 其 z 轴 与 旋转 
轴 重 合 , 并 寻求 形式 为 vr 二 vs 二 0, vp 二 v= 二 7 人 2(z, t) 的 解 . 对 于 流体 的 角速度 人 2(z, 加， 
我 们 得 到 方程 

ap _ ,op 
ot O22 
让 此 方程 的 解 在 z = 二 0 处 等 于 一 wosinwt, 在 z= 二 oo 处 等 于 零 , 则 


1 = 一 wboe-z/5 sin (wt 一 了 5 


作用 于 圆 盘 两 面 的 摩擦 力矩 等 于 





M =2 /2mr ov dr = whomr Vw Rcos (wt—) 
0 7 az 站 全 47/ 


z= 
4. 设 两 个 平行 平板 之 间 的 流体 中 存在 压强 梯度 ,并 且 压 强 梯度 随时 间 按 照 简 谐 规律 
变化 , 求 流体 的 运动 . 
解 : 在 两 个 平板 之 间 正 中 央 取 zz 平面 , 设 rz 轴 沿 压强 梯度 方向 , 并 把 该 梯度 写 为 以 
下 形式 : 


p_i 
7 Bs = Qe 
速度 处 处 沿 z 方向 , 可 由 方程 
ou iw ,Ov 
束 一 Ce Wi 


确定 . 让 此 方程 的 解 满足 条 件 : 在 y= 二 土 h/2 处 v= 0, 则 


| _ _Cosky | 
ww cos(kh/2) | 
速度 (在 横 截 面 上 ) 的 平均 值 等 于 

ia 2 kh 


二 ew (1 一 hk tan 可 外. 
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当 h/6 之 1 时 , 此 表达 式 变 为 ， 
一 ~ -iwt he 
on 


这 与 (17.5) 一 致 . 当 hh/6 六 1 时 可 以 得 到 


2 
万 之 一 e 


WwW 


与 此 相应 的 是 , 速度 在 截面 上 必定 近乎 处 处 相同 , 仅 在 紧 贴 平板 的 薄 层 内 才 有 显著 变化 . 
5. 设 一 个 球体 (半径 为 RR) 在 流体 中 作 平 移 振 动 , 求 作用 在 球体 上 的 阻力 . 
解 : 球体 加 度 二 uoe-“*. 类 似 于 520 中 的 做 法 , 我 们 寻求 以 下 形式 的 流体 速度 : 


VU=e trotrot(fuo) 


其 中 f 仅 是 7+ 的 函数 (坐标 原点 取 在 球 心 的 瞬时 位 置 ). 代入 (24.9) 并 进行 与 820 中 的 变 
换 相 类 似 的 变换 , 我 们 得 到 方程 
2 lo = 
Af+—Af=0 
(代替 820 中 的 方程 A?f = 0). 所 以 有 


eikr 


7 》 


所 选择 的 解 随 > 按 指数 规律 衰减 , 而 非 按 指数 规律 增加 .积分 后 得 到 


至 = (一 去 )+ 旋 (1) 


Af = const : 





dr 
(可 以 不 写 出 函数 厂 本身, 因为 在 速度 中 只 出 现 导数 f' 和 jj). 在 r= 必 处 =u, 由 此 
条 件 确 定常 量 a 和 上 b, 结果 为 


SR 
rg @ ikR 局 )， (2) 
我 们 指出 , 在 高 频 情 况 下 ( 尽 六 bj,a 瑟 0,)5 一 一 Ra/2, 这 对 应 着 势 流 (8 10 习题 2), 并 且 
与 824 中 的 结论 一 致 
阻力 可 按 公 式 (20.13) 计算 , 积分 域 是 球面 . 结果 为 


要 2, / 202 (1 + 28) du 
F=6mR(1+ 和 ) ut arR (+ or (3) 
当 w= 二 0 时 , 此 公式 化 为 斯 托 克 斯 公式 , 而 在 高 频 情 况 下 可 得 
= 守 pR + 6r 忆 2 V2npwu. 


在 这 个 表达 式 中 , 第 一 项 对 应 于 绕 球 势 流 中 的 惯性 力 ( 见 811 习题 1), 而 第 二 项 给 出 耗 散 
力 的 极限 表达 式 . 也 可 以 按照 公式 (24.14) 计算 能 量 耗 散 , 从 而 求 出 这 里 的 第 二 项 (对 比 下 
一 道 习题 ). 
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6. 设 一 个 无 穷 长 圆柱 体 (半径 为 RR) 在 流体 中 振动 , 振动 方向 重 直 于 圆柱 轴 , 求 圆柱 
体 所 受阻 力 (在 高 频 情 况 下 , 即 当 5 < 民 时 ) 的 极限 表达 式 . 
解 : 静止 圆柱 体 横向 绕 流 的 速度 分 布 由 公式 


带 王 En(un) -yu 
给 出 ( 见 810 习题 3), 由 此 求 出 圆柱 体 表面 上 的 切 向 速度 : 
vo = 一 2 Sin 


(r, P 是 横 截 面 上 的 极 坐 标 , 极 角 gp 从 人 & 的 方向 算 起 )， 按 照 (24.14) 求 出 (单位 长 度 圆 柱 


体 的 ) 能 量 耗 散 率 : 和 
Ekin = ru RV2pnw. 
与 公式 (24.15), (24.16) 进行 对 比 , 得 到 所 求 的 阻力 : 
Fudiss = 27 RuV 2Ppnw. 
7. 求 在 流体 中 任意 运动 的 球体 (其 速度 是 时 间 的 给 定 函 数 44 二 u(t)) 所 受 的 阻力 . 
解 : 把 w(t) 展开 为 传 里 叶 积 分 : 
和 从 一 元 所 Uwe tdw, ww = 上 u(T)ew7d7. 
因为 方程 是 线性 的 , 所 以 总 阻力 可 以 写 为 当 带 度 等 于 各 傅 里 叶 分 量 uue 上 时 所 得 阻力 的 
积分 的 形式 . 这 些 阻力 可 由 习题 5 公式 (3) 给 出 , 它们 等 于 


| 使- 宇 +2 vol. 





rpR ue 


注意 到 (du/dt)。 = 一 jwuw, 把 此 式 改 写 为 


pre Bw 十 3 (Wo + 3 ( 记忆 | 


在 积分 时 , 第 一 项 和 第 二 项 分 别 给 出 u(t) 入 (tj). 为 了 计算 第 三 项 的 积分 , 我 们 首先 指出 ， 
对 于 负 的 w, 应 当 把 这 一 项 写 为 复 共 示 形 式 , 即 用 (1 一 i)/ Viw| 代替 (1 十 i)/Vw (这 是 因为 
习题 5 中 的 公式 (3) 是 在 w > 0 的 条 件 下 对 速度 tu 二 uoe-iwt 得 到 的 ; 对 于 速度 wo ei*!， 
理应 得 到 其 复 共 瑟 形式 ). 所 以 , 可 以 把 w 从 一 00 到 +o0 的 原 积 分 域 改 为 从 0 到 +oo, 并 
取 积 分 实 部 的 二 倍 : 


2 [arp Mee 
i |a + 人 2 gwar| 
-二 heat ee 


WE 
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于 是 , 最 后 得 到 阻力 表达 式 


3 fv du _d 
P=2rpR*(3 忒 + 咏 TV 十 互 /时 2 7A) (4) 


8. 设 一 个 球体 从 时 刻 t= 二 0 开始 按照 4 二 at 的 规律 在 流体 中 作 匀 加 速 运动 , 求 作 用 
在 球体 上 的 阻力 . 
解 : 在 习题 7 公式 (4) 中 取 : 当 t<0 时 w=0, 当 t+>0 时 以 = et 我 们 得 到 (在 


t>0 时) 
_2ropeal 1 + 3 4 6 /fe 
F = 2rpR (3 十 了 5 十 互 上 


9. 设 流体 中 的 一 个 球体 在 一 瞬间 由 静止 开始 匀速 运动 , 求 其 阻力 . 

解 : 我 们 有 : 当 t<0 时 以 =0, 当 t>0 时 以 = uo. 导数 du/dt 在 t 关 0 时 一 直 为 
和 零 , 而 在 二 0 时 等 于 无 穷 大 , 并 且 du/dt 对 时 间 的 积分 是 有 限 的 , 其 值 为 uo， 因 此 得 到 ， 
对 于 t+>>0 的 所 有 时 刻 ， 








2 R 2rpR” 
F = 6rpv Ruo @ 十 二) 十 3 uod(t), 


其 中 6(t) 是 6 函数 . 当 上 十 一 oo 时 , 这 个 表达 式 渐 近 地 趋 于 斯 托 克 斯 公式 所 给 的 值 . 在 包括 
时 刻 上 一 0 在 内 的 无 穷 小 时 间 间 隔 内 ,球体 所 受阻 力 冲 量 可 以 通过 下 中 最 后 一 项 的 积分 求 
出 , 它 等 于 2rpR3uo/3. 

10. 设 一 个 球体 绕 其 直径 在 黏 性 流体 中 作 旋 转 振 动 , 求 作 用 在 球体 上 的 力矩 . 

解 : 按照 与 820 习题 1 中 相同 的 理由 , 在 运动 方程 中 可 以 不 写 压强 梯度 项 , 所 以 有 


一 ZAv， 


ov 
ot 
我 们 寻求 形 如 
v= rot(f 12) 
的 解 , 其 中 有 = f20e-'! 是 球体 旋转 的 瞬时 角速度 . 对 于 f， 所 得 方程 不 是 A = const， 
而 是 
Af + kf = const. 
在 这 个 方程 的 解 中 略 去 无 关 紧 要 的 常数 项 ,我 们 有 f = aeisr/r ( 取 无 穷 远 处 为 零 的 解 )， 从 
球面 上 二 2x"r 的 边界 条 件 确定 常数 a, 结果 得 到 
R? ik(r—R) 2 l=—ikr eik(r—R) 
IR "(0xn (2) 1—ikR® 
( 尽 是 球 的 半径 ). 类 似 于 820 习题 1 中 的 计算 , 由 此 给 出 流体 对 球体 的 力矩 的 以 下 表达 式 .: 
3 十 6R/6 十 6( 忌 /5)2 十 2( 忌 /5)3 一 2i( 尽 /56)2(1 十 R/5) 
1+2R/6+2(R/6)? 
当中 一 0( 即 6 一 oo) 时 可 得 表达 式 M = 一 8xnnR302, 这 对 应 于 球体 的 均匀 旋转 ( 见 
820 习题 1). 在 相反 的 极限 下 , 当 RR/6 六 1 时 可 得 


二 2 rR Vn — 1)n. 





AM = 一 二 mmR22 


AT 
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也 可 以 用 以 下 方法 直接 得 到 这 个 表达 式 ， 当 5 安 尺 时 , 每 一 个 球面 微 元 都 可 以 视 为 平面 ， 
于 是 只 要 把 速度 以 二 CRsingb 代入 公式 (24.6), 即 可 按照 此 公式 来 计算 该 球面 微 元 上 的 作 
用 力 . 

11. 设 一 个 装 满 黏 性 流体 的 球 壳 绕 其 直径 作 旋转 振动 , 求 作 用 在 球 壳 上 的 力矩 . 

解 : 我 们 寻求 与 上 题 中 形式 相同 的 速度 表达 式 . 对 于 f, 我 们 选取 在 球 壳 内 (包括 球 
心 ) 处 处 有 限 的 解 : f = asin kr/r.、 从 边界 条 件 确定 a, 从 而 得 到 


R 3 rcos kr 一 sin kr 
rj) kRcoskR— sinkR 


v=(2xn) ( 


计算 摩擦 力矩 , 得 到 表达 式 


大 2 尽 2 sinkR+ 3kRcoskR — 3sinkR 
kRcoskR— sinkR - 


当 RR/6 污 1 时 , 极限 表达 式 自 然 与 上 题 的 相应 结果 相同 . 如 果 R/6 之 1, 则 


M = TR Nn 


| 8 5 。 R?w 
M= 15"PoR of se ) 


这 个 公式 中 的 第 一 项 对 应 于 全 部 流体 作为 一 个 整体 旋转 时 所 出 现 的 惯性 力 . 
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关于 液体 目 由 面 附近 的 速度 分 布 , 可 以 进行 与 上 述 内 容 类 似 的 讨论 . 考虑 
液体 在 日 由 面 附近 的 振动 (例如 重力 波 ). 假设 条 件 (24.11) 成 立 , 现在 波长 和 

起 长 度 1 的 作用 : 
NwSv a<A\ (25.1) 


(a 是 波 的 振幅 , w 是 波 的 频率 ). 这 时 可 以 断言 , 流动 仅 在 自由 面 薄 层 内 才 是 有 
旋 流 , 而 在 液体 其 余 各 处 则 为 势 流 , 就 像 理 想 流体 的 情况 一 样 . 

在 日 由 面 上 , 黏 性 液体 的 运动 应 当 满 足 边界 条 件 (15.16), 这 要 求 速度 对 坐 
标的 导数 的 一 些 确定 组 合 为 零 . 然而 , 求解 理想 流体 动力 学 方程 所 得 到 的 流动 
并 不 满足 这 些 条 件 . 类 似 于 上 节 对 w 的 讨论 , 我 们 可 以 下 结论 说 , 相应 的 速度 
导数 在 液体 自由 面 薄 层 内 迅速 减 小 . 值得 重点 指出 的 是 , 此 处 的 速度 梯度 不 会 
像 在 固体 表面 附近 那样 大 . 

我 们 来 计算 重力 波 中 的 能 量 耗 散 . 这 里 必须 考虑 的 不 仅仅 是 动能 耗 散 , 而 
是 包括 动能 和 重力 势能 在 内 的 机 械 能 Ewecn 的 耗 散 . 但 是 , 重力 场 存 在 与 否 ， 
显然 并 不 会 影响 流体 内 摩擦 过 程 所 引起 的 耗 散 . 所 以 , Emecn 可 由 同样 的 公式 
(16.3) 给 出 : 
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对 于 重力 波 , 在 计算 这 个 积分 时 必须 注意 , 因为 有 旋 流 所 在 日 由 面 薄 层 的 体积 
很 小 , 而 这 里 的 速度 梯度 又 不 是 非常 大 , 所 以 可 以 忽略 这 个 薄 层 所 导致 的 效应 ， 
这 不 同 于 固体 表面 振动 的 情形 . 换言之 , 积分 域 应 是 全 部 液体 所 占 区 域 , 并 且 
正如 我 们 已 经 知道 的 那样 , 此 时 全 部 液体 都 像 理 想 流 体 一 样 运动 . 

不 过 , 我 们 已 经 在 812 中 研究 过 理想 流体 中 的 重力 波 . 这 种 流动 是 势 流 ， 
所 以 


Op 下 
Emech = -2 / Ci dV. 


p= pocos(kz — wt + a)er*. 


我 们 关心 的 当然 不 是 能 量 耗 散 率 的 瞬时 值 , 而 是 对 时 间 的 平均 值 . 注意 到 正弦 
平方 的 平均 值 等 于 余弦 平方 的 平均 值 , 我 们 得 到 


Emech = —8nk4 / 22 dV (25.2) 


至 于 重力 波 的 机 械 能 本 身 , 则 可 以 利用 力学 中 的 一 个 已 知 结论 来 计算 : 在 
任何 一 个 作 小 振动 (小 振幅 振动 ) 的 系统 中 , 平均 动能 与 平均 势能 相等 . 据 此 
可 以 简单 地 把 Boch 写 为 平均 动能 的 两 倍 : 


二 ap 
Enea =p {wav -of (总 ) dV, 


于 是 





速度 势 p 的 形式 为 





因而 
Evech = 2pk? 1 2 dTV (25.3) 
采用 阻尼 系数 ?7 来 表征 波 的 衰减 是 很 方便 的 , 它 定 义 为 以 下 比值 : 
E [i 


波 的 能 量 随 着 时 间 按 照 规律 巨 necn = const . e-27t 减 小 ， 至 于 波 的 振幅 , 则 因 
为 能 量 正比 于 振幅 的 平方 , 所 以 振幅 随 着 时 间 而 减 小 的 规律 由 因子 e-7t 给 出 . 
利用 (25.2), (25.3) 求 出 
7 = 2vk?. (25.5) 
把 (12.7) 代入 此 式 , 就 得 到 重力 波 的 阻尼 系数 
2z4 


y= 25.6 
9 (25.6) 
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习 题 
1. 求 在 等 截面 渠道 中 传播 的 长 重力 波 的 阻尼 系数 ,假设 其 频率 很 高 ,以 致 于 Vv/w 远 
小 于 渠道 中 的 液体 深度 和 渠道 宽度 . 
解 : 能 量 耗 散 主 要 发 生 在 紧 靠 壁面 的 一 层 液 体内 , 这 里 的 速度 由 壁面 本 身 的 零 值 变 为 
重力 波 里 的 值 v= voe-“*. 按照 (24.14)，( 单 位 长 度 渠 道中 的 ) 平均 能 量 耗 散 率 等 于 


jzo[ [hpe, 
“2V3 
其 中 1 是 渠道 横 截 面 的 边界 在 液体 自由 面 之 下 部 分 的 长 度 . (单位 长 度 渠 道中 的 ) 液体 平均 
能 量 等 于 Spv? = Spluo|l2/2 (8 是 渠道 中 液体 的 横 截面 积 ). 阻尼 系数 等 于 
1 
I 
这 样 , 对 于 珑 形 截 面 渠 道 (宽度 为 a, 流体 深度 为 hh)， 


2 
Ea 2V2ah 


2. 求 高 黏度 液体 表面 的 重力 波 中 的 流动 (v 之 wA2). 
解 : 正文 中 对 阻尼 系数 的 计算 仅 适 用 于 该 系数 很 小 的 情况 (7 之 w), 这 时 可 以 在 一 阶 
近似 下 把 流动 看 做 理想 流体 的 运动 . 对 于 任意 黏度 的 液体 , 我 们 寻求 运动 方程 


Gus /Ov Du 1 Op 
及 "( B77 1 Oz ) 























a p Or’ 
Os 0 1 Op 
ot =“( 天 到 3) -二 器 一 
Own us 
Or ” Oz = 








的 解 , 使 它 对 上 t 和 了 的 依赖 关系 由 ettit* 给 出 , 并 且 在 深入 液体 内 部 (z < 0) 时 发 生 衰 
减 ， 我 们 得 到 


vz 三 ee ekz 水 Be™), 


—iwt ik 
vs 二 € Ll te ( 一 ie 到 —Be™), 


p 一 大 大 
太一 9 ee — gz, 


其 中 m= Vk? 一 iw/v. 液体 表面 上 (z= 二 C 处 ) 的 边界 条 件 是 


eS. Ov _ To od 
0zz = 9 十 2 及 0, (多 + 猴 )=0 


在 第 二 个 条 件 中 , 可 以 直接 用 z = 0 代替 z = C. 对 于 第 一 个 条 件 , 可 以 先 对 荆 求 时, 并 用 
9vz 代替 gC/6t, 然后 再 令 z = 0. 这 样 得 到 关于 A 和 B 的 两 个 齐 次 方程 , 而 从 它们 的 相 
容 性 条 件 就 得 到 








二 
a 2 和 
( 六) "a 外 vk2 (WW 
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这 个 方程 给 出 w 对 波 数 上 的 依赖 关系 , 并 且 w 是 复数 , 它 的 实 部 给 出 振动 频率 , 而 虚 部 给 
出 阻尼 系数 . 在 方程 (1) 的 解 中 ， 有 物理 意义 的 是 虚 部 为 负数 的 解 (这 对 应 于 波 的 衰减 ). 
方程 (1) 只 有 两 个 根 满足 这 个 要 求 ， 如 果 vk? 之 Vgk (条 件 (25.1))， 则 阻尼 系数 较 小 ， 
且 方 程 (1) 近似 地 给 出 w= 二 土 VgKk 一 i2vk?, 这 是 我 们 已 经 知道 的 结果 . 在 相反 的 极限 下 
vk? > Vgk, 方程 (1) 有 两 个 纯 虚 数 根 , 它们 对 应 着 衰减 的 非 周 期 流 . 一 个 根 是 


而 另 一 个 根 大 得 多 (vk? 量 级 ). 因此 , 我 们 对 后 者 不 感 兴趣 (相应 流动 很 快 衰减 ). 
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对 于 黏 性 流体 在 给 定 的 定常 条 件 下 运动 的 任何 问题 ,流体 动力 学 方程 在 
原则 上 都 有 一 个 精确 的 定常 解 . 这 些 解 在 形式 上 对 任何 雷诺 数 都 是 存在 的 . 然 
而 , 并 非 运动 方程 的 每 一 个 解 都 能 在 自然 界 中 真正 出 现 , 即使 精确 解 也 不 例外 . 
在 自然 界 中 出 现 的 流动 不 仅 必须 满足 流体 动力 学 方程 , 还 必须 是 稳定 的 : 小 扰 
动 一 旦 出 现 , 就 应 当 随 时 间 而 衰减 . 反之 , 如 果 在 流动 中 必然 会 出 现 的 任意 小 
扰动 随时 间 而 趋 于 增 大 , 流动 就 是 不 稳定 的 , 这 样 的 流动 实际 上 不 可 能 存在 %. 

在 数学 上 研究 流动 对 无 穷 小 扰动 的 稳定 性 应 当 按照 以 下 流程 进行 . 在 所 
讨论 的 定常 解 (速度 分 布 , 设 为 vo(7)) 上 和 登 加 一 个 非 定 常 小 扰动 vi(7, 四 , 使 

合 运 动 v = vo 十 v1 满足 运动 方程 
> +(v:V)v = -Vp+ vAv, divv = 0. (26.1) 
把 速度 和 压强 
V=Vo+V1, P=po+pi (26.2) 


代入 运动 方程 , 即 可 得 到 用 来 确定 v1 的 方程 , 并 且 已 知 的 函数 wo 和 po 满足 
方程 
(Vo: V)vo = a +vAvo,， divwvo = 0. (26.3) 


@ 我 们 以 前 曾经 把 对 任意 小 扰动 的 不 稳定 性 称 为 绝对 不 稳定 性 ， 现在, 我 们 在 这 种 情形 下 略 去 
形容 词 “ 绝 对 ", 仅仅 为 了 与 对 流 不 稳定 性 的 概念 (§28) 相对 照 才 把 它 保 留 下 来 (这 与 现代 文献 中 更 常 
采用 的 术 诸 一 致 ), 
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忽略 小 量 v1 的 高 阶 项 , 我 们 得 到 
各 十 (0o'V)ul 十 (21.V)u0 王 -= Vp! +vAv1I, divvi=0. (26.4) 
边界 条 件 为 : 在 静止 壁面 上 wi 为 零 . 

因此 , wi 满足 齐 次 线性 微分 方程 组 , 其 中 的 系数 只 是 坐标 的 函数 , 与 时 间 
无 关 . 这 些 方程 的 通 解 可 以 表示 为 一 些 特 解 之 和 , 并 且 wa 对 时 间 的 依赖 关系 
由 形 如 ewt 的 因子 给 出 . 扰动 频率 w 本 喘 不 是 任意 的 , 要 在 相应 边界 条 件 下 
求解 方程 (26.4) 才能 确定 . 这 些 频率 一 般 而 言 是 复数 . 如 果 w 的 虚 部 是 正 数 ， 
则 ewt 将 随时 间 而 无 限 增 大 . 换言之 , 这 样 的 扰动 一 旦 出 现 , 就 会 不 断 增 长 ， 
即 流 动 对 该 扰动 是 不 稳定 的 . 对 于 稳定 的 流动 , 所 有 可 能 频率 w 的 虚 部 必须 
都 是 负数 . 这 时 出 现 的 扰动 将 随时 间 按 指数 规律 衰减 . 

然而 ,， 关于 稳定 性 的 这 种 数学 研究 是 极其 复杂 的 . 有 限 尺寸 物体 定常 绕 
流 的 稳定 性 问题 , 至 今 仍 未 在 理论 上 解决 ， 当 雷诺 数 足够 小 时 , 定常 绕 流 无 疑 
是 稳定 的 . 实验 资料 表明 : 当 Re 增加 时 , 最 终 都 会 达到 一 个 确定 的 值 (Rec， 
称 为 临界 雷诺 数 )， 流 动 由 此 开始 变 为 不 稳定 的 . 于 是 , 在 足够 大 的 雷诺 数 下 
(Re > Recr), 回 体 的 定常 绕 流 是 根本 不 可 能 的 . 当然 , 临界 雷诺 数 不 是 普 适 的 ， 
每 一 种 类 型 的 流动 都 有 自己 的 Recr. 看 来 , 这 些 值 的 量 级 为 几 十 (例如 , 对 于 
圆柱 体 的 横 癌 绕 流 , 在 R= wd/v 3 30 时 就 已 经 观测 到 不 衰减 的 非 定常 流 , 这 
里 d 是 圆柱 体 的 直径 ). 

我 们 来 研究 因为 高 雷诺 数 定常 流 不 稳定 而 由 此 演化 出 来 的 非 定 常 流 的 特 
性 ( 工 .区 . 朗 道 , 1944). 

我 们 从 Re 仅 略 大 于 Recr 的 情况 开始 研究 这 种 流动 的 性 质 . 当 Re < Rect 
时 , 对 于 所 有 可 能 的 小 扰动 , 其 复 频率 w = wi +in 的 虚 部 都 是 负数 (7; < 0). 
当 Re = Recr 时 , 出 现 一 个 虚 部 为 零 的 频率 . 当 Re > Recr 时 , 对 此 频率 有 > > 0， 
并 且 对 于 接近 临界 值 的 Re 有 和 1 科 wig@. 与 此 频率 相应 的 函数 v1 具有 以 下 
形式 : 


2 A(t)flz, 2， z), (26.5) 
其 中 Ff 是 坐标 的 某 个 复 函 数 , 而 复 振幅 @ 
A(t) = const .enite™ et, (26.6) 


@ 对 于 给 定 类 型 的 流动 , 由 所 有 可 能 频率 组 成 的 频谱 既 包括 一 些 离散 值 (离散 谱 ), 也 包括 连续 充 
满 某 些 区 间 的 值 (连续 谱 ). 可 以 认为 , 对 于 绕 有 限 尺寸 物体 的 流动 , nm > 0 的 频率 只 出 现在 离散 谱 中 . 
其 实 , 连续 谱 中 的 频率 所 对 应 的 扰动 一 般 而 言 不 会 在 无 穷 远 处 消失 , 而 与 此 同时 , 基本 流 在 无 穷 远 处 
显然 是 稳定 的 平面 均匀 流 . 

@ 照例 要 取 (26.6) 的 实 部 . 
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A(t) 的 这 个 表达 式 其 实 仅 在 定常 流动 方式 被 破坏 后 的 短 时 间 内 才 是 成 立 的 : 
因子 emt 随时 间 而 迅速 增加 , 而 用 来 确定 v1 并 给 出 (26.5) 和 (25.6) 这 类 表 
达 式 的 上 述 方法 仅 适用 于 wa 足够 小 的 情况 . 其 实 , 非 定常 流 的 振幅 的 模 |4| 
当然 不 会 无 限 增加 , 它 趋 于 某 个 有 限 的 极限 值 . 当 Re 接近 Rece 时 , 这 个 有 限 
的 极限 值 仍 然 很 小 , 并 且 可 以 用 以 下 方法 来 确定 这 个 值 . 

我 们 来 确定 振幅 平方 |4|? 对 时 间 的 导数 . 对 于 很 小 的 时 间 , 当 (26.6) 仍 
然 成 立时 , 我 们 有 

> = 27i14| 

这 个 表达 式 其 实 只 是 对 4 和 4 的 备 级 数 展开 式 中 的 第 一 项 . 当 模 |4| 增加 (但 
仍 为 小 量 ) 时 , 就 应 当 考 虑 该 展开 式 中 后 面 的 项 . 接 下 来 的 一 项 为 4 的 三 阶 项 . 
不 过 , 我 们 所 关注 的 不 是 上 述 导 数 的 精确 值 , 而 是 它 对 时 间 的 平均 值 , 并 且 用 
来 取 平 均值 的 时 间 间 隔 远 大 于 周期 因子 e-iw*t 的 周期 2x/wi (我 们 知道 , 因为 
wi 六 Ni, 所 以 该 周期 远 小 于 振幅 之 模 |4| 发 生 显著 变化 所 需 的 时 间 1/7), 但 
是 三 阶 项 必定 包含 周期 因子 , 其 平均 值 为 零 @. 四 阶 项 包含 正比 于 424*? = 14 
的 一 项 , 它 在 取 平 均值 时 不 为 零 . 于 是 , 精确 到 四 阶 项 , 我 们 有 


a = 2%|AP — alAl, (26.7) 


其 中 a 是 正 或 负 的 常量 MN 

让 我 们 感 兴趣 的 情形 是 , 无 论 扰动 有 多 小 , 它 在 Re > Recr 时 都 是 不 稳定 
的 (以 基本 流 为 背景 ). 与 此 对 应 的 是 a > 0, 我 们 来 研究 这 种 情形 . 

我 们 在 (26.7) 中 没有 写 出 |4j2 和 |4|4 上 的 平均 值 符号 , 因为 仅 在 远 小 于 
1/81 的 时 间 间 隔 内 取 平 均值 . 根据 同样 的 理由 , 在 求解 这 个 方程 时 , 我 们 也 不 
写 出 方程 左 侧 导 数 上 的 平均 值 符号 . 方程 (26.7) 的 解 具有 以 下 形式 : 


-ww ， 湖 = 
41 = 2 + const .e271t. 
由 此 可 见 , |4|? 渐 近 地 趋 于 有 限 的 极限 值 
ba 2 (26.8) 


量 | 依赖 于 Re, 图 数 ?1(Re) 在 Recr 附近 可 以 展开 为 Re— Recr 的 震级 
数 . 但 是 , 根据 临界 雷诺 数 的 定义 本 身 , y(Recr) = 0, 所 以 近似 地 有 


7Y1 = const : (Re — Recr). (26.9) 


@ 严格 地 说 , 在 取 平 均值 时 , 三 阶 项 给 出 的 不 是 零 , 而 是 四 阶 的 量 ， 我们 假设 这 些 量 被 包含 在 展 
开 式 的 四 阶 项 中 . 
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把 这 个 表达 式 代入 (26.8), 我 们 求 出 上 述 扰动 振幅 对 “ 超 临 界 程度 ”的 以 下 依 
赖 关系 : 
|Almax ~ (R— Recr)'/?. (26.10) 


再 简单 讨论 方程 (26.7) 中 a < 0 的 情形 . 为 了 确定 扰动 振幅 的 极限 值 , 展 
开 式 (26.7) 中 的 两 项 现在 已 经 不 够 , 所 以 应 当 考虑 带 有 人 负 号 的 高 阶 项 . 设 此 项 
为 -BI|4Als, 其 中 8 > 0. 于 是 

2 1/2 

142 = 六 二 ( 厦 本 2 ) (26.11) 
其 中 7 由 (26.9) 给 出 . 这 个 依赖 关系 由 图 13 (b) 表示 (图 13(a) 对 应 a > 0 的 
情况 , 即 公 式 (26.10)). 当 Re > Recr 时 , 定常 流 根 本 不 可 能 存在 ; 当 Re = Recr 
时 , 扰动 振幅 以 突 跃 形式 增加 到 
有 限 值 (当然 , 仍 假设 振幅 足够 ”|14 
小 , 使 这 里 所 用 的 对 |4|? 的 壤 级 
数 展开 式 仍 然 成 立 )@. 在 区 间 
Re', < Re < Rece 内 ,基本 流 是 I 
亚 稳定 的 , 即 对 无 穷 小 扰动 稳定 
( 实 线 ), 但 对 有 限 振幅 扰动 不 稳 


2 
Lim 14 





定 (虚线 分 支 不 稳定 )， ® 0 
现在 回 到 前 面 的 讨论 , 考虑 13 
当 Re > Re 时 因为 流动 对 小 扰 


动 的 不 稳定 性 而 出 现 的 非 定常 流 . 当 Re 接近 Recr 时 , 这 种 流动 可 以 表示 为 定 
党 流 vo(7) 与 周期 流 vi(7, t) 登 加 的 形式 , 后 者 的 振幅 很 小 但 有 限 , 并 且 当 Re 
增加 时 按照 规律 (26.10) 增加 . 周期 流 中 的 速度 分 布 具 有 以 下 形式 : 


v1 = f(r)e-i(ot+h) (26.12) 


其 中 了 是 坐标 的 复 函 数 , 8， 是 某 个 初 相 . 当 差 值 Re - Recr 很 大 时 , 速度 分 为 
vo 和 v1 两 部 分 已 经 没有 意义 . 这 时 , 我 们 只 要 考虑 某 个 频率 为 wi 的 周期 流 . 
如 果 用 相位 yi = wit 十 Bi 代替 时 间作 为 自 变 量 , 就 可 以 说 , 函数 v(r，y1) 是 
21 的 周期 函数 , 周期 为 2r. 不 过 , 这 个 函数 现在 不 再 是 简单 的 三 角 函 数 , 其 傅 
里 叶 级 数 展开 式 
v= ,Ap(r)ei?1? (26.13) 
p 


@ 在 力学 中 , 这 样 的 系统 称 为 刚性 自 激 系统 , 以 区 别 于 对 无 穷 小 扰动 不 稳定 的 柔性 自 激 系 统 . 
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(对 所 有 正 、 负 整数 p 求 和 ) 不 仅 包 括 带 有 基本 频率 wi 的 项 , 而 且 包 括 带 有 频 
率 为 wi 的 整数 倍 的 项 . 

方程 (26.7) 只 确定 了 时 间 因 子 4(t) 的 模 , 但 没有 确定 其 相位 yp1. 后 者 其 
实 仍 是 不 确定 的 , 它 取 决 于 随机 的 初始 条 件 . 根据 这 些 条 件 , 初 相 Bi 可 以 取 任 
何 值 . 因此 , 所 研究 的 周期 流 并 不 是 由 与 之 相应 的 给 定 的 定常 外 部 条 件 唯 一 确 
定 的 . 有 一 个 量 一 一 速度 的 初 相 一 一 仍然 是 任意 的 . 可 以 说 , 该 流动 有 一 个 自 
由 度 , 而 由 外 部 条 件 完全 确定 的 定常 流 就 根本 没有 自由 度 . 


习 题 


推导 基本 流 与 个 加 于 其 上 的 抗 动 流 之 间 的 能 量 守恒 方程 , 不 假设 后 者 很 弱 . 
解 : 把 (26.2) 代入 方程 (26.1), 但 不 忽略 v1 的 二 阶 项 , 我 们 有 

+ (oo.V)o+(oiVjoo+(olVjul = —Vpi + Re-!Av (1) 
(假设 所 有 量 都 化 为 无 量 岗 形式 , 详 见 819). 用 v1 乘 此 方程 , 并 用 等 式 divvo = divul =0 
进行 变换 , 得 到 
2 3 p 
元 全 一 -vv 一 Re Pe 十 让 | -号 (vok+ Vk) — pivik + Re™ wi a:|. 
根据 流动 区 域 边界 上 的 固 壁 条 件 或 无 穷 远 条 件 vo = v1 = 0, 方程 右 侧 最 后 一 项 在 对 全 部 
流动 区 域 积分 后 消失 , 从 而 得 到 所 求 关 系 式 : 


El=T— Re-!D, (2) 


2 
Ei = /全 av, T= - /vse dV, DS= / (2) dV. (3) 


泛 函 了 描述 基本 流 与 扰动 之 间 的 能 量 交换 , 它 可 以 具有 两 种 符号 . 泛 函 DD 是 能 量 耗 散 率 ， 
恒 有 D > 0. 我 们 注意 到 , (1) 中 关于 vl 的 非 线性 项 对 关系 式 (2) 没有 贡献 . 

利用 关系 式 (2) 能 够 求 出 临界 雷诺 数 Recr 的 下 方 估 值 (DO. 雷 诺 , 1894; W. 奥 尔 , 1907): 
如 果 Re < Reg, 其 中 


式 中 


Reg = min (元 )， (4) 
并 且 泛 函 的 极 小 值 是 对 满足 边界 条 件 和 方程 divv1 = 0 的 函数 ul 取 的 , 则 导数 dE /dt 
必定 为 负 , 即 扰动 随时 间 而 衰减 . 有 限 极 小 值 的 存在 性 在 数学 上 与 泛 函 思 和 万 的 同 次 (二 
次 ) 齐 次 性 有 关 . 这 样 就 证 明了 (关于 Re 的 ) 亚 稳定 性 下 界 是 存在 的 . 在 此 下 界 之 下 , 基 
本 流 对 任何 扰动 都 是 稳定 的 . 然而 , 由 式 (4) 给 出 的 估 值 (人 们 称 之 为 能 量 估 值 ) 在 大 多 数 
情况 下 是 严重 低估 的 . 
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为 了 研究 两 个 旋转 圆柱 面 之 间 的 定常 流 (§18) 在 高 雷诺 数 极限 下 的 稳定 
性 , 可 以 采用 一 种 简单 的 方法 , 它 类 似 于 $4 中 用 来 得 到 静止 流体 在 重力 场 中 
的 力学 稳定 性 条 件 的 方法 ( 瑞 利 , 1916). 这 种 方法 的 原理 是 , 考虑 任意 一 个 流 
体 微 元 , 并 假设 该 微 元 偏离 了 它 在 所 研究 的 流动 中 的 运动 轨迹 . 这 时 , 发 生 偏 
离 的 流体 微 元 会 受到 力 的 作用 . 为 了 让 原 有 流动 是 稳定 的 , 这 些 力 必须 迫使 发 
生 偏 离 的 流体 微 元 返回 其 原 有 轨迹 上 的 相应 位 置 . 

在 无 扰动 的 流动 中 , 每 一 个 流体 微 元 都 绕 圆柱 面 轴线 沿 圆周 + = const 运 
动 . 设 m 为 流体 微 元 的 质量 , jy(7) = mr?y 为 其 动量 和 矩 (2 是 角速度 ). 它 受到 
的 离心 力 等 于 pm, 此 力 与 旋转 流体 中 出 现 的 相应 径 向 压强 梯度 平衡 ， 现 
在 , 假设 离 轴线 距离 为 ro 的 流体 微 元 稍微 偏离 了 它 自 己 的 轨迹 并 移动 到 了 离 
轴线 距离 为 > > ro 的 地 方 . 此 时 , 流体 微 元 的 动量 矩 保 持 不 变 , 仍 等 于 原来 的 
值 lo = Mro). 相应 地 , 在 新 位 置 上 作用 于 流体 微 元 的 离心 力 等 于 /ij/rnr?. 为 
了 使 流体 微 元 返回 原 有 轨迹 , 该 离心 力 应 当 小 于 其 平衡 值 j3/mr3, 这 个 值 与 距 
离 为 r 处 的 压强 梯度 相 平 衡 . 因此 , 稳定 的 必要 条 件 是 je2 一 jw >0. 把 Ar) 展 
开 为 正 差 值 > 一 ro 的 此 级 数 , 我 们 把 这 个 条 件 写 为 以 下 形式 : 


pe >0. (27.1) 


根据 公式 (18.3), 运动 流体 微 元 的 角速度 为 
{2R2 — NR? 上 (121 — (22)R2R3 1 
”六 
我 们 通过 mr?y 来 计算 几 并 略 去 所 有 肯定 为 正 的 因子 , 从 而 把 条 件 (27.1) 写 
为 以 下 形式 : 
(PoR2 — QR?)y > 0. (27.2) 

角速度 随 7 单调 变化 , 它 从 内 圆柱 面 上 的 Ca 变化 到 外 圆柱 面 上 的 2;. 
如 果 两 个 圆柱 面 的 旋转 方向 相反 , 即 Qi 和 92 有 相反 的 符号 , 则 函数 2 在 两 
个 圆柱 面 之 间 会 改变 符号 , 它 与 常量 aoR3 - 21R? 的 乘积 就 不 可 能 处 处 为 正 . 
因此 , 这 时 (27.2) 在 流体 所 占 全 部 区 域内 并 不 成 立 , 流动 是 不 稳定 的 . . 

现在 设 两 个 圆柱 面 同 向 转动 . 取 该 转动 方向 为 正方 向 , 则 有 人 2 > 0, Pa > 0. 
于 是 , 2 处 处 为 正 , 而 为 了 满足 条 件 (27.2), 必须 有 


QR3 > NR. (27.3) 


如 有 果 f22R2 小 于 21RI, 流动 就 是 不 稳定 的 . 这 样 , 如 果 外 圆柱 面 静止 (fa = 0)， 
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仅 内 圆柱 面 旋转 , 流动 就 是 不 稳定 的 . 反之 , 如 果 内 圆柱 面 静止 (fa = 0), 则 流 
动 稳定 . 

我 们 强调 , 在 上 述 讨 论 中 完全 没有 考虑 黏 性 力 在 流体 微 元 移动 时 的 影响 . 
所 以 , 这 种 方法 仅 用 于 黏 性 足够 小 的 情形 , 即 雷诺 数 足 够 大 的 情形 . 

为 了 研究 Re 取 任 意 值 时 的 流动 稳定 性 , 应 当 采 用 基于 方程 组 (26.4) 的 一 
般 方 法 . 对 于 两 个 旋转 圆柱 面 之 间 的 流动 , 最早 的 研究 是 由 泰勒 完成 的 (G.I. 泰 
勒 , 1924). 

在 该 情形 下 , 未 受 扰动 的 速度 分 布 vo 只 依赖 于 柱 面 坐 标 r, 而 与 角 w 和 
轴 向 坐标 z 无 关 . 于 是 , 可 以 寻求 方程 组 (26.4) 的 形 如 

is =p(r) (27.4) 


的 一 组 互相 独立 的 完备 的 解 , 其 中 矢量 f(r) 的 方向 是 任意 的 . 波 数 上 的 值 组 
成 一 个 连续 区 间 , 它 确定 扰动 沿 z 轴 的 周期 性 . 数 n 仅 取 整数 值 1, 2, …, 这 
得 自 函 数 对 变量 o 的 单 值 性 条 件 ; 值 n = 0 对 应 轴 对 称 扰动 . 只 要 让 方程 组 的 
解 满足 平面 z = const 上 的 适当 边界 条 件 (在 r= Ri 和 7= R2 时 wi = 0), 即 
可 得 到 可 能 的 频率 值 w. 这 样 提出 的 问题 在 ”和 上 大 的 值 给 定时 一 般 而 言 确定 
了 一 组 离散 的 本 征 频 率 w = w8(k), 其 中 j 是 函数 w,(k) 的 不 同 分 支 的 编号 . 
这 些 频 率 一 般 是 复数 . 

在 这 种 情况 下 , 当 确 定 “运动 类 型 " 的 比值 R/R。 和 Pa/ 已 经 给 定时 ， 
Q21R3/v 或 QR2/v 起 雷诺 数 的 作用 . 我 们 来 观察 雷诺 数 逐 渐 增 加 时 某 个 本 征 
频率 w = wW(k) 的 变化 . 使 函数 y(k) = Imw 对 某 个 大 值 首先 变 为 零 的 Re 值 ， 
确定 了 (相对 于 给 定 类 型 扰动 的 ) 不 稳定 性 开始 出 现 的 时 刻 . 当 Re < Recr 时 ， 
函数 y(k) 总 是 负 的 , 但 当 Re > Recr 时 , 它 对 于 某 个 范围 内 的 上 值 是 正 的 . 设 
kcr 是 ( 当 Re = Recr 时 ) 使 函数 y(k) 为 零 的 大 值 . 相应 的 函数 (27.4) 给 出 了 失 
去 稳定 性 时 ( 登 加 在 原 有 流动 上 的 ) 流动 的 特性 . 该 流动 沿 圆柱 面 轴 向 是 周期 
性 的 , 周期 为 2r/ke*. 这 时 , 实际 的 稳定 性 边界 当然 取决 于 给 出 最 小 的 Res 值 
的 扰动 类 型 (函数 w 久 (k)), 而 我 们 在 这 里 正 是 关心 这 些 “最 危险 的 ” 扰动 . 通 
常 ( 见 下 文 ), 轴 对 称 扰动 就 是 这 样 的 扰动 . 因为 问题 很 复杂 , 仅 在 圆柱 面 之 间 
间隔 很 小 (h = Ra 一 Ri < R= (Ri 二 R2)/2) 的 情况 下 才 对 这 些 扰动 完成 了 足 
够 全 面 的 研究 , 结果 如 下 @. 


@ 在 以 下 书 中 可 以 找到 详细 论述 : Kounn H.E., KunGenmb HH. A., Poae H. B. Teoperuueckan rmanpo- 
MexaHuka. dH. 2. Mockaa: Du3amaTrn3, 1963 (Kochin N. E., Kibel I. A., Roze N.V. Theoretical Hydrody- 
namics. Vol. 2. New York: Wiley, 1964); Chandrasekhar S. Hydrodynamic and Hydromagnetic Stabili- 
ty. Oxford: Clarendon, 1961; Drazin P. G., Reid W. H. Hydrodynamic Stability. Cambridge: Cambridge 
Univ. Press, 1981 (2nd ed., 2004; 第 一 版 中 译本 : P.G. 德 拉 津 , WwW.H. 雷 德 . 流体 动力 稳定 性 ， 周 祖 疾 ， 
顾 德 炜 译 . 北京 : 宇航 出 版 社 , 1990). 
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我 们 发 现 , 纯 虚 数 函 数 w(k) 所 对 应 的 解 给 出 最 小 的 Recr. 所 以 , 当天 = ker 
时 不 仅 有 Imw = 0, 而 且 根 本 上 还 有 w = 0. 这 意味 着 , 旋转 圆柱 面 之 间 定 常 流 


的 首次 失 稳 会 导致 另 一 种 定常 流 的 出 现 @. 后 者 是 沿 圆 柱 
轴 规 则 排列 的 环形 涡 (它们 称 为 泰勒 涡 ). 对 于 两 个 圆柱 面 
同 向 旋转 的 情况 , 图 14 给 出 这 些 涡 的 流 线 在 圆柱 子午 截 
面 上 投影 的 示意 图 (速度 v1 其 实 还 有 和 角 疝 分 量 )， 在 每 个 
周期 2x/kcr 的 长 度 上 有 旋转 方向 不 同 的 两 个 涡 . 

当 Re 稍 大 于 Recr 时 , 使 Imw >0 的 大 值 已 经 不 是 
一 个 , 它们 组 成 整整 一 个 区 间 . 然而 , 不 应 认为 这 时 出 现 的 
流动 是 各 种 周期 流 同时 和 登 加 在 一 起 的 结果 . 其 实 , 在 每 一 个 
Re 值 下 都 会 出 现 一 种 具有 完全 确定 周期 的 流动 , 它 使 整个 
流动 稳定 下 来 . 只 不 过 , 用 线性 化 方程 (26.4) 已 经 不 能 确定 
这 个 周期 

当 比 值 Ri/Rz 给 定时 , 图 15 给 出 稳定 区 域 与 不 稳定 区 
域 (阴影 区 域 ) 之 间 分 界线 的 大 致 形状 . 分 界线 的 右 半 段 对 
应 于 两 圆柱 面 同 向 旋转 的 情况 , 直线 02 月 = f21R? 是 渐 近 
线 (这 个 性 质 其 实 具有 一 般 性 , 与 h 是 否 很 小 无 关 ). 对 于 给 
定 类 型 的 流动 , 雷诺 数 的 增加 对 应 于 沿 通过 原点 且 f21/f2。 
取 给 定 值 的 直线 向 上 移动 . 在 这 个 图 的 右 半 部 分 , 满足 条 件 
人 22R/Q21R? > 1 的 所 有 上 述 直 线 都 不 与 不 稳定 区 域 边界 线 
相交 . 相反 ,， 当 埋 诸 数 足够 大 时 ， 满 
足 条 件 CR21/BPR2 < 1 的 所 有 上 述 
直线 都 要 进入 不 稳定 区 域 , 这 与 条 件 
(27.3) 一 致 . 在 图 的 左 半 部 分 (C 和 
f22 具有 相反 的 符号 ), 任何 通过 原点 
的 直线 都 与 阴影 区 域 的 边界 线 相交 ， 

即 当 雷诺 数 足 够 大 时 ， 定 常 流 对 于 
任何 比值 |022/Q2| 最 终 都 会 失 稳 , 这 
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依然 与 上 述 结果 一 致 . 当 2 =0 时 图 15 
(只 有 内 圆柱 面 旋转 ), 失 稳 是 从 以 下 雷诺 数 (定义 为 Re = hQ1Ri/v) 开始 的 : 


/R 
Recr = 41.3 


(27.5) 


@ 在 这 些 情况 下 , 我 们 说 发 生 了 稳定 性 更 符 . 大 量 实验 结果 以 及 数值 结果 让 我 们 有 理由 认为 , 这 


种 性 质 对 于 所 研究 的 流动 具有 一 般 性 , 并 且 与 h 是否 很 小 无 关 . 
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我 们 指出 , 黏 性 对 所 研究 的 流动 起 维护 稳定 性 的 作用 : 在 > = 0 时 稳定 的 
流动 , 在 考虑 黏 性 时 仍然 稳定 ; 在 v = 0 时 不 稳定 的 流动 , 对 于 黏 性 流体 则 可 
能 变 得 稳定 . 

旋转 圆柱 面 之 间 流 动 的 非 轴 对 称 扰动 并 未 得 到 系统 性 研究 . 对 一 些 特殊 
情况 的 计算 结果 使 我 们 有 理由 认为 , 在 图 15 的 右 半 部 分 中 , 轴 对 称 扰 动 仍然 
总 是 最 危险 的 . 相反 , 在 左 半 部 分 中 , 当 比 值 |fQ22/f21| 足够 大 时 , 考虑 非 轴 对 称 
扰动 看 来 会 略微 改变 边界 线 的 形状 . 此 时 , 扰动 频率 的 实 部 不 为 零 , 所 以 会 出 
现 非 定 常 运动 , 这 使 得 失 稳 方式 发 生 重要 变化 . 

两 个 作 相对 运动 的 平行 平板 之 间 的 流动 ( 见 $17) 是 旋转 圆柱 面 之 间 流 动 
( 当 丸 一 0 时) 的 极限 情形 . 对 于 任何 雷诺 数 Re = hu/v (w 是 两 平板 的 相对 速 
度 ), 这 种 流动 对 无 穷 小 扰动 都 是 稳定 的 . 


§ 28 管道 中 流动 的 稳定 性 


管道 中 的 定常 流 ( 见 $S17) 具有 完全 特殊 的 失 稳 方式 . 

因为 流动 沿 z 轴 ( 管 长 方向 ) 是 均匀 的 , 所 以 未 受 扰动 的 速度 分 布 wo 与 
坐标 z 无关. 于 是 , 仿照 前 一 节 中 的 方法 , 我 们 可 以 寻求 方程 组 (26.4) 的 如 下 
y 形式 的 解 : 
v1 = ei(kz 一 wb f(y, z). (28.1) 


”这 里 也 存在 一 个 这 样 的 值 Re = Recr, 使 Y= Imw 在 
k 取 某 值 时 首先 为 零 . 不 过 , 重要 的 是 , 函数 w(k) 的 实 
R=R。 ”部 现在 已 经 根本 不 等 于 零 . 

/ \ 当 Re 的 值 仅 略 大 于 Recr 时 , 使 7(k) >0 的 大 

值 区 间 很 小 , 该 区 间 位 于 使 y(k) 达到 最 大 值 的 点 的 附 

近 , 即 满足 dy/dk = 0 的 点 的 附近 (由 图 16 显然 可 见 ). 

设 在 某 一 部 分 流动 中 出 现 微小 扰动 , 这 是 由 一 系列 形 

如 (28.1) 的 分 量 又 加 而 成 的 波 包 , 其 中 y(k) > 0 的 分 量 将 随时 间 而 增强 , 其 余 

分 量 将 衰减 . 这 样 形成 的 加 强 波 包 同时 还 将 以 波 包 的 群 速 dw/dk ($67) 向 下 

游 移动 . 因为 现在 所 研究 的 波 数 属于 满足 dy/dk = 0 的 点 附近 的 微小 区 间 , 所 
以 量 


R>R 


图 16 


-一 久 -一 Rew (28.2) 
是 实数 , 它 其 实 就 是 波 包 的 实际 传播 速度 . 
扰动 同 下 游 移动 在 这 里 极其 重要 , 它 使 整个 失 稳 现象 变 得 完全 不 同 于 §27 
中 所 描述 的 情形 . 


§ 28 管道 中 流动 的 稳定 性 . 117 . 


因为 Imw 大 于 零 的 性 质 本 身 现在 仅仅 表示 问 下 游 移动 的 扰动 不 断 加 强 ， 
所 以 存在 两 种 可 能 性 . 在 一 种 情况 下 ， 尽 管 波 包 是 移动 的 ， 扰 动 在 流动 中 任 
何 一 个 固定 的 空间 点 都 会 无 限 增加 ， 这 种 对 任何 小 扰动 都 不 稳定 的 性 质 称 为 
绝对 不 稳定 性 . 在 另 一 种 情况 下 , 波 包 的 移动 速度 很 快 , 以 至 于 空间 中 每 一 个 
固定 点 的 扰动 在 上 一 oo 时 都 趋 于 零 . 这 样 的 不 稳定 性 称 为 对 流 不 稳定 性 咏 . 对 
于 泊 肃 叶 流 , 看 来 会 出 现 第 二 种 情况 ( 见 下 文 118 页 的 脚注 ). 

应 当 指 出 , 两 种 情况 之 间 的 区 别 取 决 于 如 何 选 取 用 来 研究 不 稳定 性 的 参 
考 系 , 该 区 别 在 这 种 意义 下 是 相对 的 : 某 参 考 系 下 的 对 流 不 稳定 性 在 “与 波 包 
一 起 运动 ” 的 参考 系 下 变 为 绝对 不 稳定 性 , 而 绝对 不 稳定 性 在 足够 快速 “远离 ” 
波 包 的 参考 系 下 变 为 对 流 不 稳定 性 . 不 过 , 在 这 里 所 研究 的 情况 下 , 这 种 区 别 
具有 确定 的 物理 意义 , 因为 存在 一 个 特定 的 参考 系 一 一 使 管 壁 静止 的 参考 系 ， 
我 们 恰恰 应 当 在 这 个 参考 系 中 研究 不 稳定 性 . 此 外 , 因为 真实 管道 的 长 度 无 论 
多 大 也 总 是 限 的 ,所 以 在 任何 位 置 出 现 的 扰动 原则 上 都 能 够 在 它 真 正 导致 层 
流 状态 破坏 之 前 移动 到 管道 之 外 . 

因为 坐标 z 是 沿 流动 方向 取 的 , 并 且 扰 动 沿 流动 方向 增强 , 但 在 空间 中 的 
给 定点 不 随时 间 而 增强 , 所 以 在 研究 这 种 类 型 的 不 稳定 性 时 , 用 下 述 方法 提出 
问题 是 合理 的 . 假设 在 空间 中 的 给 定位 置 上 有 特定 频率 w 的 扰动 连续 地 施加 
在 流动 上 , 研究 这 种 扰动 向 下 游 移动 时 如 何 变 化 . 求 出 函数 w(k) 的 反 函 数 , 我 
们 得 到 与 给 定 的 (实数 ) 频率 相应 的 波 数 上. 如 果 Im(k) < 0, 则 因子 eikr 随 z 
的 增加 而 增加 , 即 扰动 增强 . 在 w, Re 平面 上 , 由 方程 Imk(w，Re) = 0 确定 的 
曲线 ( 称 为 中 性 稳定 性 曲线 , 或 简称 为 中 性 曲线 ) 给 出 稳定 区 域 的 边界 , 该 曲线 
对 于 每 一 个 Re 都 划分 出 扰动 频率 值 向 下 游 增 强 或 衰减 的 区 域 . 

实际 的 计算 过 程 极 其 复杂 , 用 解析 方法 仅 对 平面 泊 肃 叶 流 一 一 两 个 平行 
平板 之 间 的 流动 进行 了 全 面 的 研究 (林家 省 ，1945). 这 里 指出 该 研究 的 一 些 
结果 @. 

平行 平板 之 间 (未 受 扰 动 ) 的 流动 不 仅 在 其 速度 方向 上 (z 轴 ) 是 齐 次 的 ， 
在 整个 zz 平面 上 (y 轴 垂 直 于 平板 ) 也 是 齐 次 的 . 于 是 可 以 寻求 方程 (26.4) 的 
形 如 

V1 = ei(kzz+kzz 一 wt) f(y) (28.3) 


的 解 , 其 中 波 失 大 指向 zz 平面 中 的 任意 方向 . 然而 , 我 们 所 关心 的 只 是 ( 当 Re 


a 在 本 教程 另 一 卷 中 描述 了 能 够 用 来 确定 不 稳定 性 类 型 的 一 般 方法 ( 见 第 十 卷 862). 

@ 见 专著 : Lin C.C. The Theory of Hydrodynamic Stability. Cambridge: Cambridge Univ, Press, 
1955， 关 于 对 该 问题 的 这 些 研究 以 及 更 晚 一 些 的 研究 , 在 德 拉 津 和 雷 德 的 书 ( 见 第 114 页 的 脚注 ) 中 
也 有 叙述 . 
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增加 时 ) 最 先 出 现 的 增强 扰动 , 正 是 它们 决定 了 稳定 区 域 的 边界 . 可 以 证 明 , 对 
于 大 小 给 定 的 波 矢 R, 扰动 当 有 指向 zx 轴 时 最 先 增强 , 并 且 户 = 0. 因此 , 只 
要 研究 zy 平面 上 的 二 维 扰动 即 可 (未 受 扰动 的 流动 同样 也 是 二 维 的 ), 这 种 扰 
动 与 坐标 z 无 关 . 
图 17 给 出 平板 之 间 流 动 的 中 性 曲线 示意 图 . 曲线 内 部 的 阴影 区 域 是 不 稳 
定 区 域 @. 我 们 发 现 , 出 现 不 衰减 扰动 的 最 小 雷诺 数值 为 Recr = 5772 (根据 近 
来 更 精确 的 计算 ,S.A. 欧 尔 萨 格 , 1971), 这 里 的 雷诺 数 
P 被 定义 为 
We (28.4) 
其 中 Umax 是 最 大 流速 , h/2 是 平板 之 间距 离 的 一 半 ， 
即 速 度 从 零 增 加 到 最 大 值 时 所 对 应 的 距离 电 . 扰动 的 
临界 波 数 kr = 2.04/h 对 应 临界 省 诺 数 Re = Recr. 当 


teh 





“Re -oo 时 , 中 性 曲线 的 上 下 两 支 分 别 按照 规律 
图 17 Ren 和 h ~ Re-3/7 


渐 近 地 趋向 横 坐 标 轴 . 在 这 两 支 上 , w 和 上 之 间 的 关系 这 时 具有 wh/U 3 (kh)3 
的 形式 . 

因此 , 对 于 不 超过 一 个 确定 最 大 值 (~ U/h) 的 任何 非 零 频 率 w, 都 存在 Re 
的 一 个 有 限 范围 , 该 范围 内 的 Re 所 对 应 的 扰动 是 增强 的 @. 有 趣 的 是 , 与 严格 
的 理想 流体 相 比 , 流体 的 小 而 有 限 的 黏 性 这 时 在 已 知 意义 上 起 破坏 稳定 性 的 
作用 @@. 其 实 , 当 Re 一 co 时 , 任何 有 限 频 率 的 扰动 都 会 衰减 . 当 引 入 有 限 的 
黏 性 时 , 我 们 终 将 进入 不 稳定 区 域 , 并 且 当 黏 性 进一步 增加 (Re 降低 ) 时 又 会 
离开 不 稳定 区 域 . 


@ 我 们 来 证 明 这 个 结论 (H. B. 斯 夸 尔 , 1933)， 方 程 组 (26.4) 对 于 形 如 (26.2) 的 扰动 可 以 化 为 与 
二 维 扰动 方程 一 致 的 形式 , 只 要 把 Re 代 换 为 Recosw 即 可 , 其 中 是 与 v6 之 间 的 夹 角 (在 zz 平 
面 上 )， 所 以 , 对 于 (具有 给 定 波 矢 的 ) 三 维 扰动 , 临界 雷诺 数 Recr = Recr/ cosp > Recr, 其 中 Recr 是 
对 二 维 扰动 计算 的 . 

@ 平面 k，Re 上 的 中 性 曲线 具有 类 似 的 形状 . 因为 w 和 上 在 中 性 曲线 上 都 是 实数 , 所 以 这 两 个 
平面 上 的 这 两 条 中 性 曲线 是 通过 不 同 变量 表示 出 来 的 同一 种 函数 关系 

图 对 于 平面 泊 肃 叶 流 , 在 文献 中 也 使 用 Re 的 其 他 定义 : 比值 nT/v, 其 中 可 是 ( 横 截面 上 的 ) 平 
均 流速 . 因为 成 立 等 式 可 = 2Umax/3, 所 以 有 hU/v = 4Re/3, 其 中 Re 由 (28.4) 定义 . 

@ 在 以 下 论文 中 证 明了 平面 泊 肃 叶 流 的 对 流 不 稳定 性 : Hopnancknit C.B.,， Kymakosckni# A.T. 
2KypH. skcnep. Teop. qu3. 1965, 49(4): 1326 (Iordanskii S.V.,，Kulikovskii A.,G. Sov, Phys. JETP. 
1966, 22(4): 915). 但 是 , 该 证 明 仅 适用 于 Re 极 高 的 区 域 , 此 处 中 性 曲线 的 两 支 都 离 横 坐 标 轴 很 近 , 即 
在 这 两 支 上 kh 和 1. 对 于 使 中 性 曲线 上 kh ~ 1 的 雷诺 数 Re, 问题 尚未 解决. 

@ 这 个 性 质 最 早 是 由 海 森 伯 发 现 的 (W. 海 森 伯 , 1924). 
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关于 圆 管内 流动 的 稳定 性 还 没有 完整 的 理论 研究 , 但 已 有 结果 使 我 们 有 
坚实 的 理由 假设 , 这 种 流动 在 任何 雷诺 数 下 对 无 穷 小 扰动 都 是 稳定 的 (既是 
绝对 稳定 的 , 也 是 对 流 稳定 的 ). 根据 原始 流动 的 轴 对 称 性 , 可 以 寻求 形 如 ( 同 
(27.4) 一 样 ) 

v1 = iP+hz—wt) f(r) (28.5) 


的 扰动 . 可 以 认为 轴 对 称 扰动 (n = 0) 必定 衰减 是 已 经 证 明 的 事实 , 并 且 在 已 
经 研究 过 的 非 轴 对 称 振动 中 (认为 n 值 是 确定 的 , 雷诺 数 在 确定 的 范围 内 ) 也 
没有 发 现 不 衰减 的 振动 . 如 果 非 常 小 心地 避免 管道 入 口 处 的 扰动 , 就 可 以 在 极 
高 的 雷诺 数 Re 下 维持 层 流 状态 (实际 上 已 经 观察 到 雷诺 数 达到 Re = 105 的 
层 流 , 式 中 


Vd Ua 
Re = 和 (28.6) 





平板 之 间 的 流动 和 圆 管内 的 流动 可 以 看 做 环形 截面 管道 内 的 流动 的 极限 
情况 , 即 两 个 同 轴 圆 柱 面 (半径 为 RI 和 Rz, Ra > Ri) 之 间 的 流动 的 极限 情况 . 
当 Ri ==0 时 , 我 们 回 到 圆 管 的 情况 , 而 在 R1 一 Ro 的 极限 下 得 到 平板 之 间 
的 流动 . 看 来 , 对 于 所 有 不 为 零 的 比值 Ri/R2s < 1 都 存在 临界 雷诺 数 Recr, 而 
当 RR /Ra 一 0 时 Recr 趋 于 无 穷 大 @. 

对 于 所 有 这 些 泊 肃 叶 流 , 还 存在 一 个 临界 雷诺 数 Re',, 它 确定 对 有 限 强 度 
扰动 的 稳定 性 边界 . 当 Re < Re', 时 , 在 管道 中 根本 不 能 存在 不 衰减 的 非 定常 
流 . 如 果 在 管道 中 的 任何 一 段 上 出 现 湛 流 , 则 当 Re < Re'. 时 , 满 流 区 将 向 下 
游 移动 , 同时 不 断 缩小 , 直至 完全 消失 . 反之 , 当 Re > Re', 时 , 潮流 区 将 随时 
间 而 扩张 并 占据 越 来 越 多 的 流动 区 域 . 如 果 扰 动 不 断 从 管道 入 口 进 入 管内 并 
影响 流动 , 则 当 Re < Re'. 时 , 扰动 无 论 最 初 有 多 强 , 都 必 将 在 进入 管道 某 距 
离 后 完全 衰减 . 反之 , 当 Re > Re', 时 , 整个 管道 中 的 流动 都 会 变 成 灌流 , 而 且 
Re 越 大 , 为 此 所 需 的 扰动 就 越 弱 . 在 Re 与 Recr 之 间 的 区 间 上 , 层 流 流动 是 
亚 稳 的 . 对 于 圆 管 , 在 Re = 1800 时 已 经 观察 到 不 衰减 的 汪 流 ; 对 于 平行 平板 
之 间 的 流动 , 从 Re = 1000 开始 即 可 观察 到 汕 流 . 

管道 内 的 层 流 流动 “必然 ” 遭 到 破坏 , 与 之 相伴 的 是 阻力 的 间断 式 变化 . 对 
于 管道 内 的 流动 , 当 Re > Re', 时 在 本 质 上 存在 两 种 不 同 的 阻力 定律 (阻力 对 


@ 对 速度 场 厕 言 ,Ri 一 0 的 情况 与 Ri = 0 的 情况 其 实 不 同 , 这 涉及 相应 边界 之 有 无 . 一 一 译 者 
@ 参见 文献 : Heaton C.J. Linear instability of annular Poiseuille flow. J. Fluid Mech., 2008, 
610: 391. 一 一 详 者 
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Re 的 依赖 关系 ): 一 种 用 于 层 流 , 另 一 种 用 于 满 流 ( 见 下 面 的 $843)， 从 一 种 类 
型 的 流动 过 渡 到 另 一 种 类 型 的 流动 无 论 是 在 多 大 的 雷诺 数 Re 下 发 生 的 , 阻力 
都 会 发 生 间 断 . 

在 本 节 最 后 , 我 们 再 作出 以 下 说 明 . 对 无 穷 长 管道 内 的 流动 得 到 的 稳定 性 
边界 (中 性 曲线 ) 还 有 男 一 种 意义 . 考虑 (与 直径 相 比 ) 长 度 很 大 但 有 限 的 管道 
中 的 流动 . 设 管道 每 一 端 都 有 确定 的 边界 条 件 一 一 速度 剖面 是 给 定 的 (例如 ， 
可 以 认为 管道 两 端 被 多 孔 介 质 壁面 覆盖 ， 使 这 里 有 均匀 的 速度 ). 除了 管道 两 
端 附近 , 处 处 都 可 以 认为 (未 受 扰 动 的 ) 速度 剖面 与 x 无 关 并 与 泊 肃 叶 流 相应 . 
对 于 这 样 给 出 的 有 限 系 统 , 可 以 提出 对 无 穷 小 扰动 的 稳定 性 问题 (这 样 的 稳定 
性 称 为 整体 稳定 性 , 在 第 十 卷 865 中 描述 了 建立 其 判 据 的 一 般 方法 ). 可 以 证 
明 , 无 穷 长 管道 的 上 述 中 性 曲线 同时 也 是 有 限 长 管道 情况 下 的 整体 稳定 性 边 
界 , 并 且 这 与 管道 两 端的 具体 边界 条 件 无 关 . 
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如 果 两 层 不 可 压缩 理想 流体 彼此 之 间 的 相对 运动 是 一 层 流体 在 另 一 层 流 
体 上 “滑动 ", 则 这 种 流动 是 不 稳定 的 . 这 两 层 流体 的 分 界面 是 切 向 间断 面 , 即 
流体 的 切 向 速度 发 生 突 跃 的 曲面 (H. 刻 姆 霍 效 , 1868; W. 开尔文 , 1871). 我 们 
在 以 后 将 看 到 这 种 不 稳定 性 会 实际 导致 何 种 流动 图 像 (835), 这 里 先 证 明 上 述 

考虑 不 大 的 一 部 分 间断 面 及 其 附近 的 流动 ,我 们 可 以 认为 这 部 分 间断 面 
是 平 的 , 并 且 它 两 边 的 流体 速度 wy 和 v2 是 常量 . 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 其 中 
一 个 速度 为 零 . 通过 适当 选取 坐标 系 总 是 可 以 做 到 这 一 点 . 设 wz = 0, 并 把 wi 
直接 记 为 v. 取 wv 的 方向 为 z 轴 的 方向 , 让 z 轴 指 向 间断 面 的 法 向 . 

设 间 断面 受到 微弱 扰动 , 并 且 所 有 的 量 一 一 间断 面 本 身 的 点 的 坐标 、 流 体 
的 压强 和 速度 一 一 都 是 正比 于 eitke-29) 的 周期 函数 . 我 们 来 研究 速度 为 w 的 
这 一 侧 流 体 , 并 用 vw' 表示 发 生 扰 动 后 速度 的 微小 变化 . 根据 方程 (26.4) (其 中 
vo = 二 0 为 常量 ,v = 0), 对 扰动 w 有 以 下 方程 组 : 

Vp 


divvw’ = 0, nr + (v:V)v’ = 本 
因为 v 指向 zx 轴 方 向 , 所 以 第 二 个 方程 可 改写 为 


ot Or pi 





(29.1) 


© 见 : Kynukropcruit A.T. IIpukn. mar. nw Mex. 1968, 32(1): 112 (Kulikovskii A.G. J. Appl. Math. 
Mech. 1968, 32(1): 100). 
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如 果 在 此 方程 两 边 取 散 度 , 则 根据 第 一 个 方程 可 知 左边 为 零 , 于 是 应 当 满 
足 拉 普 拉 斯 方程 
AN = (29.2) 
设 《=C(z, t) 是 发 生 扰动 后 间断 面 上 的 点 沿 z 轴 的 位 移 , 导数 856/68t 是 
间断 面 坐 标 5 在 坐标 z 给 定时 的 变化 率 . 因为 流体 速度 在 间断 面 法 向 的 分 量 
等 于 间断 面 本 身 的 移动 速度 , 所 以 在 所 需 近 似 下 有 


六 = 一 "党 (29.3) 
(对 于 以 , 当然 应 当 取 它 在 间断 面 本 身上 的 值 ). 


我 们 寻求 形 如 
p! = 站 (z)elkz 一 “0) 
的 解 . 把 它 代入 (29.2), 得 到 f(z) 的 方程 


所 以 f= const . e+. 在 间断 面 的 两 侧 中 , 设 所 研究 的 这 一 侧 ( 侧 1) 对 应 z 的 
正 值 , 于 是 我 们 应 取 f = const . e-kz, 所 以 


了 = const . ei(kz 一 wt) ekz (29.4) 
把 这 个 表达 式 代入 方程 (29.1) 的 z 分 量 方程 , 求 出 @ 
和 kpi 
/一 a (29.5) 


我 们 用 同样 的 形式 寻求 位 移 ¢, 它 也 正比 于 同一 个 指数 因子 ei(kz-ob 于 
是 从 (29.3) 得 到 
vs, = iC(kv — w). 
这 与 (29.5) 一 起 给 出 


-a 2 
由 一 一 人 po). (29.6) 


用 这 样 的 公式 也 可 以 表示 间断 面 另 一 侧 的 压强 ps, 只 不 过 现在 应 取 w=0, 此 
外 还 应 改变 符号 (因为 在 这 个 区 域 中 z < 0, 所 有 的 量 应 正比 于 ekz 而 非 e-*). 
因此 ， 

用 = 5 全 (29.7) 


Q@ 虽然 kv = w 的 情形 在 原则 上 是 可 能 的 , 但 我 们 对 此 不 感 兴趣 , 因为 不 稳定 性 只 可 能 源 自 复 频 
率 w, 而 不 可 能 源 自 实 频率 . 
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我 们 之 所 以 在 这 里 写 出 不 同 的 密度 p, 和 pz, 是 为 了 把 分 界面 两 边 是 互 不 混合 
的 两 种 不 同 流体 的 情形 也 包括 在 内 . 
最 后 , 根据 压强 pi 和 ps 在 间断 面 上 相等 的 条 件 , 我 们 得 到 


pi(kv 一 w)” = 一 paw”， 


由 此 求 出 待 求 的 w 与 炎 之 间 的 关系 : 
ww (29.8) 
pi+ ps2 

我 们 看 到 , w 是 复数 , 并 且 总 是 存在 虚 部 为 正 的 w. 因此 , 切 向 间断 面 即使 
对 无 限 小 扰动 也 是 不 稳定 的 @. 在 这 种 形式 下 , 这 个 结论 对 于 番 性 任意 小 的 流 
体 同 样 成 立 . 这 时 , 区 别 对 流 不 稳定 性 与 绝对 不 稳定 性 是 没有 意义 的 , 因为 当 
k 增加 时 , w 的 虚 部 无 限 增加 , 而 这 导致 扰动 的 放大 系数 在 其 移动 过 程 中 能 够 
变 为 无 穷 大 . 

在 考虑 有 限 的 理性 时 , 切 向 间断 面 会 丧失 其 不 连续 性 , 速度 会 在 有 限 厚度 
的 一 层 流体 中 从 一 个 值 变 为 男 一 个 值 . 这 种 流动 的 稳定 性 问题 , 在 数学 上 完全 
类 似 于 层 流 边界 层 中 速度 前 面具 有 拐点 时 的 流动 稳定 性 问题 (§41). 实验 结果 
和 数值 计算 表明 , 不 稳定 性 在 这 种 情况 下 很 快 就 会 出 现 , 甚至 总 是 会 出 现 @. 
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在 下 面 儿 节 中 (830 一 $32)， 使 用 一 些 特定 的 几何 方法 进行 论述 将 是 方便 
的 . 为 此 , 我 们 引入 一 个 数学 概念 一 一 流体 的 状态 空间 , 该 空间 的 每 个 点 对 应 
流体 中 确定 的 速度 分 布 (速度 场 ),， 相距 较 近 的 点 这 时 对 应 流体 在 相隔 较 短 的 
时 刻 的 状态 @. 

在 状态 空间 中 , 一 个 点 对 应 一 种 定常 流 ， 而 一 条 封闭 曲线 (封闭 轨道 ) 对 
应 一 种 周期 流 , 它们 分 别称 为 极限 点 和 极限 环 . 如 果 这 些 流动 是 稳定 的 , 这 就 


@ 如 果 (在 zy 平面 上 ) 波 撩 k 的 方向 与 w 的 方向 不 一 致 , 它们 之 间 的 夹 角 为 p, 则 在 (29.8) 中 
应 把 v 替换 为 vcosp， 其 原因 明显 在 于 , 在 原始 的 线性 化 欧 拉 方程 中 , 未 受 扰动 的 速度 仅 出 现 于 组 合 
(w.YV) 中 ， 显 然 , 这 样 的 扰动 也 是 不 稳定 的 . 

@ 设 平面 流动 中 的 速度 在 土 vo 之 间 变 化 , 并 且 速 度 剖面 满足 诸如 v = vo tanh(z/h) 的 某 种 规律 ， 
则 关于 这 种 流动 的 稳定 性 已 有 一 些 数值 计算 (这 时 Re = voh/v 起 雷诺 数 的 作用 )， 在 平面 ,Re 上 ， 
中 性 曲线 通过 坐标 原点 , 所 以 对 于 每 一 个 Re 值 都 存在 值 的 一 个 区 间 ( 随 Re 的 增加 而 增 大 ), 流动 
在 这 个 区 间 上 是 不 稳定 的 . 

@ 830 一 832 是 与 M.H. 拉 宾 诺 维 奇 共同 撰写 的 . 

@ 在 数学 文献 中 , 该 无 穷 维 泛 函 空间 (或 者 在 某 些 情况 下 可 以 取而代之 的 一 些 有 限 维 泛 函 空 间 ， 
见 下 ) 经 常 称 为 相 空 间 ， 我 们 在 这 里 不 使 用 这 个 术语 , 以免 与 它 在 物理 学 中 通常 更 为 具体 的 含义 发 生 
混淆， 
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表明 附近 的 轨道 (在 上 一 oo 时) 趋 于 一 个 极限 点 或 极限 环 , 即 这 些 轨 道 描述 问 
一 种 定常 流 或 周期 流转 变 的 过 程 . 

在 状态 空间 中 , 一 个 极限 环 (或 极限 点 ) 有 确定 的 吸引 域 : 从 该 区 域 开 始 的 
轨道 最 终 都 会 进入 极限 环 . 因此 , 极限 环 称 为 吸引 子 @. 我 们 强调 , 对 于 给 定 区 
域 中 具有 确定 边界 条 件 (和 给 定 的 Re 值 ) 的 流动 , 吸引 子 可 能 不 是 唯一 的 . 可 
能 出 现 这 样 的 情形 : 在 状态 空间 中 存在 不 同 的 吸引 子 , 并 且 每 个 吸引 子 都 有 上 自 
己 的 吸引 域 . 换言之 ,在 Re > Recr 时 可 能 存在 不 止 一 种 稳定 的 流动 方式 , 而 不 
同 流动 方式 的 实现 则 取决 于 Re 达到 给 定 值 的 方法 . 我 们 强调 , 这 些 不 同 的 稳 
定 流 动 方式 都 是 非 线性 (0) 运动 方程 组 的 解 @. 

设 雷 诺 数 已 经 达到 临界 值 , 并 且 在 826 中 讨论 过 的 周期 流 已 经 建立 起 来 ， 
我 们 来 研究 在 此 之 后 雷诺 数 继续 增加 时 出 现 的 现象 . 随 着 Re 的 增加 , 该 周期 
流 最 终 也 会 失 稳 . 研究 这 种 不 稳定 性 的 方法 在 原则 上 应 当 类 似 于 在 826 中 研 
究 初始 定常 流 不 稳定 性 的 方法 . 现在 , (频率 为 wi 的 ) 周期 流 vo(7, 是 未 受 
扰动 的 流动 , 于 是 可 以 把 vw = wo 十 v2 代入 运动 方程 , 式 中 va 是 小 的 修正 项 . 
对 v2 又 得 到 线性 方程 , 但 其 系数 现在 不 仅 是 坐标 的 函数 , 还 与 时 间 有 关 , 它们 
对 时 间 而 言 是 周期 为 T= 2r/wi 的 周期 函数 . 应 当 按 照 以 下 形式 来 寻求 此 方 
程 的 解 : 

v2 = I(r, te—™, (30.1) 


其 中 了 (7, t) 对 时 间 而 言 是 周期 函数 (周期 同样 为 T). 失 稳 仍然 发 生 于 出 现 
频率 w = wz + in72 之 时 , 其 虚 部 7 > 0, 而 实 部 wz 确定 一 个 新 出 现 的 频率 . 

在 一 个 周期 元 内 ,扰动 (30.1) 变 为 上 = ea 倍 . 该 因子 称 为 周期 运动 的 
倍增 因子 , 它 是 表征 这 种 流动 的 扰动 增强 或 衰减 的 合适 指标 . 与 连续 介质 ( 流 
体 ) 的 周期 运动 相对 应 的 是 无 穷 多 个 倍增 因子 , 它们 又 对 应 着 无 穷 多 种 可 能 的 
独立 扰动 . 由 此 导致 的 失 稳 是 在 临界 雷诺 数 Recrz 下 发 生 的 , 这 时 一 个 或 多 个 
倍增 因子 的 模 等 于 1, 即 /的 值 在 复 平面 上 穿 过 单位 圆 . 对 实 方程 而 言 , 倍增 
因子 穿 过 单位 圆 时 的 取 值 只 能 是 一 对 共 辆 复数 或 单一 的 实数 ， 而 在 后 一 情况 
下 只 能 是 +1 或 -1. 与 这 种 由 周期 流 导 致 的 失 稳 相 伴 的 是 , 状态 空间 中 的 轨 
道 性 质 在 已 经 不 稳定 的 极限 环 附近 发 生 确定 的 定性 重 构 , 或 者 就 像 通常 所 说 
的 那样 , 与 之 相伴 的 是 局 部 分 贫 . 分 岔 的 特性 在 很 大 程度 上 恰恰 取决 于 倍增 因 
子 在 哪些 点 穿 过 单位 圆 @. 


@ 源 自 英文 单词 attraction, 即 吸引 . 

@ 例如 , 在 库 埃 特 流失 稳 过 程 中 就 会 出 现 这 样 的 情况 , 这 时 建立 起 来 的 新 流动 方式 实际 上 与 导致 
圆柱 面 以 确定 角速度 旋转 的 历史 过 程 有 关 . 

@@ 我 们 指出 , 倍增 因子 不 可 能 等 于 零 , 因为 扰动 不 可 能 在 有 限时 间 (一 个 周期 五 ) 内 变 为 零 . 
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我 们 来 研究 形 如 jy = ef2rei 的 一 对 复 共 辆 倍增 因子 穿 过 单位 圆 时 形成 的 
分 岔 , 式 中 a 是 无 理 数 . 这 导致 产生 具有 独立 新 频率 wa = awl 的 二 次 流 , 即 某 
种 由 两 个 不 可 公 度 频率 表征 的 准 周 期 流 . 借助 于 几何 方法 , 这 种 流动 在 状态 空 
间 中 对 应 二 维 环 面 上 的 不 封闭 线圈 状 轨 道上 9, 并 且 已 经 失 稳 的 极限 环 是 环 面 的 
母线 ; 频率 wi 对 应 沿 环 面 母线 的 旋转 , 频率 w 对 应 环 面 上 的 旋转 (图 18). 就 
像 一 种 周期 流 可 使 流动 具有 一 个 自由 度 那样 , 现在 有 两 个 量 (相位 ) 是 任意 的 ， 
所 以 流动 具有 两 个 自由 度 . 由 周期 流 导 致 的 失 稳 
伴随 着 二 维 环 面 的 “产生 ”, 这 样 的 失 稳 在 流体 动 
力学 中 是 典型 的 . 

当 和 雷诺 数 Re > Recrz 并 且 继 续 增 加 时 , 这 样 
的 分 岔 导致 流动 变 得 越 来 越 复杂 , 我 们 来 讨论 这 
种 假想 的 流动 方式 .自然 应 当 假 设 , 新 的 周期 将 
随 着 Re 的 继续 增加 而 陆续 出 现 . 用 几何 语言 来 
说 , 这 表示 二 维 环 面 导致 失 稳 ， 并 在 其 邻 域内 出 
现 三 维 环 面 , 它 又 因为 进一步 分 岔 而 被 四 维 环 面 取 代 , 等 等 . 产生 新 频率 所 需 
的 雷诺 数 间隔 迅速 减 小 , 而 由 此 出 现 的 流动 也 具有 越 来 越 小 的 尺度 . 因此 , 流 
动 迅 速 变 得 复杂 而 混乱 . 我 们 把 这 样 的 流动 称 为 满 流 ， 以 区 别 于 规则 的 层 流 . 
对 于 后 者 , 流动 仿佛 是 分 层 的 , 各 层 流体 都 有 不 同 的 速度 . 

现在 假设 产生 湛 流 的 这 种 途径 (或 者 称 之 为 方案 ) 是 实际 可 能 的 @, 我 们 
来 写 出 函数 vw(r, t) 的 一 般 形 式 , 它 对 时 间 的 依赖 关系 可 由 数目 为 某 个 数 六 的 
一 组 不 同 的 频率 w; 确定 . 可 以 把 它 看 做 个 不 同 相 位 yp; = wit 二 有 (以 及 坐 
标 ) 的 函数 , 并 且 对 每 个 相位 都 是 周期 为 2r 的 周期 函数 . 这 样 的 函数 可 以 表 
示 为 级 数 的 形式 : 


N 
V(r, £1) = :DR 4pip pv(r)exp | 一 pe (30.2) 
= 


(对 所 有 整数 Pi, ps,…, pw 求 和 ), 它 是 (26.13) 的 推广 . 由 该 公式 描述 的 流动 
具有 NN 个 自由 度 , 因为 其 中 包括 N 个 任意 的 初始 相位 B@. 

从 物理 上 讲 , 相位 相差 2r 的 整数 倍 的 状态 是 完全 相同 的 . 换言之 , 对 于 
每 一 个 相位 , 全 部 具有 本 质 区 别 的 值 都 位 于 区 间 0 < yp; < 2r 上 . 考虑 任何 两 





图 18 


按照 我 们 在 这 里 使 用 的 数学 术语 , 环 面 是 指 不 包含 由 它 所 围 区 域 的 曲面 . 于是, 二 维 环 面 就 是 
三 维 “面包 图” 的 二 维 表 面 . 

@ 这 是 由 工 .区 . 朗 道 (1944) 提出 的 , 后 来 BE. 截 普 夫 (1948) 也 独立 地 提出 了 这 个 假设 . 

图 如 果 选 取 相 位 mw, 作为 坐标 来 描述 N 维 环 面 上 的 轨道 , 则 相应 速度 将 是 常量 : 2, = wi;.， 因 此, 
当 我 们 论 及 准 周期 流 时 , 也 称 之 为 环 面 上 的 常 速 运动 . 
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个 相位 ol = wit 十 Bl 和 wp。 = wzt 十 Bo. 设 相 位 w 在 某 时 刻 的 值 为 %, 则 该 相 
位 在 下 列 所 有 时 刻 的 值 均 与 a “相同 ”: 
t 一 二 一 7 
式 中 s 是 任何 整数 . 相位 yp。 在 这 些 时 刻 的 村 为 

pa = B+ (a — Bb, + 2ns). 


但 不 同 的 频率 是 相互 不 可 公 度 的 , 所 以 w/wi 是 无 理 数 . 从 yo 减 去 2r 的 所 
需 整 数 倍 , 总 可 以 让 ys 的 值 属于 从 0 到 2r 的 区 间 . 于 是 , 当 整 数 s 从 0 变化 
到 oo 时 , 我 们 得 到 任意 接近 该 区 间 上 事先 给 定数 的 po 值 . 换言之 , 经 过 足够 
长 的 时 间 , pl 和 yp 将 同时 任意 接近 任何 事先 给 定 的 两 个 数 . 这 个 结果 对 所 有 
相位 均 成 立 . 因此 , 在 所 研究 的 满 流 模型 中 , 如 果 一 个 事先 给 定 的 状态 是 由 同 
一 时 刻 任 何 一 组 可 能 的 相位 值 w 决定 的 , 则 在 足够 长 的 时 间 内 , 流体 会 经 历 
该 事先 给 定 状 态 附 近 与 之 任意 接近 的 状态 . 但 是 , 返回 时 间 却 随 的 增加 而 
迅速 增加 , 最 终 变 得 极 大 , 以 至 于 任何 周期 性 实际 上 都 消失 得 无 影 无 踪 人 . 

我 们 现在 强调 , 产生 湛 流 的 上 述 途 径 在 本 质 上 是 以 线性 表述 为 基础 的 . 其 
实 , 我 们 实际 上 已 经 假设 , 在 因为 二 次 失 稳 而 出 现 新 的 周期 解 时 , 已 有 的 周期 
解 不 但 没有 消失 , 而 且 基 本 不 发 生变 化 . 在 这 个 模型 中 , 油 流 运动 恰恰 就 是 大 
量 这 种 不 发 生变 化 的 解 的 登 加 . 但 是 在 一 般 情况 下 , 随 着 雷诺 数 的 增加 , 这 些 
解 的 性 质 以 及 由 它们 导致 的 不 稳定 性 的 特性 都 会 变化 . 各 种 扰动 之 间 发 生 相 
互 作用 , 并 且 这 种 相互 作用 既 可 能 导致 流动 变 得 简单 , 也 可 能 导致 流动 变 得 复 
杂 . 我 们 来 说 明 第 一 种 可 能 性 . 

我 们 只 考虑 最 简单 的 情形 : 假设 扰动 解 只 含有 两 个 独立 的 频率 . 如 前 所 
述 , 这 种 流动 在 几何 上 对 应 二 维 环 面 上 的 线圈 状 不 封闭 曲线 . 设 在 Re = Recn 
时 出 现 频 率 为 wi 的 扰动 , 则 自然 可 以 认为 , 该 扰动 在 雷诺 数 Re = Recrz 的 邻 
域 中 变 得 更 加 强烈 (这 时 出 现 频率 为 wz 的 扰动 ), 从 而 可 以 假设 , 当 雷 诺 数 Re 
属于 该 邻 域 并 且 相 对 变化 不 大 时 , 频率 为 wi 的 扰动 没有 变化 . 注意 到 这 一 点 ， 
为 了 描述 频率 为 wz 的 扰动 在 频率 为 wi 的 背景 周期 流 中 的 演化 , 我 们 引入 新 
变量 


十 i 
WwW! 


a2(t) = |az(t)| ei?20). (30.3) 
模 |az(t)| 是 到 环 面 母线 的 最 短 距离 (频率 为 wi 的 极限 环 已 经 失 稳 ), 即 二 次 周 
期 流 的 相对 振幅 , 而 w。 是 它 的 相位 . 我 们 来 研究 az(t) 在 等 于 周期 TD = 27 /wl 


@ 在 上 述 湛 流 模型 中 ,系统 (流体 ) 位 于 相 空 间 中 给 定点 gi, p2，…, pn 附近 微小 区 域内 的 概 
率 , 可 由 该 区 域 的 体积 (5%)* 与 总 体积 (2x)* 之 比 给 出 . 因此 可 以 说 , 在 足够 长 的 时 间 内 , 系统 位 于 
给 定点 附近 微小 区 域内 的 时 间 仅 占 该 时 间 的 1/e*wN (其 中 x = In(2r/8p)). 
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的 整数 倍 的 那些 离散 时 刻 的 性 质 . 经 过 一 个 周期 , 频率 为 wa 的 扰动 变 为 1 倍 ， 
这 里 
= |u|exp ( > 2ri) 

是 倍增 因子 : 经 过 整数 7 个 周期 , 函数 ay 变 为 "7 倍 , 既然 我 们 认为 Re 一 Recr。 
很 小 (Re 在 临界 值 以 上 ), 则 扰动 的 增长 率 也 很 小 , 相应 地 , | 由 -1 尽管 是 正 的 ， 
却 也 很 小 , 所 以 扰动 az 的 模 经 过 一 个 周期 T 之 后 变化 其 微 ; 相位 yp。 的 变化 
恰好 正比 于 r. 注意 到 所 有 这 些 结果 , 就 可 以 把 离散 的 变量 7 改 为 连续 的 , 从 
而 利用 对 r 的 微分 方程 来 描述 函数 az(r) 的 变化 过 程 . 

倍增 因子 的 概念 仅 适 用 于 出 现 不 稳定 性 之 后 极 短 的 一 段 时 间 , 在 这 段 时 
间 内 仍 可 用 线性 方程 来 描述 扰动 . 如 上 所 述 ， 函数 az(r) 在 这 段 时 间 内 像 jy7 
那样 变化 , 其 导数 


da2 
下 一 ln py: a2(7), 


并 且 在 雷诺 数 略 微 超 过 临界 值 时 有 : 

Iny = lnlu|— 2ri ~ S|4|—1— 2ri >. (30.4) 
这 个 表达 式 是 daz/dr 对 az 和 a3 的 匣 级 数 展开 式 的 第 一 项 , 于 是 当 模 |az| 增 
加 (但 仍然 很 小 ) 时 , 应 当 考虑 下 一 项 . 含有 相同 振荡 因子 e-i?2 的 项 是 三 阶 项 
~ a2|a2|?. 因此 ， 我 们 得 到 方程 包 


da 
3 = np a2 — Baa2la2l?, (30.5) 


其 中 B。 (就 像 y 那样 ) 是 与 Re 有 关 的 复 参 数 , 并 且 Re 6。 > 0 (对 方程 (26.7) 
也 有 类 似 讨论 , 试 进行 对 比 ). 这 个 方程 的 实 部 立刻 就 确定 了 模 的 定常 值 : 
i 全 (lu|— 1) 
~ Rep ， 
而 虚 部 则 给 出 相位 wz(r) 的 方程 . 既然 模 的 定常 值 已 经 确定 , 该 方程 的 形式 就 
化 为 


ea - = 和 + Im B。. Iam. (30.6) 


根据 这 个 方程 , 相位 pa 党 速 旋转- 然而 , 这 个 性 质 仅 在 所 考虑 的 近似 下 
成 立 . 随 着 Re - Recrz 的 增加 , 沿 环 面 的 旋转 速度 不 再 保持 不 变 , 它 本 身 成 为 
pz 的 函数 . 为 了 考虑 这 一 点 , 我 们 在 方程 (30.6) 的 右 侧 加 上 小 扰动 项 B(wp,). 
因为 在 物理 上 有 区 别 的 所 有 相位 值 p。 都 位 于 从 0 到 2r 的 一 个 区 间 上 , 所 以 
$(wp2) 是 周期 为 2r 的 周期 函数 . 进一步 , 我 们 用 有 理 分 数 来 逼近 无 理 表达 式 


@ 方程 (30.5) 称 为 朗 道 方程 . 一 一 译 者 
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waz/wl (这 可 用 任意 精度 实现 ): wz/wi = may/ma + A/2r, 其 中 mi, m2 是 整数 . 
于 是 , 方程 的 形式 化 为 


dw m2 0)12 
=277 + A+Imp. oa 总 | + (2). (30.7) 


现在 只 考虑 miTi 的 整数 倍 时 刻 的 相位 值 , 即 变量 r = mi 为 整数 时 的 相位 
值 . 方程 (30.7) 右 侧 第 一 项 导致 相位 经 过 时 间 mi 后 变化 2rm2, 即 相 位 变化 
为 2r 的 整数 倍 , 而 这 恰恰 可 以 忽略 . 略 去 该 项 之 后 , 方程 右 侧 剩余 各 项 都 是 小 
量 , 这 样 就 能 够 利用 对 连续 变量 了 的 微分 方程 来 描述 函数 wz(7F) 的 变化 : 
1 dp 
mi dr 


( 当 离 散 变 量 了 只 有 一 步 变 化 时 , 函数 ps/mi 的 变化 不 大 ) 
在 一 般 情况 下 , 方程 (30.8) 有 定常 解 ws = % 包 ,只 要 让 方程 右 侧 等 于 夫 
即 可 得 到 这 个 解 . 然而 , 相位 w。 在 miTi 的 整数 倍 时 刻 保持 不 变 , 这 意味 着 
在 在 轨道 在 环绕 mi 周 之 后 闭合 . 根据 函数 @B(p>) 的 周 
期 性 , 这 样 的 解 成 对 出 现 (在 最 简单 的 情况 下 只 有 一 对 ): 一 个 解 出 现 于 函数 
$(wps) 的 递增 区 间 , 另 一 个 解 出 现 于 递减 区 间 . 在 这 两 个 解 中 , 只 有 后 者 是 稳 
定 的 , 并 且 对 这 个 稳定 解 而 言 , 方程 (30.8) 在 点 pg = efo) 附近 具有 以 下 形式 : 
dp 
dF 
(系数 const > 0), 它 确 实 具有 趋 于 wp。 = ps) 的 解 ; 前 者 不 稳定 (const < 0). 
在 环 面 上 出 现 稳定 极限 环 的 现象 表示 振动 的 锁 频 @， 即 准 周期 振动 消失 
并 产生 新 的 周期 振动 . 在 多 自由 度 系统 中 可 以 采用 多 种 方法 实现 锁 频 , 它 阻 碍 
在 具有 大 数目 不 可 公 度 频率 的 多 种 运动 中 通过 营 加 来 产生 新 的 运动 方式 . 在 
这 个 意义 上 可 以 说 ， 朗 道 - 稚 普 夫 方案 恰好 真正 实现 的 概率 很 小 (当然 , 不 排 
除 在 一 些 个 别 情况 下 在 发 生 锁 频 之 前 就 出 现 少量 不 可 公 度 频率 的 可 能 性 ). 


=A+ImB,.|al)| + G(y,) (30.8) 





= 一 const . (p2 — ps) 
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关于 淇 流 在 不 同类 型 流动 中 的 产生 , 目前 还 不 存在 一 种 通用 的 理论 . 不 过 ， 
关于 流动 的 混沌 化 过 程 @, 已 经 有 多 种 可 能 的 方案 , 它们 主要 是 根据 在 计算 机 


@ 英文 术语 为 frequency locking. 

@ 混沌 (chaos) 意味 着 确定 性 中 的 随机 , 即 具有 完全 确定 数学 表述 的 非 线 性 系统 (例如 不 含 任何 
随机 性 的 一 个 映射 或 一 组 微分 方程 ) 可 以 有 内 在 的 随机 性 ， 建议 读 者 阅读 关于 混沌 动力 学 的 专著 , 这 
有 助 于 理解 这 几 节 内 容 . 译 者 
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上 对 模型 微分 方程 组 的 数值 模拟 研究 提出 的 ， 部 分 结果 已 经 被 实际 的 流体 动 
力学 实验 所 证 实 . 本 节 和 下 一 节 中 的 叙述 只 以 介绍 这 些 想法 为 目的 , 并 不 讨论 
相应 数值 结果 和 实验 结果 . 我 们 仅仅 指出 , 实验 数据 是 对 有 限 区 域 中 的 流动 得 
到 的 , 我 们 在 下 面 所 关注 的 正好 也 是 这 样 的 流动 9. 

首先 作出 如 下 所 述 的 一 个 重要 的 一 般 性 说 明 . 在 分 析 周 期 流 的 稳定 性 时 ， 
只 要 关注 其 模 接 近 1 的 倍增 因子 即 可 , 因为 恰恰 是 这 些 因 子 才 有 可 能 在 Re 略 
微 改变 时 穿 过 单位 圆 . 对 于 忒 性 流体 , 这 样 的 “危险 因子 ”的 模 总 是 有 限 的 , 原 
因 如 下 . 满足 运动 方程 的 不 同类 型 (模式 ) 的 扰动 具有 各 种 空间 尺度 ( 即 速度 
v2 发 生 显著 变化 的 距离 ). 流动 的 尺度 越 小 , 流动 区 域 中 的 速度 梯度 就 越 大 , 黏 
性 对 流动 的 阻碍 作用 也 就 越 强 . 如 果 把 可 能 的 扰动 模式 按照 尺度 从 大 到 小 的 
顺序 排列 , 则 只 有 前 面 的 某 有 限 数目 的 模式 是 危险 的 , 而 位 置 足够 远 的 模式 必 
然 会 迅速 衰减 , 即 相应 倍增 因子 的 模 很 小 . 这 样 就 可 以 认为 , 为 了 阐明 因 周 期 
流 而 导致 黏 性 流体 运动 失 稳 的 可 能 模式 ， 在 本 质 上 可 以 采用 对 带 有 耗 散 的 离 
散 力学 系统 进行 稳定 性 分 析 的 方法 ， 并 且 该 离散 力学 系统 是 由 有 限 数 目的 变 
量 描述 的 (从 流体 动力 学 观点 看 , 例如 , 速度 场 对 坐标 的 傅 里 叶 分 量 的 振幅 即 
为 这 样 的 变量 ). 与 此 相应 , 状态 空间 也 成 为 有 限 维 的 . 

从 数学 观点 讲 , 这 里 所 研究 的 是 以 下 形式 的 方程 组 所 描述 的 系统 的 演化 : 


z(t) = F(z), (31.1) 


其 中 z(t) 是 描述 系统 的 n 个 量 zt, z(2), .…, zt 所 组 成 的 空间 中 的 矢量 , 函 
数 王 依赖 于 一 个 参数 , 该 参数 的 改变 能 够 导致 运动 性 质 的 改变 @. 对 于 耗 散 系 
统 , 天 量 z 的 散 度 在 空间 z 中 是 负 的 , 这 表示 空间 z 中 的 体积 在 运动 过 程 中 
变 小 @: 
div x(t) = div F(z) 三 < 0. (31.2) 
我 们 转 而 继续 讨论 不 同 周期 流 发 生 相 互 作 用 的 可 能 结果 . 锁 频 现象 使 流 
动 变 得 简单 , 但 相互 作用 在 破坏 准 周期 性 的 同时 也 能 够 使 流动 变 得 极为 复杂 . 
到 目前 为 止 一 直上 默认 , 在 由 周期 流 导致 的 失 稳 过 程 中 会 出 现 另 一 种 周期 流 . 然 
而 , 在 逻辑 上 这 根本 不 是 必然 的 . 速度 涨 落 振幅 的 有 限 性 仅仅 保证 了 黏 性 流体 


@ 这 里 所 讨论 的 其 实 是 有 限 区 域 中 的 热 对 流 和 具有 有 限 长 度 的 两 个 同 轴 圆 柱 面 之 间 的 库 埃 特 流 . 
目前 , 对 边界 层 向 庄 流 转变 和 有 限 尺寸 物体 绕 流 尾 迹 的 机 理 的 理论 研究 仍然 进展 缓慢 ,尽管 已 经 积累 
了 大 量 实验 资料 . 

@ 按照 数学 术语 ,函数 F 称 为 系统 的 矢量 场 ， 如 果 它 对 时 间 没 有 显 式 的 依赖 关系 (就 像 (31.1) 
那样 ), 则 称 该 系统 为 自治 系统 . 

@ 我 们 还 记得 , 对 于 哈密 顿 力 学 系统 , 该 散 度 根据 刘 维 尔 定 理 等 于 零 ; 矢量 z 的 分 量 这 时 是 系统 
的 广义 坐标 9 和 广义 动量 p. 
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已 有 流动 方式 在 状态 空间 中 的 相应 轨道 所 占 区 域 是 有 界 的 , 但 轨道 在 该 区 域 
内 的 形状 如 何 , 事先 却 无 法 判断 . 轨道 既 能 够 趋 于 极限 环 或 环 面 上 的 不 封闭 线 
圈 (周期 流 或 准 周 期 流 的 相应 儿 何 表述 )， 也 能 够 具有 完全 不 同 的 行为 一 一 复 
杂 而 混乱 . 正 是 这 种 可 能 性 对 于 理解 灌流 产生 的 数学 本 质 并 揭示 其 机 理 是 至 
关 重 要 的 . 

如 果 假 设 所 有 轨道 在 进入 一 个 有 界 区 域 后 不 再 出 来 ,并且 它们 在 该 区 域 
中 都 是 不 稳定 的 , 就 可 以 想象 这 些 轨道 是 何等 杂乱 无 章 : 其 中 不 仅 可 能 有 不 稳 
定 的 极限 环 , 还 可 能 有 极端 球 忽 不 定 的 不 封闭 轨道 . 不 稳定 的 含义 是 , 状态 空 
间 中 任意 接近 的 两 个 点 沿 通 过 它们 的 两 条 轨道 移动 时 会 相互 远离 ， 最 初 相距 
很 近 的 两 个 点 也 可 以 属于 同一 条 轨道 ， 因 为 区 域 的 有 界 性 使 不 封闭 轨道 可 以 
任意 接近 自身 . 流体 的 湛 流 运动 恰恰 与 轨道 的 这 种 复杂 的 不 规则 行为 有 关 . 

轨道 的 这 种 性 质 还 有 男 一 种 表现 一 一 流动 对 初始 条 件 的 微小 改变 有 非常 
敏感 的 依赖 性 . 如 果 运 动 是 稳定 的 , 则 初始 条 件 的 微小 误差 仅仅 会 导致 最 终 状 
态 的 类 似 误差 . 而 如 果 运 动 是 不 稳定 的 , 则 初始 误差 会 随时 间 而 增加 , 所 以 已 
经 不 可 能 预测 系统 的 未 来 状态 (H.C. 克 雷 洛 夫 , 1944; M. 玻 恩 , 1952). 

在 耗 散 系 统 的 状态 空间 中 ， 有 吸引 作用 的 不 稳定 轨道 集合 确实 能 够 存在 
(E. 洛 伦 获 , 1963), 它 称 为 随机 吸引 子 或 奇怪 吸引 子 @. 

因为 不 稳定 性 意味 着 轨道 发 散 , 所 以 初步 看 来 , 下 述 两 个 要 求 似 乎 是 不 相 
容 的 : 其 一 , 属于 吸引 子 的 所 有 轨道 均 不 稳定 ; 其 二 , 所 有 邻近 轨道 在 t 一 oo 
时 都 趋 于 吸引 子 . 如 果 考 虑 到 状态 空间 中 的 轨道 可 能 沿 一 些 方向 不 稳定 而 沿 
其 余 方向 稳定 (有 吸引 作用 ), 就 可 以 消 
除 这 个 表面 上 的 矛盾 . 在 n 维 状 态 空间 


中 , 属于 奇怪 吸引 子 的 轨道 不 可 能 沿 所 = 
有 n 一 1 个 方向 都 不 稳定 (有 一 个 方向 a 
对 应 着 沿 轨道 的 运动 ), 否则 状态 空间 中 0) 
的 初始 区 域 会 连续 增 大 , 而 这 对 耗 散 系 
统 是 不 可 能 的 .因此 ， 邻 近 轨道 沿 一 些 
方向 趋 于 吸引 子 轨道, 沿 其 余 (不 稳定 ) 方向 则 远离 它们 (图 19). 这 样 的 轨道 
称 为 鞍 轨 , 奇怪 吸引 子 正 是 由 园 轨 集合 组 成 的 

在 产生 新 周期 的 儿 次 分 岔 之 后 , 奇怪 吸引 子 就 已 经 能 够 出 现 : 甚至 任意 小 
的 非 线性 项 就 足以 在 环 面 上 产生 奇怪 吸引 子 , 从 而 破坏 准 周期 流动 方式 ( 环 面 


图 19 


@ 以 使 区 别 于 普通 的 吸引 子 (稳定 的 极限 环 、 极 限 点 等 ), 术语 中 的 “奇怪 ” 二 字 与 该 吸引 子 的 复 
杂 结 构 有 关 , 见 下 文 ， 在 物理 学 文献 中 也 用 术语 “奇怪 吸引 子 ” 表 示 一 些 更 复杂 的 有 吸引 作用 的 集合 ， 
它们 不 但 包含 不 稳定 轨道 ， 还 包含 稳定 轨道 ， 只 是 吸引 域 极 小 ， 以 至 于 在 实际 物理 实验 和 数值 试验 中 
都 无 法 发 现 这 样 的 吸引 子 . 
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上 的 不 封闭 线圈 ) (D. 吕 埃 勒 , FE. 托 肯 斯 , 1971). 然而 , 这 不 可 能 在 第 二 次 (从 定 
常 方式 被 破坏 算 起 ) 分 岔 时 发 生 . 在 第 二 次 分 岔 中 , 在 二 维 环 面 上 会 出 现 不 封 
闭 线圈 . 环 面 并 不 会 因为 考虑 小 非 线 性 项 而 遭 到 破坏 , 所 以 在 环 面 上 似乎 应 当 
出 现 奇怪 吸引 子 . 但 是 , 在 二 维 曲面 上 不 可 能 存在 起 吸引 作用 的 不 稳定 轨道 集 
合 . 问题 在 于 , 状态 空间 中 的 不 同 轨道 不 能 相交 (也 不 能 自 交 ), 否则 与 经 典 系 
统 行为 的 因果 律 相 了 矛盾 . 依照 因果 律 , 每 一 时 刻 的 系统 状态 唯一 地 决定 系统 在 
后 续 时 刻 的 行为 . 既然 二 维 曲 面 上 的 轨道 不 可 能 相交 , 轨道 就 会 依 序 排列 , 所 
以 轨道 集合 混沌 化 是 不 可 能 的 . 

但 是 , 在 第 三 次 分 岔 时 就 已 经 可 能 (尽管 不 是 必然 !) 出 现 奇 怪 吸 引子 了 . 
这 样 的 吸引 子 位 于 三 维 环 面 上 ,， 它 取代 了 三 频率 准 周 期 流动 方式 (S. 纽 豪 斯 ， 
D. 吕 埃 勒 , 下 . 托 表 斯 , 1978). 

属于 奇怪 吸引 子 的 复杂 而 混乱 的 轨道 都 位 于 状态 空间 中 的 有 界 区 域内 . 目 
前 尚 不 清楚 如 何 对 可 能 在 实际 流体 动力 学 问题 中 遇 到 的 奇怪 吸引 子 进行 分 类 ， 
甚至 连 应 当 基 于 哪些 判 据 进行 分 类 也 不 其 明晰 . 关于 奇怪 吸引 子 结构 的 已 有 
认识 主要 仅仅 来 自 一 些 数值 案例 研究 ， 并且 相关 的 模型 常 微 分 方程 与 实际 的 
流体 动力 学 方程 有 相当 大 的 差别 . 尽管 如 此 , 仅 从 轨道 的 ( 鞍 型 ) 不 稳定 性 和 
系统 的 耗 散 性 出 发 , 就 已 经 能 够 对 奇怪 吸引 子 的 结构 作出 某 些 结论 . 

为 清楚 起 见 , 我 们 讨论 三 维 状 态 空 间 , 并 想象 一 个 位 于 二 维 环 面 内 的 吸引 
子 . 考虑 正在 进入 吸引 子 的 一 簇 轨 道 (它们 描述 流动 向 “定常 ” 消 流 的 转变 方 
式 ). 这 一 禾 轨 道 的 横 截 面 (更 准确 地 说 , 这 一 簇 轨道 的 “痕迹 ”) 占有 一 定 的 面 
积 , 我 们 来 观察 该 模 截 面 的 形状 和 面积 沿 这 簇 轨 道 的 变化 . 我 们 注意 到 , 鞍 轨 
附近 的 体 微 元 在 一 个 横 截 方向 上 拉 伸 , 在 男 一 个 横 截 方向 上 收缩 , 其 体积 因为 
系统 的 耗 散 性 而 必须 缩小 , 所 以 收缩 应 比 拉 伸 更 多 一 些 . 这 两 个 方向 沿 轨道 应 
当 变 化 , 否则 轨道 会 远离 得 太 多 (这 表示 流体 速度 的 变化 太 大 ). 这 一 切 导致 横 
截面 的 面积 越 来 越 小 , 而 其 形状 则 变 得 又 局 又 弯 . 但 是 , 这 一 簇 轨道 的 横 截 面 
不 仅仅 在 整体 上 这 样 变化 , 它 的 每 一 部 分 都 会 这 样 变 化 . 于 是 , 横 截 面 变 为 一 
组 互相 套 在 一 起 的 条 带 , 而 条 带 之 间 是 空 的 . 随 着 时 间 的 增加 ( 即 沿 着 这 簇 轨 
道 ), 条 带 数 目 迅速 增加 , 其 宽度 不 断 减 小 . 在 上 一 oo 的 极限 下 出 现 吸 引子 , 它 
是 由 鞍 轨 所 在 的 无 穷 多 个 不 相交 曲面 ( 鞍 轨 层 ) 组 成 的 一 个 不 可 数 集合 ( 鞍 轨 
的 吸引 方向 为 吸引 子 的 “外 侧 ”). 鞍 轨 层 的 侧面 与 边缘 以 复杂 方式 互相 缠绕 在 
一 起 , 每 一 条 属于 吸引 子 的 轨道 都 会 游 走 于 所 有 鞍 轨 层 , 并 且 经 过 足够 长 时 间 
后 都 会 足够 接近 吸引 子 的 任何 点 (遍历 性 ). 鞍 轨 层 的 总 体积 及 其 横 截 面 的 总 
面积 都 等 于 零 . 

按照 数学 术语 , 这 样 的 集合 对 一 个 方向 而 言 属 于 康 托 尔 集 的 范畴 . 应 当 认 
为 康 托 尔 结构 才 是 吸引 子 的 最 大 特性 , 在 n 维 (n > 3) 状态 空间 的 更 一 般 情况 
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下 也 是 如 此 . 

奇怪 吸引 子 在 其 状态 空间 中 的 体积 永远 为 零 . 不 过 , 在 其 他 更 低 维 的 空间 
中 , 它 的 体积 也 可 以 不 为 零 . 这 样 的 空间 可 用 以 下 方法 来 确定 . 把 整个 维 空 
间 划 分 为 棱 长 为 s 的 诸多 立方 体 微 元 , 每 个 立方 体 微 元 的 体积 为 e". 设 N(e) 
为 能 够 完全 覆盖 吸引 子 的 立方 体 的 最 小 数目 , 则 可 以 把 吸引 子 的 维 数 D 定义 


极限 @ 
为 极限 In Ne 


“0 In(1/e) 
这 个 极限 的 存在 表明 吸引 子 在 D 维 空间 中 的 体积 有 限 : 当 = 很 小 时 , 我 们 有 
N(e) = Ve-? (其 中 VV 是 常数 ), 由 此 可 见 , N(e) 可 以 视 为 在 D 维 空间 中 覆盖 
体积 V 的 D 维 立 方 体 的 数目 . 按照 (31.3) 定义 的 维 数 显然 不 可 能 大 于 状态 
空间 的 总 维 数 n, 但 可 以 更 小 , 并 且 与 通常 的 维 数 不 同 的 是 , 它 还 可 以 是 分 数 . 
例如 , 康 托 尔 集 的 维 数 恰好 就 是 分 数 @， 

我 们 来 关注 下 述 重要 事实 . 如 果 湛 流 已 经 出 现 (流动 成 为 奇怪 吸引 子 ”)， 
则 耗 散 系统 ( 黏 性 流体 ) 的 这 种 运动 在 原则 上 与 具有 低 维 状态 空间 的 无 耗 散 系 
统 的 随机 运动 没有 区 别 . 这 是 因为 , 在 定常 流 中 被 黏 性 耗 散 掉 的 能 量 , 在 较 长 
一 段 时 间 内 平均 来 说 可 由 来 自 平均 流 (或 其 他 不 平衡 性 因素 ) 的 能 量 补偿 . 因 
此 , 如 果 观 察 属于 吸引 子 的 一 个 “ 体 微 元 " 随时 间 的 演化 (在 维 数 由 吸引 子 维 数 
确定 的 某 空间 中 ), 则 它 的 体积 平均 来 说 将 保持 不 变 一 一 它 在 一 些 方向 上 的 收 
缩 平均 来 说 会 因为 邻近 轨道 的 远离 而 被 其 余 方 向 上 的 拉 伸 所 抵消 ,借助 于 这 
个 性 质 , 可 以 用 另外 的 方法 估计 吸引 子 的 维 数 . 

因为 奇怪 吸引 子 的 运动 具有 如 上 所 述 的 遍历 性 , 所 以 只 要 在 状态 空间 中 
沿 一 条 属于 吸引 子 的 不 稳定 轨道 对 运动 进行 分 析 , 就 已 经 可 以 确定 吸引 子 的 
一 些 平均 特征 . 换言之 , 我 们 的 假设 是 , 只 要 沿 单独 一 条 轨道 观察 无 穷 长 时 间 ， 
就 可 以 给 出 吸引 子 的 性 质 

设 方程 = = zolt) 给 出 如 上 所 述 的 一 条 轨道 , 它 是 方程 (31.1) 的 解 . 考 
虑 一 个 “球体 " 微 元 沿 该 轨道 移动 时 的 变形 . 设 邻近 轨道 对 该 轨道 的 偏离 值 为 
=z 一 zo(b, 则 把 方程 (31.1) 相对 于 & 作 线性 化 处 理 , 即 可 确定 变形 . 这 些 
方程 的 分 量 形式 为 

5 = Ax(t)E®, Aixlt) = 


(31.3) 








OF 


下] (31.4) 


Z 一 Zo(t) 


@ 这 个 量 在 数学 中 称 为 集合 的 极限 容量 , 其 定义 与 豪 斯 多 夫 维 数 (分 形 维 数 ) 相近 . 

@ 能 够 覆盖 一 个 集合 的 诸多 n 维 立方 体 微 元 可 以 是 “几乎 空 的", 恰恰 因此 才 可 能 有 DD < mn、 对 
于 普通 的 集合 , 定义 (31.3) 给 出 明显 的 结果 . 例如 , 对 于 N 个 孤立 点 的 集合 , 我 们 有 Ne) = N, D = 0; 
对 于 长 度 为 工 的 曲线 段 , N(e) = 工 /e, D = 1; 对 于 二 维 曲 面 上 面积 为 5 的 区 域 , N(e) = S/e?, D = 2， 


”132 ， 第 三 章 满 流 


沿 轨道 移动 时 , 球体 微 元 在 一 些 方向 上 收缩 , 在 其 余 方 向 上 拉 伸 , 所 以 球体 变 
为 椭 球 体 . 椭 球 体 三 个 半 轴 的 方向 和 长 度 都 会 随 移动 而 变化 ; 用 1s( 表示 它 
们 的 长 度 , 下 标 s 是 各 方向 的 编号 . 我 们 称 极限 值 





5 (31.5) 
t 一 co 下 

为 李 雅 普 诺 夫 特征 指数 (简称 李 雅 普 诺 夫 指数 ), 其 中 1(0) 是 初始 球体 的 半径 
( 取 初 始 时 刻 为 t= 0). 这 样 定义 的 量 共 有 n 个 ( 即 状态 空间 的 维 数 ), 它们 都 
是 实数 , 其 中 之 一 等 于 零 (与 该 轨道 本 身 的 方向 相对 应 ) 咏 . 

李 雅 普 诺 夫 指 数 之 和 确定 了 状态 空间 中 的 体 微 元 沿 轨道 的 平均 变化 . 在 
轨道 上 的 每 一 点 , 局 部 的 体积 相对 变化 率 由 散 度 divz = div& = 4ii(b 给 出 . 可 
以 证 明 , 沿 轨道 的 平均 散 度 值 @@ 


dim = i/ dvédt= DL (31.6) 


对 于 耗 散 系统 , 此 和 式 为 负 , 因为 n 维 状 态 空间 中 的 体积 是 缩小 的 . 为 了 确 
定 奇怪 吸引 子 的 维 数 , 可 以 在 “ 它 的 空间 ”中 让 体积 在 平均 意义 下 保持 不 变 . 为 
此 , 我 们 按照 Ll > L2 > … > La 的 顺序 排列 李 雅 普 诺 夫 指数 , 并 考虑 所 需 数 
目的 稳定 方向 , 以 便 通 过 收缩 来 抵消 拉 伸 . 这 样 确定 的 吸引 子 维 数 @ ( 记 之 为 
Di) 介 于 tm 与 m 十 1 之 间 , 这 里 m 为 上 述 李 雅 普 诺 夫 指数 序列 中 的 指数 
序号 , 它 满足 条 件 : 前 m 个 指数 之 和 为 正 , 但 再 加 上 En+l 则 为 负 @. 维 数 . 
Di =m++d (d < 1) 的 分 数 部 分 可 由 等 式 


nm 


D_Ls+Lmtid=0 (31.7) 
#= 
求 出 (F. 勒 德 拉 皮 耶 , 1981). 因为 在 计算 a 时 仅仅 考虑 最 稳定 的 方向 (在 相应 
序列 尾部 略 去 绝对 值 最 大 的 负 指 数 工 ,), 所 以 由 量 Di 给 出 的 维 数 估 值 一 般 而 
言 是 一 个 上 方 估 值 . 原则 上 , 该 估 值 为 根据 汕 流 速度 涨 落 时 间 序 列 的 实验 测量 
结果 来 确定 吸引 子 维 数 开 辟 了 一 条 道路 . 


@ 自然 , 方程 (31.4) 的 解 (满足 上 = 0 时 的 给 定 初始 条 件 ) 仅 在 所 有 长 度 4,(#) 皆 为 小 量 时 才 真 
正 描述 邻近 的 轨道 然而 , 这 一 点 并 不 使 定义 (31.5) 失去 意义 : 对 于 任何 很 大 的 t, 可 以 选取 足够 小 的 
1(0), 使 线性 方程 在 全 部 这 段 时 间 内 一 直 成 立 . 

@) 见 : Ocenenen B.H. Tp. Mockosck. maTeM. o6tecrBa. 1968, 19: 179 (Oseledets V.I. Trans. 
Moscow Math. Soc. 1969, 19: 197). 

图 也 称 为 卡 普兰 -约克 维 数 ， 一 一 译 者 

@ 李 雅 普 诺 夫 指 数 为 零 的 情况 对 维 数 Dz 的 贡献 是 使 之 增加 1, 这 对 应 着 沿 轨 道 本 身 的 维 数 . 
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§ 32 向 淇 流转 变 的 倍 周期 途径 


现在 研究 倍增 因子 穿 过 -1 或 +1 的 情况 下 由 周期 流 导致 的 失 稳 . 

在 n 维 状 态 空间 中 , n 一 1 个 倍增 因子 决定 了 所 研究 的 一 条 周期 轨道 附近 
的 轨道 在 n 一 1 个 不 同方 同上 的 性 质 (这 些 方向 不 同 于 所 研究 轨道 本 身 在 每 一 
点 的 切线 方向 ). 设 接 近 二 1 的 倍增 因子 对 应 着 编号 为 1 的 某 个 方向 . 因为 其 余 
n 一 2 个 倍增 因子 的 模 很 小 , 所 以 随 着 时 间 的 增加 , 所 有 轨道 将 沿 相 应 的 n 一 2 
个 方向 靠近 某 二 维 曲 面 ( 记 为 2), 并 且 方 向 ! 和 上 述 切线 方向 均 属 于 曲面 允 . 
可 以 说 , 在 极限 环 附 近 , 状态 空间 在 t 一 co 时 是 几乎 二 维 的 ( 它 不 可 能 是 严格 
二 维 的 , 因为 轨道 可 以 位 于 曲面 允 的 两 侧 , 并 且 可 以 从 曲面 的 一 侧 到 达 另 一 
侧 ). 我 们 把 忆 附近 的 轨道 用 某 曲 面 o 截断 . 每 一 条 轨道 与 o 的 一 个 交点 zj 
和 该 轨道 再 次 返回 时 的 交点 zji+l 形成 对 应 关系 zj+l = f(z;; Re), 我 们 称 之 
为 庞 加 莱 映 射 (或 首次 回归 映射 ). 它 与 参数 Re 有 关 (这 里 的 Re 为 雷诺 数 ®)， 
该 参数 值 确定 接近 分 岔 的 程度 , 即 接近 周期 流 所 导致 的 失 稳 的 程度 . 因为 所 有 
轨道 都 紧 靠 曲面 2, 所 以 曲面 o 与 各 轨道 的 交点 集合 是 几乎 一 维 的 , 从 而 可 以 
用 一 条 曲线 来 近似 地 逼近 它 . 于 是 , 庞 加 莱 映 射 化 为 一 维 变换 


Ti+1 = f(z;; Re), (32.1) 


并 且 zx 是 上 述 曲 线 上 的 坐标 @. 离散 变量 7 起 时 间 的 作用 , 其 单位 与 运动 周期 
的 单位 相同 . 

对 于 接近 分 岔 的 流动 , 映射 (32.1) 给 出 确定 流动 特性 的 另 一 种 方法 . 与 周 
期 流 本 身 相 对 应 的 是 变换 (32.1) 的 不 动 点 一 一 在 映射 中 不 变 的 点 zj = z,, 即 
满足 Ti+1 三 了 7 的 点 .导数 凡 一 dzj;+1/d2; 在 点 Ti; 三 LT 的 值 起 倍增 因子 的 作 
用 . 点 z* 邻 域内 的 点 zj = zy 十 & 被 映射 到 点 zji+l 完 z, 十 EE. 如 果 |u| < 1, 则 
不 动 点 是 稳定 的 ( 它 是 映射 的 吸引 子 ), 因为 从 点 z* 的 邻 域内 任何 一 点 开始 重 
复 应 用 (迭代 ) 映射 , 我 们 都 将 渐 近 地 接近 点 z, (按照 |u|" 的 规律 , 其 中 > 是 达 
代 次 数 ). 相反 , 不 动 点 在 | 由 > 1 时 不 稳定 . 

我 们 来 研究 倍增 因子 穿 过 -1 时 由 周期 流 导 致 的 失 稳 .等 式 jy = -1 意味 
着 , 初始 扰动 经 过 To 时 间 后 改变 符号 但 不 改变 大 小 , 再 经 过 一 个 周期 To 后 则 
又 回 到 初始 扰动 本 身 . 因此 , 当 jy 穿 过 -1 时 , 在 周期 为 T 的 极限 环 的 邻 域内 
会 出 现 周期 为 27b 的 新 的 极限 环 一 一 倍 周期 分 岔 @. 图 20 给 出 这 种 分 岔 序列 


Q@ 如 果 讨论 热 对 流 问 题 (8 56), 则 该 映射 与 瑞 利 数 有 关 . 

@ 本 节 中 的 记号 z 自然 与 物理 空间 中 的 坐标 毫 无 关系 ! 

@ 在 本 节 中 , 我 们 用 To (而 不 是 五 ) 表示 基本 周期 , 即 第 一 种 周期 流 的 周期 , 并 用 Rei, Rea,..， 
表示 倍 周期 分 岔 序列 所 对 应 的 临界 雷诺 数 , 省 略 下 标 cr (记号 Re 代替 原来 的 Recr2). 
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的 示意 图 ; 在 (a), (b) 中 , 实 线 表示 周期 为 27b, 47 的 稳定 极限 环 , 虚线 表示 已 
经 失 稳 的 极限 环 . 

如 果 假 设 点 z=0 是 庞 加 莱 映 射 的 不 动 点 , 在 该 点 附近 就 可 以 把 描述 倍 周 
期 分 命 的 映射 表示 为 展开 式 


Tj+1 一 —[1 十 (Re Rel)jzi 十 2 = Bry, (32.2) 


其 中 8 > 0@. 不 动 点 x, = 0 在 Re < Re 时 稳定 , 在 Re > Rel 时 不 稳定 . 为 
了 观察 周期 加 倍 是 如 何 发 生 的 , 应 当 两 次 迭代 映射 (32.2), 即 考虑 两 步 (两 个 
时 间 单 位 ) 之 后 的 映射 , 并 确定 所 得 到 映射 的 不 动 点 ; 如 果 不 动 点 存在 并 且 稳 
定 , 它们 就 对 应 倍 周期 极限 环 . 

两 次 迭代 变换 (32.2) (精确 到 小 量 zj 和 Re 一 Rel), 得 到 映射 


Ti+42 = Tj; + 2(Re— Rei)z; — 2(1+ B)Br’. (32.3) 


它 总 有 一 个 不 动 点 zy = 0. 当 Re < Rel 时 , 该 不 动 点 是 唯一 的 和 稳定 的 (倍增 
因子 |dzj+1/dz;| < 1); 对 于 周期 为 1 (以 
To 为 单位 ) 的 运动 , 时 间 间 隔 2 也 是 周 
期 . 当 Re = Rel 时 , 倍增 因子 等 于 十 1， 
而 当 Re > Rel 时 , 不 动 点 zs =0 变 为 
不 稳定 的 . 在 这 个 时 刻 产 生 一 对 稳定 的 
不 动 点 





(a) 1/2 
(1), (2) a Re = Reil 
一 
它们 对 应 稳定 的 倍 周期 极限 环 @; 变换 
图 20 (32.3) 使 这 两 个 点 中 的 每 一 个 点 都 保持 


不 变 , 而 变换 (32.2) 则 把 其 中 的 每 一 个 点 变换 为 另 一 个 点 . 我 们 强调 , 单位 周 
期 极限 环 在 上 述 分 岔 中 并 未 消失 , 它 还 是 运动 方程 的 解 , 只 不 过 是 不 稳定 的 . 

在 接近 分 岔 时 , 流动 仍然 是 “几乎 周期 的 ", 其 周期 为 1: 轨道 连续 两 次 在 
交点 zt 和 z8% 返回 截面 , 这 两 点 相距 很 近 . 差 值 xb) - ze) 可 用 来 度量 振幅 ， 
相应 的 振动 周期 为 2. 在 参数 临界 值 之 上 , 振幅 像 (Re - Rei)12 一 样 增长 , 这 
类 似 于 定常 流失 稳 后 在 失 稳 处 所 产生 的 周期 流 的 振幅 增长 规律 (26.10). 

倍 周期 分 岔 的 多 次 重复 开辟 了 产生 满 流 的 一 条 可 能 途径 . 在 这 种 方案 中 ， 
分 岔 次 数 是 无 穷 大 , 这 些 分 岔 ( 随 着 Re 的 增加 ) 依次 发 生 在 越 来 越 小 的 区 间 


@ 按照 相应 方式 重新 定义 Re, 即 可 让 Re - Res 的 系数 等 于 1; 重新 定义 zj, 即 可 让 zf# 的 系数 
等 于 +1 (在 (32.2) 中 已 经 这 样 假设 ). 
@ 或 者 , 为 简洁 起 见 , 我 们 称 之 为 2- 极 限 环 . 相应 不 动 点 将 称 为 极限 环 基 元 . 
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上 . 临界 值 序列 Re1, Res, .… 趋 于 一 个 有 限 的 极限 , 而 在 此 极限 之 外 , 周期 性 
则 完全 消失 , 在 状态 空间 中 出 现 复杂 的 无 周期 吸引 子 , 它 在 这 个 方案 中 与 湛 流 
的 产生 相伴 . 我 们 看 到 , 这 个 方案 具有 极 好 的 普 适 性 和 尺度 不 变性 (M.J. 费 根 
鳃 姆 , 1978)@. 

下 面 阐述 的 定量 理论 具有 以 下 前 提 条 件 : 随 着 Re 的 增加 , 分 岔 依次 发 生 
得 如 此 之 快 , 使 得 状态 空间 中 诸多 轨道 所 占 区 域 甚至 在 各 分 岔 之 间 仍 然 是 几 
乎 二 维 的 , 并 且 全 部 分 岔 序列 都 可 以 通过 只 与 一 个 参数 有 关 的 一 维 庞 加 莱 映 

选择 下 面 使 用 的 映射 是 很 自然 的 , 原因 如 下 . 在 变量 x 的 大 部 分 变化 区 间 
上 , 映射 必须 是 “ 拉 伸 的 ”, |df(z; 入)/dz| > 1, 这 样 才 有 可 能 失 稳 . 映射 还 必须 
让 离开 某 区 间 边 界 的 轨道 再 返回 这 个 区 间 , 否则 速度 涨 落 的 振幅 会 无 限 增长 ， 
而 这 是 不 可 能 的 . 只 有 非 单调 函数 f(x; 和 ) 才能 同时 满足 这 两 个 要 求 , 这 样 的 
函数 不 是 一 一 映射 (32.1): zj+i 的 值 由 上 一 个 值 TL; 唯一 确定 , 但 反 过 来 不 成 
立 . 这 样 的 函数 的 最 简单 形式 为 具有 一 个 极 大 值 的 函数 ; 在 极 大 值 的 邻 域内 取 


rit+1i = f(2;; A) 三 1 一 和 AZ， (32.5) 


式 中 入 是 正 参数 , 并 且 (在 流体 动力 学 观点 下 ) 必须 把 它 看 做 Re 的 增 函 数 @. 
假设 线段 [-1,， +1] 是 量 z 的 变化 区 间 ; 当 入 介 于 0 与 2 之 间 时 , 映射 (32.5) 
的 每 一 次 迭代 都 使 z 留 在 该 区 间 上 . 

变换 (32.5) 有 一 个 不 动 点 一 一 方程 z。 = 1 一 Az? 的 一 个 根 . 该 点 在 入 > Ai 
时 不 稳定 , 式 中 A1 是 让 倍增 因子 满足 /= -2》zv = 一 1 的 参数 值 ,从 这 两 个 
方程 求 出 A1 = 3/4. 这 是 参数 入 的 第 一 个 临界 值 , 它 决 定 第 一 次 出 现 倍 周期 
分 岔 和 2- 极 限 环 的 时 刻 . 我 们 首先 利用 近似 方法 观察 后 续 分 岔 的 产生 . 这 种 
方法 虽然 不 能 给 出 特征 常数 的 精确 值 , 但 能 够 阐明 分 贫 过 程 的 某 些 定性 特性 . 
然后 再 给 出 精确 的 结果 . 

重复 变换 (32.5) 两 次 , 得 到 


Zij+2 一 1 一 入 十 2X zi 一 AZ. (32.6) 


@ 倍 周期 分 岔 序列 (下 面 用 序号 1, 2, .… 为 其 编号 ) 不 一 定 必 须 始 于 周期 流 的 第 一 次 分 岔 ， 它 
原则 上 也 可 以 始 于 最 初 若干 次 分 岔 之 后 , 这 时 已 经 出 现 不 可 公 度 频率 , 并 且 由 于 在 8$ 30 中 研究 过 的 机 
理 , 已 经 发 生 锁 频 . 

@ 我 们 强调 , 这 里 之 所 以 允许 非 一 一 映射 , 是 因为 在 考虑 一 维 近似 ， 假 如 所 有 轨道 都 严格 位 于 一 
个 曲面 上 (使 庞 加 莱 映 射 是 严格 一 维 的 ), 就 不 可 能 有 类 似 的 非 单 值 性 , 因为 这 表示 轨道 相交 (zy 不 同 
的 两 条 轨道 在 点 zj+1 相交 )， 在 这 个 意义 下 , 倍增 因子 可 能 为 零 就 是 该 近似 假设 的 一 个 推论 一 一 只 要 
映射 的 不 动 点 位 于 映射 函数 的 极 值 点 (这 样 的 点 可 以 称 为 “ 超 稳 定 的 ", 因为 接近 该 点 的 规律 快 于 上 述 
规律 ). 
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忽略 最 后 一 项 , 即 zj 的 四 次 项 , 再 应 用 尺度 变换 @ 


则 变换 (32.6) 化 为 


它 与 (32.5) 的 区 别 仅仅 在 于 参数 和 被 替换 为 


和 A= pA 三 2X2( 入 一 1 (32.7) 
重复 这 个 过 程 , 取 尺 度 因 子 a = 1/(1 - 入),…, 就 得 到 同样 形式 的 映射 序列 : 
Zi+2m 一 工 一 na Nw = P(A (32.8) 


映射 (32.8) 的 不 动 点 对 应 2™- 极 限 环 @, 因为 所 有 这 些 映射 都 具有 与 (32.5) 相 
同 的 形式 , 所 以 立即 可 以 断定 , 2™- 极 限 环 (m = 1,2, 3,…) 在 Xm = A1=3/4 
时 不 稳定 . 初始 参数 和 的 相应 临界 值 4,, 得 和 白 链 式 方程 


4 = p(42), 42 = 2(43)， ee 
,Dk es vp(Am), 


解 的 结构 如 图 21 所 示 . 显然 , 当 mm 一 co 
时 ， 该 数列 趋 于 有 限 的 极限 4-， 即 方程 
/wo =w%(4-) 的 根 4- =(1+V3)/2= 1.37. 
尺度 因子 也 趋 于 有 限 的 极限 : Om —? 其 
中 a=1/(1- A)= 一 2.8. 

当 m 很 大 时 , 容易 求 出 4m 接近 A 
的 规律 . 如 果 A - A 很 小 ， 则 从 方程 
Am = p(Am+i1) 求 出 





图 21 一 Mniri 一 (doe i Arm), (32.9) 


其 中 6= pgp'(hAw) =4 十 V3 = 5.73. 换言之 , 差 值 A -hm 正比 于 5", 即 4。 
的 值 按照 几何 级 数 规律 接近 其 极限 . 相 邻 临界 值 之 间 的 距离 也 按照 这 样 的 规 


巴 在 入 =1 时 不 可 能 进行 这 个 变换 (这 时 , 映射 (32.6) 的 不 动 点 就 是 中 心 极 值 z。= 0)， 然 而 , 》 
的 这 个 值 根本 不 是 我 们 所 关注 的 下 一 个 临界 值 42. 

@ 为 了 避免 误解 , 我 们 强调 , 在 上 述 尺 度 变换 之 后 , 应 当 在 扩大 的 区 间 |z| < laoal :am-i| 上 
(而 不 是 像 (32.5), (32.6) 那样 在 区 间 |z| < 1 上 ) 确定 映射 (32.8). 不 过 , 根据 所 作 近 似 , 表达 式 (32.8) 
其 实 只 能 描述 映射 函数 中 心 极 值 点 附近 的 区 域 . 
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律 变化 , 从 而 可 以 把 (32.9) 改写 为 等 价 形式 
二 (Mm yh (32.10) 


前 面 已 经 指出 , 在 流体 动力 学 观点 下 应 当 把 参数 和 看 做 雷诺 数 的 函数 . 因 
此 , 相应 地 会 出 现 一 系列 临界 雷诺 数 , 它们 对 应 着 倍 周期 分 岔 序列 并 趋 于 有 限 
的 极限 Rew. 显然 , 这 些 值 满 足 与 4 相同 的 极限 规律 (32.9), (32.10) (常数 6 
也 相同 ). 

上 述 讨论 展示 了 过 程 的 基本 规律 : 出 现 无 穷 多 次 分 岔 , 相应 时 刻 按照 规律 
(32.9), (32.10) 趋 于 极限 4。; 出 现 尺 度 因 子 a. 不 过 , 这 时 得 到 的 特征 常数 值 
并 不 精确 .收敛 指标 5 ( 费 根 鲍 姆 常数 ) 和 尺度 因子 a 的 精确 值 为 (采用 在 计 
算 机 上 多 次 迭代 映射 (32.5) 的 方法 获得 ) 


6=4.6692...， a = —2.5029..., (32.11) 


而 极限 值 4。 = 1.401 ®@. 我 们 注意 到 , 5 的 值 相对 较 大 ; 较 快 的 收敛 速度 使 极 
限 规律 在 为 数 不 多 的 若干 次 倍 周期 分 岔 之 后 就 已 经 很 好 地 成 立 了 . 

上 述 论述 的 不 足 之 处 是 , 由 于 忽略 了 z3 的 除 一 次 蜂 之 外 的 所 有 高 次 震 ， 
所 以 映射 (32.8) 只 能 确定 下 一 次 分 岔 将 会 出 现 的 事实 , 却 不 能 确定 由 该 映射 
描述 的 2m- 极 限 环 的 所 有 基 元 @. 其 实 , 映射 (32.5) 经 迭代 后 给 出 z3 的 多 项 
式 , 每 一 次 迭代 都 使 多 项 式 次 数 翻 倍 . 这 些 多 项 式 是 x; 的 复杂 函数 , 其 极 值 点 
数目 增加 很 快 , 并 且 极 值 点 相对 于 点 zi = 0 对 称 分 布 (该 点 也 永远 是 极 值 点 ). 

值得 注意 的 是 , 不 仅 5 和 a 的 值 如 此 , 连 上 映射 本 身 经 过 无 穷 次 迭代 后 的 
极限 形式 也 在 一 定 意义 上 与 初始 映射 zi+l = f(z;; 和 ) 的 形式 无 关 : 只 要 依赖 
于 一 个 参数 的 函数 f(z; 入) 是 光滑 函数 并 且 具 有 一 个 二 次 极 大 值 即 可 ( 设 在 点 
z= 二 0 有 二 次 极 大 值 ), 它 在 远 处 甚至 不 一 定 相 对 于 该 点 对 称 . 这 种 普 适 性 极 大 
扩展 了 上 述 理论 的 一 般 性 , 其 精确 表述 如 下 . 

考虑 由 函数 f(z) (函数 f(z; 入 ), 其 中 入 已 经 选 定 , 见 下 ) 和 归 一 化 条 件 
f(0) = 1 所 给 出 的 映射 . 两 次 应 用 该 映射 , 得 到 函数 f(f(z)). 同时 改变 该 函数 
本 身 和 变量 z 的 尺度 为 原来 的 ao = 1/f(1) 倍 , 这 样 就 得 到 新 函数 


户 (z) = aof (7 去 小 ， 


@ Aw 的 值 具 有 某 些 附 带 条 件 , 因为 它 与 初始 映射 f(z; 和 ) 中 引入 参数 的 方法 有 关 (而 5 和 a 的 
值 与 此 毫 无 关系 ). 

@ 即 在 不 断 和 迭代 映射 (32.5) 时 依 序 (周期 性 ) 经 过 的 全 部 2m 个 点 zz 人， , 它们 相对 于 选 
代 2” 次 的 映射 是 不 动 点 (也 是 稳定 点 ). 为 了 避免 可 能 的 问题 , 我 们 指出 , 导数 dz, ,om /dzi 在 全 部 
点 z0), ze 如 ,… 均 自动 相等 (所 以 同时 在 下 一 次 分 岔 时 穿 过 -1).， 我 们 不 打算 在 这 里 讨论 对 这 个 性 
质 的 证 明 (其 必要 性 预先 来 看 是 显然 的 ), 这 要 用 到 复合 函数 的 微分 法 则 . 
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它 也 满足 有 (0) = 1. 重复 这 种 做 法 , 我 们 得 到 一 个 函数 序列 , 其 递 推 关系 为 © 


fritls) = ainfin( fn Co) 三 人 下放 ， Qim 三 Ey (32.12) 
如 果 该 序列 在 m 一 oo 时 趋 于 某 确定 的 极限 函数 foe(z) = g(x), 则 该 函数 应 当 


是 在 (32.12) 中 定义 的 算 子 你 的 “不 动 函数 ", 即 应 当 满 足 函 数 方程 @ 
A I 1 
g(x) = ig = ag(g( 二 )) a= 7 HO)=1. (32.13) 


根据 关于 容许 函数 f(z) 的 性 质 的 上 述 假设 , 函数 g(z) 应 是 光滑 的 , 并 且 在 点 
z= 二 0 具有 二 次 极 值 . 关于 函数 f(x) 的 具体 形式 , 在 方程 (32.13) 以 及 对 它 的 
解 提 出 的 各 种 条 件 中 都 没有 留 下 任何 其 他 信息 . 我 们 强调 , 经 过 上 述 尺 度 变换 
(lam| > 1), 对 自 变 量 x 从 -oo 到 +oo 的 全 部 值 都 可 以 求 出 方程 的 解 (而 不 是 
仅 在 区 间 -1 < z < 1 上 才 有 解 ). 函数 g(z) 自然 是 z 的 偶 函 数 ; 它 理应 如 此 ， 
因为 容许 函数 f(z) 包括 偶 函 数 , 而 偶 映射 经 过 任何 次 迭代 必定 还 是 偶 映 射 . 

对 于 方程 (32.13), 这 样 的 解 确实 存在 , 并 且 是 唯一 的 (尽管 不 能 用 解析 形 
式 构 造 出 来 ); 它 是 一 个 无 界 函 数 , 具有 无 穷 多 个 极 值 ; 常数 a 可 与 函数 g(z) 本 
身 一 同 求 出 . 实际 上 只 要 在 区 间 [-1, 1] 上 构造 出 该 函数 即 可 , 然后 可 以 通过 对 
算 子 全 的 迭代 把 它 延 拓 到 该 区 间 之 外 . 我 们 注意 到 , 在 对 (32.12) 中 的 个 进行 
友 代 时 , 函数 f(z) 在 区 间 [-1, 1] 上 的 值 可 以 通过 函数 f(z) 在 该 区 间 更 
小 部 分 上 的 值 求 出 , 并 且 每 一 步 迭 代 都 使 这 部 分 区 间 缩 小 至 1/|am| s 1/|al| 倍 . 
这 意味 着 , 为 了 在 区 间 [1, 1] 上 (从 而 进一步 在 全 部 xz 轴 上 ) 确定 函数 g(z)， 
初始 函数 在 其 极 大 值 附近 越 来 越 小 的 部 分 在 多 次 迭代 的 极限 下 至 关 重 要 ; 这 
就 是 上 述 普 适 性 的 根源 包 . 

无 穷 多 次 周期 加 倍 导 致 无 周期 吸引 子 的 产生 , 其 结构 可 由 函数 g(z) 确定 . 
但 是 , 这 是 在 函数 f(z; 入) 具有 完全 确定 参数 值 = A 的 条 件 下 进行 的 , 所 
以 通过 变换 (32.12) 的 多 次 迭代 从 f(z; 和 ) 得 到 的 函数 显然 仅 对 这 个 孤立 的 入 
值 才 真正 收敛 到 g(z). 由 此 同样 可 知 , 如 果 参 数 和 的 值 略微 偏离 4, 使 算 子 
到 的 不 动 函数 发 生 微小 变化 , 则 该 不 动 函数 对 这 种 微小 变化 是 不 稳定 的 . 对 这 
种 不 稳定 性 进行 研究 , 就 能 够 确定 普 适 常数 6, 而 这 仍然 与 函数 f(z) 的 具体 形 


@ 我 们 指出 , 这 种 做 法 明显 类 似 于 前 面 推导 (32.8) 时 的 做 法 . 
@ 方程 (32.13) 称 为 藻 维 塔 诺 维 奇 - 费 根 鲍 姆 方程 一 一 译 者 
@ 根据 计算 机 模拟 , 我 们 相信 方程 (32.13) 的 唯一 解 存在 ,可 以 (在 区 间 [1, 1] 上 ) 寻求 形 如 z2 
的 高 次 多 项 式 的 解 ; 如 果 想 通过 对 全 的 迭代 把 函数 延 拓 到 越 大 范围 的 = 值 (在 上 述 区 间 之 外 ), 就 应 
当 要 求 越 高 的 模拟 精度 . 函数 g(z) 在 区 间 [-1, 1] 上 有 一 个 极 大 值 , 在 极 大 值 附近 g(z) = 1 一 1.528z? 
(如 果 认 为 极 值 是 极 大 值 ; 因为 方程 (32.13) 在 9 改变 符号 后 保持 不 变 , 所 以 这 个 选择 是 有 附带 条 件 的 ). 
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式 没 有 任何 关系 到 . 

尺度 因子 a 确定 吸引 子 (在 状态 空间 中 ) 的 一 些 儿 何 特征 量 在 每 一 次 周 
期 加 倍 时 的 变化 ( 减 小 ); z 轴 上 的 极限 环 基 元 之 间 的 距离 就 是 这 种 几何 特征 
量 . 然而 , 由 于 每 一 次 周期 加 倍 还 伴随 独 极 限 环 基 元 数量 的 增加 , 所 以 必须 具 
体 而 明确 地 给 出 这 个 结论 . 这 时 已 经 预先 知道 , 尺度 变化 规律 对 于 任何 两 点 之 
间 的 距离 2 不 可 能 一 模 一 样 . 其 实 , 如 果 用 映射 函数 的 儿 乎 线性 部 分 对 相距 很 
近 的 两 个 点 进行 变换 , 则 它们 之 间 的 距离 缩小 至 1/|a| 倍 ; 但 如 果 用 映射 函数 
在 其 极 值 点 附近 的 部 分 进行 变换 , 则 上 述 距离 缩小 至 1/o? 倍 . 

在 发 生 分 岔 的 时 刻 (在 入 = Am 时 ), 2™- 极 限 环 的 每 一 个 基 元 (点 ) 都 一 分 
为 二 一 一 分 裂 为 相距 很 近 的 一 对 基 元 , 并 且 尽 管 它们 之 间 的 距离 逐渐 增加 , 但 
在 下 一 次 分 岔 之 前 , 这 两 个 点 在 入 的 全 部 变化 域 上 始终 相距 很 近 . 如 果 观 察 极 
限 环 各 基 元 之 间 随 时 间 的 相互 转变 ( 即 在 映射 序列 zj41 = f(z;; 入 ) 作用 下 的 
相互 转变 ), 则 上 述 一 对 基 元 中 的 每 一 个 点 经 过 2m 个 单位 时 间 后 都 会 转变 为 
男 一 个 点 . 这 意味 着 , 一 对 基 元 中 两 点 之 间 的 距离 可 以 用 来 度量 新 出 现 的 倍 周 
期 的 振幅 . 正 是 在 这 个 意义 上 , 该 距离 有 特别 的 物理 意义 . 

我 们 把 2™+1- 极 限 环 的 全 部 基 元 按照 它们 被 环绕 的 先后 顺序 排列 ， 并 把 
它们 记 为 zm+1(t), 其 中 时 间 t (以 基本 周期 Tb 为 单位 ) 取 整 数值 , 即 /To = 1， 
2, …, 2™11 .这些 基 元 是 因为 2"- 极 限 环 的 各 个 基 元 都 发 生 分 裂 而 成 对 出 现 
的 , 并 且 每 一 对 基 元 之 间 的 距离 由 差 值 


ém+1(t) = Tm+1(t) 一 Tm+t+l (t 证 Trmn) (32.14) 


给 出 ,其 中 7m = 2™To = Tm+1/2 是 2™- 极 限 环 的 周期 , 即 2™+1- 极 限 环 的 半 周 
期 . 引入 函数 om(t), 即 从 一 个 极限 环 转变 为 下 一 个 极限 环 时 确定 距离 (32.14) 
的 尺度 因子 @: 

人 = l(t) (32.15) 
显然 ， 


Em+ilt Tm) ee m+i(t); (32.16) 


四 见 原始 文献 : Feigenbaum M.J. J. Stat. Phys. 1978, 19: 25; 1979, 21: 669. 

@ 指 未 伸 长 线段 [-1，1] 上 的 距离 ,该 线段 最 初 是 作为 z 的 假设 变化 区 间 而 选 定 的 ， 并且 所 有 
极限 环 基 元 都 位 于 这 条 线段 上 .ea 是 负 的 ,这 表示 各 极限 环 基 元 的 位 置 在 分 岔 时 还 会 发 生 相 对 于 点 
z=0 的 反 演 ， 

@ 因为 这 两 个 极限 环 分 别 对 应 参数 和 值 的 不 同 区 间 (4。_i，4w) 和 (4mw，4m+r， 并 且 量 
(32.14) 在 这 些 区 间 上 有 显著 变化 , 所 以 需要 更 准确 地 表述 它们 在 定义 (32.15) 中 的 含义 . 我 们 将 把 它 
们 理解 为 在 参数 值 和 使 极限 环 “ 超 稳定 " ( 见 135 页 的 脚注 ) 时 的 取 值 . 在 每 一 个 极限 环 的 存在 域 中 都 
各 有 一 -个 这 样 的 取 值 . 
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所 以 
om(t 十 Tm) = —om(t). (32.17) 
销 数 om(t) 具有 复杂 的 性 质 , 但 可 以 证 明 , 其 极限 形式 ( 当 m 很 大 时 ) 在 
很 好 的 精度 下 可 用 以 下 简单 表达 式 逼 近 (应 适当 选取 初始 时 刻 t): 
了 /ai QOQ<t<In/, 
om(t) = | 2 
la Tm tT 
有 了 这 些 公式 , 我 们 就 能 够 对 流动 在 经 历 周期 加 倍 时 的 频谱 变化 作出 某 
些 结论 . 在 流体 动力 学 中 , 应 当 把 量 zm(t) 理解 为 流体 速度 的 一 种 特性 . 对 于 
周期 为 了 的 流动 , 函数 zm(t) ( 自 变量 为 连续 的 时 间 t!) 的 频谱 包含 频率 kw 
(k= 二 1,2,3,.…), 即 基本 频率 wm = 2r/Tn 和 它 的 各 个 谐 频 . 周期 加 倍 之 后 , 流 
动 可 由 周期 为 Tn+l = 2Tm 的 函数 zm+1(t) 描述 . 它 的 谱 展 开 式 中 不 仅 包含 同 
样 的 频率 kwm, 而 且 包 含 频率 Um 的 各 个 分 频 ， 即 频 率 lwm/2, l= 1, 3, 5,.….. 
我 们 把 zm41(t) 写 为 以 下 形式 : 


smni(d) = Fmt) + nnn) 
其 中 6&1 是 两 项 之 差 (32.14), 而 
Nm+1(t) = Tm+1(t) + Tm+1(t + Trm). 
nm+1(t) 的 谱 展开 式 只 包含 频率 kwnm. 分 频 的 傅 里 叶 分 量 


(32.18) 





Trm41 1 人 
人 nNm+1(t) ei™lt/T™m dt 三 ”一 一 一 [nt (t)—nm+1 (t+Tmn)] eirtt/ Tm dt 
Tm+1 Jo i hb 


等 于 零 , 因为 等 式 ni1(t 十 Tm) = nmr1(t) 成 立 . 另 一 方面 , 在 一 阶 近似 下 , 量 
nm(t) 在 分 岔 中 保持 不 变 : 7%41(t) 守 nm(t). 这 意味 着 , 频率 为 kwm 的 振动 , 其 
强度 也 保持 不 变 . 

与 此 不 同 的 是 , 量 e+a(b) 的 谱 展 开 式 只 包含 分 频 lwm/2, 它们 是 第 mm 十 1 
次 周期 加 倍 时 出 现 的 新 频率 . 这 些 谱 分 量 的 总 强度 由 以 下 积分 给 出 : 


1 Tm+!1 
Tm+1 = ze | ém+1(t) dt. (32.19) 
用 &%,(t) 表示 6&41(t), 则 有 
a 
Tm+1 = 元 /人 Om(t)ém(t) dt. 


@ 我 们 不 打算 在 这 里 研究 函数 om (t) 的 性 质 , 因为 这 在 原理 上 虽然 简单 , 却 很 繁琐 .参阅 : Pei- 
reH6ayM M. Ycn. 中 3. Hayk. 1983, 141: 343 (Feigenbaum M.J. Los Alamos Science，1980, 1: 4). 
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根据 (32.16) 一 (32.18), 我 们 有 


最 终 得 到 
—— = 10.8. (32.20) 


因此 , 在 连续 两 次 倍 周期 分 岔 中 , 先后 出 现 的 新 的 谱 分 量具 有 确定 的 强度 
比 , 该 比值 与 分 岔 的 序号 无 关 (M.J. 费 根 鲍 姆 , 1979)@. 

当 参 数 入 在 值 Aw 之 上 (雷诺 数 Re > Re。) 继续 增加 时 , 即 在 “ 满 流 ” 区域 
中 , 我 们 米 研究 运动 性 质 的 演化 . 因为 无 周期 的 吸引 子 在 其 产生 的 那 一 刻 (在 
入 = Aw 时 ) 是 由 一 维 庞 加 莱 映 射 描述 的 , 所 以 可 以 认为 , 当 入 的 值 略微 大 于 
4。 时 仍然 能 够 利用 这 样 的 映射 来 研究 吸引 子 的 性 质 . 

经 过 无 穷 多 次 周期 加 倍 而 产生 的 吸引 子 , 在 其 产生 的 那 一 刻 并 不 是 如 831 
那样 定义 的 奇怪 吸引 子 :“2se- 极 限 环 ” 是 稳定 的 2™- 极 限 环 在 m 一 co 时 的 极 
限 , 因而 也 是 稳定 的 . 该 吸引 子 的 点 在 区 间 [-1, 1] 上 组 成 康 托 尔 集 之 类 的 不 
可 数 集合 , 它 在 该 区 间 上 的 测度 ( 即 其 全 部 元 素 的 总 “长 度 ” ) 等 于 零 , 而 它 的 
维 数 介 于 0 与 1 之 间 并 等 于 0.54@. 

当 入 > Aw 时 , 吸引 子 成 为 奇怪 吸引 子 一 一 有 吸引 作用 的 不 稳定 轨道 集 
合 . 在 区 间 [-1, 1] 上 , 属于 吸引 子 的 点 充满 诸多 线段 , 其 总 长 度 不 为 零 . 这 些 
线段 是 一 条 环绕 多 周 并 自我 封闭 的 连续 二 维 带 子 在 横 截 曲 面 o 上 的 痕迹 . 因 
此 , 我 们 再 次 注意 一 维 模型 的 近似 性 . 其 实 , 这 条 带子 具有 很 小 的 但 有 限 的 厚 
度 , 所 以 其 横 截 面 是 有 限 宽 度 的 罕 条 . 奇怪 吸引 子 沿 该 宽度 方向 具有 分 层 的 康 
托 尔 结构 , 如 上 一 节 所 述 @@. 由 于 下 文 并 不 关心 这 种 结构 , 我 们 仍然 在 一 维 庞 
加 莱 映 射 的 范围 内 进行 研究 . 

当 入 大 于 4。 并 继续 增加 时 , 奇怪 吸引 子 性 质 的 变化 具有 以 下 一 般 特点 . 
对 于 给 定 的 值 入 > 4w, 吸引 子 充满 区 间 [-1, 1] 上 的 诸多 线段 , 这 些 线段 之 间 
的 区 域 是 吸引 子 的 吸引 域 , 而 具有 某 周 期 2m 或 更 小 周期 的 不 稳定 极限 环 的 基 
元 就 位 于 该 吸引 域 中 . 当 入 增加 时 , 奇怪 吸引 子 中 的 各 条 轨道 更 快 地 发 散 , 吸 


@ 这 不 仅 适 用 于 新 产生 的 各 分 频 的 总 强度 , 而 且 适 用 于 每 一 个 分 频 的 强度 . 第 m 次 分 岔 后 出 现 
的 每 一 个 分 频 , 在 第 m + 1 次 分 岔 后 都 化 为 (一 左 一 右 ) 两 个 分 频 . 所以, 在 连续 两 次 分 岔 中 , 先后 出 
现 的 单独 谱 峰值 的 强度 之 比 是 (32.20) 所 给 数值 的 两 倍 ， 更 精确 的 数值 是 10.48. 为 了 得 到 这 个 值 , 可 
以 利用 普 适 函数 g(z) 来 分 析 点 入 = 4 本身 的 状态 ， 在 这 一 点 已 经 存在 所 有 频率 , 并 且 不 会 出 现 139 
页 脚注 中 提 到 的 类 似 问题 . 见 : Nanenberg M., Rudnick J. Phys. Rev, B., 1981, 24: 493. 

©®@ 见 : Grassberger P. J. Stat. Phys, 1981, 26: 173. 

@ 吸引 子 在 这 个 方向 上 的 维 数 远 小 于 1. 不 过 , 它 不 是 普 适 的 , 依赖 于 映射 的 具体 形式 . 


。 142 ， 第 三 章 满 流 


引子 依次 吸收 周期 为 2™, 2m+1, .… 的 极限 环 并 不 断 “ 膨 胀 ". 这 时 , 包含 吸引 
子 的 那些 线段 的 数目 变 小 , 但 其 总 长 度 增 加 . 换言之 , 上 述 二 维 带子 的 环绕 周 
数 在 每 一 步 都 减 半 , 而 其 宽度 增加 . 这 样 一 来 , 吸引 子 仿佛 被 逐 级 简化 . 不 稳 
定 的 2m- 极 限 环 被 吸引 子 吸 收 的 过 程 称 为 倍 周 期 逆 分 岔 . 图 22 展示 了 这 种 逆 
分 岔 过 程 的 最 后 两 步 . 在 图 22 (a) 中 ,带子 环 统 四 周 ， 而 逆 分 岔 把 它 变 为 环绕 
两 周 的 带子 (图 22 (b)); 最 终 , 最 后 一 次 道 分 侈 把 它 变 为 只 环绕 一 周 就 立刻 所 
转 并 自我 封闭 的 带子 (图 22(c)). 


(a) (b) (c) 








图 22 


我 们 用 Am+1 表示 倍 周期 逆 分 岔 序列 所 对 应 的 参数 值 和 , 并 按 4 > Am+41 
的 顺序 排列 . 我 们 来 证 明 , 这 些 参 数值 组 成 等 比 数列 , 并 且 普 适 指数 6 与 相应 
正 分 岔 序列 情况 下 的 值 相 同 . 

在 最 后 一 次 ( 当 入 增加 时 ) 逆 分 岔 之 前 ,吸引 子 占 据 两 条 线段 ， 而 映射 
(32.5) 的 不 动 点 

_VI+4-1 
2 入 
则 位 于 这 两 条 线段 之 间 的 区 间 上 , 该 点 对 应 着 周期 为 1 的 不 稳定 极限 环 . 当 参 
数值 和 = 4 时 出 现 分 岔 , 这 时 吸引 子 的 边界 扩张 到 这 个 点 . 从 图 22 (b) 可 见 ， 
吸引 子 (带子 ) 的 外 边界 在 环绕 一 周 后 成 为 其 内 边界 , 再 环绕 一 周 后 则 成 为 把 
这 两 圈 分 开 的 区 间 的 边界 . 由 此 显然 可 知 , 参数 值 = 4 可 由 条 件 zi+2 = z， 
给 出 , 其 中 
zj;+42 =1—A(l—AN)’ 


是 在 点 zj =1 工 两 次 友 代 映射 的 结果 , 该 点 是 吸引 子 的 边界 (参数 值 A1 = 1.543). 
利用 4n+i 与 4m 之 间 的 递 推 关 系 , 可 以 近似 地 依次 确定 上 述 逆 分 贫 心 ,4a， 
… 的 发 生 时 刻 . 获得 该 近似 关系 的 方法 就 是 前 面 在 研究 倍 周期 正 分 岔 序列 时 
所 用 的 方法 , 其 形式 为 A = yp(Am+1), 而 函数 2(4) 也 由 (32.7) 给 出 . 图 21 的 
上 部 给 出 相应 的 图 解 方法 . 因为 函数 (4) 对 正 分 岔 序列 和 逆 分 岔 序列 是 相同 
的 , 所 以 数列 4 和 4 趋 于 共同 的 极限 4。- = A (分别 是 下 极限 和 上 极限 ): 


Am+i — Awo = 一 (4 一 4-)， (32.21) 


§32 向 灌流 转变 的 倍 周 期 途径 * 143 . 


当 入 > hw 时 , 奇怪 吸引 子 性 质 的 变化 伴随 着 强度 频谱 的 相应 变化 . 流动 
混沌 化 的 表现 是 , 在 频谱 中 出 现 “噪声 ”, 其 强度 与 吸引 子 宽度 共同 增加 . 在 这 
样 的 噪声 背景 下 存在 一 些 离散 的 峰值 ， 它 们 对 应 不 稳定 极限 环 的 基本 频率 及 
其 谐 频 和 分 谐 频 . 当 逆 分 岔 依次 发 生 时 , 相应 的 分 谐 频 则 依次 消失 , 其 顺序 正 
好 与 它们 当初 在 正 分 岔 序列 中 出 现 的 顺序 相反 . 这 些 频 率 是 由 不 稳定 极限 环 
引起 的 , 频谱 峰值 区 域 变 宽 就 是 这 种 不 稳定 性 的 表现 . 

通过 间 吹 向 满 流 转变 . 最 后 , 我 们 来 研究 倍增 因子 穿 过 值 y = +1 的 情况 
下 周期 流 的 破坏 . 

这 种 类 型 的 分 岔 (在 一 维 庞 加 莱 上 映射 的 范围 内 ) 可 由 函数 zj+l = f(z;; Re) 
来 描述 , 它 在 参数 (雷诺 数 ) 取 确 定 值 Re = Recr 时 与 直线 zji+l = zj 相 切 . 取 
切 点 为 xz; = 0, 我 们 在 它 附近 把 映射 函数 展开 为 以 下 形式 @: 


Zi+1 = (Re— Recr) + zi + 27. (32.22) 
当 Re < Recr 时 (图 23) 存在 两 个 不 动 点 
we F(Reo — Re)'/2. 


一 个 不 动 点 (xz 外 ) 对 应 稳定 周期 流 , 另 一 个 不 动 点 (z) 对 应 不 稳定 周期 流 . 
当 Re = Recr 时 , 倍增 因子 在 这 两 个 点 都 等 于 +1, 两 种 周期 流连 接 在 一 起 , 它 
们 在 Re > Recr 时 消失 (不 动 点 进入 复数 域 ). 

当 雷 诺 数 稍微 超过 临界 值 时 , 曲线 (32.22) 与 
直线 zj41 = zi 之 间 的 距离 很 小 (在 z; = 0 附近 
的 区 域内 ). 因此 , 在 z 值 的 这 部 分 区 间 上 , 映射 
(32.22) 的 每 一 次 迭代 仅仅 导致 轨道 痕迹 的 微小 移 
动 , 从 而 需要 多 次 迭代 才能 让 它 通过 全 部 区 间 . 换 
言 之 , 在 相对 较 大 的 时 间 间 隔 内 , 状态 空间 中 的 轨 
道 是 规则 的 和 几乎 周期 的 . 在 物理 空间 中 与 这 样 
的 轨道 相对 应 的 是 规则 的 流动 ( 层 流 ). 这样 就 又 
出 现 了 一 种 在 原则 上 可 能 的 油 流 产生 方案 (P. 马 
纳 维尔 , Y. 波 莫 , 1980). 图 23 

可 以 想象 ,如 果 把 如 上 所 述 的 这 一 段 映射 函数 与 导致 轨道 混沌 化 的 那些 
部 分 连接 起 来 , 在 状态 空间 中 就 得 到 与 之 相应 的 局 部 不 稳定 轨道 集合 . 不 过 
这 个 集合 本 身 并 不 是 吸引 子 , 并 且 表 示 系 统 的 那个 点 会 随时 间 而 远离 这 个 集 





@ 用 适当 方式 定义 Re 和 zj, 就 可 以 让 Re - Recr 的 系数 和 z? 的 ( 正 ) 系数 等 于 1， 就 像 在 
(32.22) 中 所 假设 的 那样 . 
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合 . 当 Re < Recr 时 , 轨道 变 为 稳定 的 极限 环 , 即 在 物理 空间 中 形成 周期 性 层 
流 运动 . 当 Re > Recr 时 不 存在 稳定 的 极限 环 , 这 时 产生 一 种 “ 满 流 ”状态 与 层 
流 状 态 交 蔡 出 现 的 流动 (该 方案 由 此 得 名 一 一 通过 间 吹 向 沸 流 转变 ). 
尽管 我 们 还 无 法 对 濡 流 状 态 的 持续 时 间作 出 任何 一 般 结论 , 但 容易 给 出 
层 流 状态 的 持续 时 间 对 雷诺 数 与 临界 雷诺 数 之 差 的 依赖 关系 . 为 此 , 我 们 把 差 
分 方程 (32.22) 写 为 微分 方程 的 形式 . 考虑 到 zi 经 过 一 次 映射 后 变化 很 小 , 我 
们 把 差 值 zj+1 一 2z; 替换 为 对 某 个 连续 变量 t 的 导数 dz/dt: 
dz _ 
dt 
设 一 条 线段 的 端点 z1 和 za 到 点 z =0 的 距离 远大 于 (Re 一 Recr)!2 并 分 别 
位 于 该 点 的 两 侧 , 但 它们 仍然 属于 能 够 应 用 展开 式 (32.22) 的 区 域 . 我 们 米 计 
算 通 过 该 线段 所 需 的 时 间 r. 我 们 有 


T= (Re— Rem)—/* arctan [z(Re > Race 一 /| sa 


(Re — Recr) + x*. (32.23) 


从 而 
T (Re— Ree)-!/2, (32.24) 
这 给 出 待 求 的 依赖 关系 . 层 流 状 态 的 持续 时 间 随 涯 诺 数 与 临界 值 之 差 的 增加 
而 降低 . 
在 这 个 方案 中 , 无 论 是 关于 上 述 流动 如 何 开始 的 问题 , 还 是 关于 由 此 产生 
的 满 流 有 何 本 质 的 问题 , 都 是 未 解决 的 . 


§ 33 充分 发 展 的 满 流 


人 在 足够 大 的 雷诺 数 下 出 现 的 灌流 具有 如 下 特征 : 在 流 场 中 的 每 个 点 , 速度 
都 随时 间 发 生 极 不 规则 的 变化 (充分 发 展 的 淇 流 ); 速度 在 某 个 平均 值 附近 不 
断 发 生 涨 落 . 在 给 定时 刻 的 流 场 中 , 从 一 点 到 另 一 点 的 速度 变化 也 有 这 样 的 不 
规则 性 . 关于 充分 发 展 的 满 流 , 目前 尚 不 存在 完备 的 定量 理论 . 不 过 , 我 们 已 经 
知道 许多 重要 的 定性 结果 , 本 节 将 叙述 这 些 结果 . 

我 们 引入 平均 速度 的 概念 . 取 流 体 在 空间 中 每 一 点 的 实际 速度 在 长 时 间 
间隔 内 的 平均 值 , 就 得 到 流动 的 平均 速度 . 经 过 这 样 的 平均 , 速度 的 不 规则 变 
化 被 抹 平 了 , 平均 速度 成 为 流 场 中 的 光滑 函数 . 在 下 文中 , 我 们 将 用 字母 w 表 
示 平 均 速 度 . 实际 速度 与 平均 速度 之 差 v' = wv 一 w 会 按照 满 流 所 特有 的 方式 
发 生 不 规则 变化 , 我 们 将 称 之 为 速度 的 涨 落 部 分 . 

我 们 来 更 详细 地 研究 登 加 在 平均 流动 上 的 不 规则 运动 ( 涨 落 ) 的 性 质 . 这 
种 运动 本 身 可 以 定性 地 看 做 各 种 尺度 的 运动 ( 湛 流 涨 落 ) 谷 加 的 结果 (所 谓 运 
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动 的 尺度 , 是 指使 速度 发 生 显著 变化 的 距离 的 量 级 ). 随 着 省 诺 数 的 增加 , 大 尺 
度 涨 落 首先 出 现 ; 运动 的 尺度 越 小 , 这 样 的 涨 落 出 现 得 越 晚 . 当 宙 庄 数 非常 大 
时 , 从 最 大 尺度 到 极 小 尺度 的 涨 落 都 会 出 现在 潮流 中 . 大 尺度 涨 落 在 灌流 中 起 
主要 作用 , 该 尺度 在 量 级 上 与 决定 满 流 区 尺度 的 特征 长 度 相同 . 在 下 文中 , 我 
们 将 用 1 表示 满 流 的 这 个 基本 尺度 (或 外 尺度 ) 的 量 级 . 这 些 大 尺度 运动 有 最 
大 的 振幅 , 其 速度 在 量 级 上 与 平均 速度 在 距离 ! 上 的 变化 Au 是 可 比 的 (我 们 
在 这 里 所 讨论 的 不 是 平均 速度 本 身 的 量 级 , 而 是 其 变化 值 的 量 级 , 因为 正 是 这 
个 变化 值 才 表征 灌流 的 速度 . 平均 速度 的 大 小 可 以 是 任意 的 , 这 取决 于 所 采用 
的 参考 系 )@. 至 于 这 些 大 尺度 涨 落 的 频率 , 其 量 级 为 ul, 即 平均 速度 w (而 不 
是 它 的 变化 Aw) 与 尺度 ! 之 比 . 其 实 , 由 频率 确定 的 周期 , 是 在 某 个 静止 参考 
系 中 观测 到 的 流动 图 像 重 复出 现 的 时 间 间 隔 . 但 是 在 这 样 的 参考 系 中 , 整个 流 
动 图 像 会 以 量 级 为 的 速度 与 流体 一 起 运动 . 

汕 流 中 的 小 尺度 涨 落 对 应 着 较 高 的 频率 , 其 振幅 也 小 得 多 . 可 以 把 它们 看 
做 登 加 在 满 流 中 的 大 尺度 基本 运动 上 的 精细 结构 . 在 流体 的 总 动能 中 , 只 有 相 
对 很 小 的 一 部 分 属于 小 尺度 涨 落 . 

根据 湛 流 的 上 述 流动 图 像 , 可 以 对 发 生 涨 落 的 速度 (在 给 定时 刻 ) 沿 流动 
的 变化 特性 作出 以 下 结论 . 在 大 距离 上 (在 与 ! 相当 的 距离 上 ), 速度 变化 可 由 
大 尺度 涨 落 的 速度 变化 给 出 , 所 以 它 的 量 级 为 Au. 而 在 小 距离 上 (在 远 小 于 1/ 
的 距离 上 ), 速度 变化 取决 于 小 尺度 涨 落 , 所 以 它 远 小 于 Au (但 是 远大 于 平均 
速度 在 同样 的 小 距离 上 的 变化 值 ). 如 果 在 空间 中 的 给 定点 上 观测 速度 随时 间 
的 变化 , 也 可 以 得 到 相同 的 流动 图 像 . 在 短 时 间 内 (与 特征 时 间 工 ~ i/w 相 比 )， 
速度 的 变化 很 小 ; 而 在 长 时 间 内 , 速度 变化 可 达 Aw 的 量 级 . 

长 度 1 作为 特征 长 度 出 现 于 雷诺 数 Re 的 定义 式 中 ,而 雷诺 数 决定 了 流 
动 的 整体 性 质 . 除了 这 个 数 ,， 还 可 以 对 各 种 尺度 的 湛 流 涨 落 引入 其 他 一 些 涯 
庄 数 , 这 是 一 种 定性 的 概念 ， 如 果 和 是 涨 落 的 尺度 , 而 w 是 其 速度 的 量 级 , 则 
Re、 ~ v/v. 运动 的 尺度 越 小 , 该 雷诺 数 也 越 小 . 

当 Re 很 大 时 , 大 尺度 涨 落 的 省 诺 数 Re、 也 很 大 . 但 是 大 省 诺 数 等 价 于 小 
黏度 , 从 而 可 以 断言 , 尽管 大 尺度 运动 恰恰 是 任何 淇 流 的 基本 运动 , 流体 的 黏 
性 对 于 大 尺度 运动 却 无 关 紧 要 . 因此 , 在 大 尺度 涨 落 中 没有 显著 的 能 量 耗 散 . 

流体 的 黏 性 仅 对 最 小 尺度 的 涨 落 才 是 重要 的 , 这 时 Re、 ~ 1 (在 本 节 下 文 
中 将 确定 这 些 涨 落 的 尺度 Xo), 尽管 这 些小 尺度 涨 落 从 满 流 的 一 般 流动 图 像 来 
看 并 不 重要 , 但 是 能 量 耗 散 恰 恰 是 在 这 些小 尺度 涨 落 中 发 生 的 . 

于 是 , 关于 涝 流 中 的 能 量 耗 散 , 我 们 形成 了 以 下 认识 (L. 理 查 森 , 1922). 能 


@ 其 实 , 基本 涨 落 的 尺度 看 来 是 特征 长 度 1 的 几 分 之 一 , 而 它们 的 速度 是 Au 的 儿 分 之 一 -, 
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量 从 大 尺度 涨 落 传递 给 小 尺度 涨 落 , 并 且 在 此 过 程 中 基本 上 没有 能 量 耗 散 . 我 
们 可 以 说 , 仿佛 存在 着 从 大 尺度 涨 落 到 小 尺度 涨 落 的 连续 能 流 , 即 从 低频 到 高 
频 的 能 流 . 该 能 流 在 最 小 尺度 的 涨 落 中 发 生 耗 散 , 即 动能 转化 为 热 . 当然 , 为 了 
维持 流动 的 “定常 ” 状态 , 必须 存在 外 部 能 量 源 , 以 便 持 续 地 向 大 尺度 的 基本 运 
动 提供 能 量 . 
因为 流体 的 黏 性 只 对 最 小 尺度 的 涨 落 才 是 重要 的 , 所 以 可 以 断言 , 如 果 所 
关注 的 满 流 运动 的 尺度 入 之 Xo, 则 与 此 相关 的 所 有 物理 量 都 不 可 能 与 v 有 关 
(更 准确 地 说 , 当 > 变化 而 其 余 运 动 条 件 不 变 时 , 这 些 量 不 应 变化 ). 这 个 结论 
减少 了 用 来 确定 灌流 性 质 的 物理 量 的 数目 ， 所 以 采用 相似 方法 来 研究 淇 流 是 
有 重要 价值 的 , 而 这 就 需要 分 析 适 当 物 理 量 的 量 纲 . 
我 们 采用 这 样 的 方法 来 确定 灌流 中 的 能 量 耗 散 率 的 量 级 . 设 s 是 单位 质 
量 流体 在 单位 时 间 内 的 平均 能 量 耗 散 ( 即 平均 能 量 耗 散 率 )@ 了 . 我 们 已 经 看 到 ， 
这 部 分 能 量 米 目 大 斥 度 运动 , 并 逐渐 从 大 尺度 传递 给 更 小 的 尺度 , 直到 在 量 级 
为 Xo 的 尺度 上 耗 散 掉 为 止 . 所 以 , 虽然 耗 散 最 终 还 是 由 黏 性 引起 的 , 但 是 仅仅 
利用 表征 大 斥 度 运动 的 一 些 量 即 可 确定 es 的 量 级 . 这 些 量 是 流体 的 密度 p, 特 
征 长 度 ! 和 速度 Au， 从 这 三 个 量 只 能 构成 一 个 具有 < 量 纲 的 组 合 , 该 量 纲 为 
erg:g 1.s-1 一 cm2.s-3. 因此 , 我 们 得 到 
a (33.1) 
它 给 出 满 流 中 的 能 量 耗 散 率 的 量 级 . 
在 某 些 方面 , 可 以 把 处 于 湛 流 状态 的 流体 定性 地 描述 为 具有 某 种 被 称 为 
满 流 黏度 wu 的 流体 , 该 黏度 不 同 于 真正 的 运动 黏度 v. 既然 v,,, 表征 淇 流 
的 性 质 , 其 量 级 应 当 取 决 于 p, Aw, !. 从 这 些 量 只 能 构成 一 个 具有 运动 黏度 量 
纲 的 量 1Aw, 所 以 
Viurb ~ LA. (33.2) 
河流 靳 度 与 通常 的 茜 度 之 比 
ei (33.3) 
它 随 雷诺 数 的 增加 而 增加 名 . 


@ 在 本 章 中 , 字母 e 表示 平均 能 量 耗 散 率 , 而 不 表示 流体 的 内 能 ! 
@ 其 实 , 在 该 比值 的 表达 式 中 还 应 当 有 一 个 相当 大 的 因子 ， 因 为 上 面 已 经 指出 , 上 和 Av 与 清流 
的 实际 尺度 和 速度 可 以 有 相当 显著 的 差别 . 更 准确 的 写法 是 
turb Re 
5 
这 里 考虑 到 , wurb 和 v 其 实 应 当 在 Re ~ Reer 时 才 具 有 同样 的 量 级 , 而 不 是 在 Re ~ 1 时 如 此 . 
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根据 黏度 的 通常 定义 @, 可 以 用 公式 


Au 
EY iurb (学 ) s (33.4) 


把 能 量 耗 散 率 通过 v,,, 表示 出 来 . 借助 于 v, 我 们 通过 真实 速度 对 坐标 的 
导数 来 确定 能 量 耗 散 . 与 此 同时 , 满 流 黏度 则 把 能 量 耗 散 率 与 平均 速度 的 梯度 
(~ Au/1) 联系 起 来 . 

我 们 最 后 指出 , 也 可 以 用 相似 方法 来 确定 淇 流 区 中 压强 变化 Ap 的 量 级 : 


Ap ~ p(Au)’, (33.5) 


式 中 右 侧 的 表达 式 是 能 够 从 p, 1 和 Au 构成 的 唯一 具有 压强 量 纲 的 量 . 

现在 转 而 研究 尺度 为 和 的 充分 发 展 满 流 的 性 质 , 该 尺度 远 小 于 基本 尺度 1. 
这 些 性 质 称 为 濡 流 的 局 部 性 质 . 这 时 , 我 们 将 研究 远离 固 壁 的 流体 , 更 准确 地 
说 , 我 们 所 研究 的 那 部 分 流体 到 固 壁 的 距离 远大 于 入. 

很 自然 地 , 可 以 假设 这 种 远离 固 壁 的 小 尺度 满 流 是 均匀 的 和 各 向 同性 的 . 
后 者 意味 着 , 在 尺度 远 小 于 1 的 区 域 中 , 满 流 的 性 质 在 所 有 方向 上 都 是 相同 的 ; 
例如 , 它们 与 平均 运动 速度 的 方向 无 关 . 我 们 强调 , 在 这 里 和 本 节 下 文中 的 所 
有 地 方 , 当 我 们 讨论 小 尺度 区 域 中 湛 流 的 性 质 时 , 总 是 指 该 区 域 中 各 流体 微 元 
的 相对 运动 , 而 不 是 指 整个 区 域 都 参与 的 绝对 运动 , 后 者 与 更 大 尺度 上 的 运动 
有 关 . 

我 们 发 现 , 用 相似 方法 能 够 直接 得 到 关于 滑 流 局 部 性 质 的 许多 非常 重要 
的 结论 (A.H. 科 尔 莫 戈 罗 夫 , 1941; A.M. 奥 布 霍 夫 , 1941). 

为 此 , 我 们 首先 要 搞 清楚 , 在 尺度 远 小 于 1 但 远大 于 距离 Xo 的 区 域内 , 淇 
流 的 性 质 是 由 哪些 参量 完全 决定 的 . 这 里 , Mo 是 流体 黏 性 开始 起 作用 的 尺度 . 
下 文 所 述 正 是 这 种 中 间距 离 的 情况 . 这 些 参数 是 : 流体 的 密度 p, 以 及 另外 一 
个 表征 清流 特征 的 量 一 一 单位 质量 流体 在 单位 时 间 内 所 耗 散 的 能 量 e. 我 们 
已 经 看 到 , e 是 不 断 从 较 大 尺度 涨 落 传 递 给 较 小 尺度 涨 落 的 能 流 . 因此 , 虽然 
能 量 耗 散 终究 还 是 由 流体 的 黏 性 引起 的 , 并 且 发 生 在 最 小 尺度 的 涨 落 中 , 但 是 
量 s 却 还 决定 着 更 大 尺度 上 的 运动 性 质 . 至 于 整体 运动 的 长 度 尺度 1 和 速度 
尺度 Au, 则 自然 可 以 认为 , 湛 流 的 局 部 性 质 (在 p 和 = 给 定 的 情况 下 ) 与 这 些 
量 无 关 . 流体 的 运动 黏度 > 也 不 可 能 出 现在 目前 所 关注 的 任何 物理 量 中 (注意 
相关 距离 和 > Xo). 

我 们 来 确定 湛 流 速度 在 和 量 级 距离 上 的 变化 v、 的 量 级 . 它 应 当 只 取决 于 


@ 原文 如 此 , (33.4) 显然 来 自 (33.1) 和 (33.2)， 一 一 译 者 
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量 = 和 距离 和 本 身 吕 . 从 这 两 个 量 只 能 构成 一 个 具有 速度 量 纲 的 组 合 : (ea 入)'/3. 
所 以 可 以 断言 , 应 有 
vy ~ (eA)!/3. (33.6) 


因此 , 速度 在 小 距离 上 的 变化 与 该 距离 的 立方 根 成 正比 ( 科 尔 莫 戈 罗 夫 - 奥 布 
霍 夫 定 律 ). 量 v、 也 可 以 看 做 和 尺度 上 的 洪流 速度 : 平均 速度 在 小 距离 上 的 变 
化 远 小 于 速度 涨 落 在 该 距离 上 的 变化 , 从 而 可 以 忽略 前 者 . 

也 可 以 用 另外 一 种 方法 得 到 关系 式 (33.6), 只 要 把 能 量 耗 散 率 e 这 个 常量 
通过 和 尺度 涨 落 的 特征 量 表示 出 来 即 可 . 这 时 , < 应 当 与 速度 w 的 梯度 的 平 
方 以 及 相应 的 油 流 黏度 wu 、~ Xu 成 正比 : 


vA . vA 
e ~ wna ( 四 ~ 
由 此 即 得 (33.6). 


现在 , 我 们 用 稍微 不 同 的 方式 提出 问题 . 设 时 间 间 隅 r 远 小 于 整体 流动 的 
特征 时 间 工 ~ 1/u, 需要 确定 空间 中 给 定点 处 的 速度 在 这 段 时 间 内 的 变化 vw 
的 量 级 . 为 此 我 们 指出 , 由 于 存在 整体 流动 , 流体 的 任何 给 定 部 分 经 过 时 间 7 
后 都 在 空间 中 移动 了 一 段 距 离 , 其 量 级 为 平均 速度 v 与 时 间 7 的 乘积 ur. 所 
以 , 经 过 时 间 7 后 位 于 空间 中 给 定点 的 这 部 分 流体 在 初始 时 刻 位 于 距离 该 点 
uT 的 位 置 . 因此 , 用 wr 代替 (33.6) 中 的 入 就 可 以 得 到 所 求 的 量 wv;: 


vr ~ (EUT)LH 3. (33.7) 


必须 把 量 v 与 给 定 流体 微 元 在 空间 中 的 移动 速度 的 变化 v 区 别 开 来 ， 
后 者 显然 只 能 依赖 于 确定 满 流 局 部 性 质 的 s 和 时 间 间 隔 r 本 身 . 从 s 和 构 
成 具有 速度 量 纲 的 组 合 , 我 们 得 到 所 求 的 变化 值 


U ~ (ET)L 2. (33.8) 


与 空间 中 给 定点 处 的 速度 变化 不 同 , 它 正比 于 r 的 平方 根 , 而 不 是 立方 根 . 容 
易 看 出 , 在 7 <T 的 情况 下 , 变化 值 v' 总 是 小 于 wr@. 
利用 es 的 表达 式 (33.1), 可 以 把 公式 (33.6), (33.7) 改写 为 以 下 形式 : 


LN 省， (33.9) 
AMu 1 ”Au 


巴 量 *e 的 量 纲 为 erg.g-!:.s-1 = cm2.s 3, 其 中 不 包括 质量 的 量 网 ， 而 密度 p 是 唯一 涉及 质量 
量 纲 的 相关 量 , 所 以 在 构成 其 量 纲 不 包括 质量 量 纲 的 组 合 时 , 根本 不 用 考虑 密度 . 
@ 从 本 质 上 讲 , 在 推导 (33.7) 时 已 经 假设 不 等 式 v' 之 ur 成 立 ， 
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从 这 样 的 写法 可 以 明显 看 出 局 部 满 流 的 相似 性 质 : 不 同 湛 流 的 小 尺度 特征 量 
仅 在 长 度 和 速度 (或 者 与 此 等 价 的 长 度 和 时 间 ) 的 变化 尺度 不 同 的 情况 下 才 有 
区 别 ®@， 

我 们 现在 阐明 , 流体 的 黏 性 在 什么 样 的 距离 上 开始 起 作用 . 这 样 的 距离 
Xo 同时 也 确定 了 满 流 中 最 小 尺度 涨 落 的 量 级 (与 灌流 的 外 尺度 1 相对 应 , 量 
ho 称 为 满 流 的 内 尺度 @). 为 此 , 我 们 定义 “局 部 雷诺 数 ”: 


vA Au. 4/3 WE 
人 


l 


其 中 Re ~ Au.l/v 是 整体 流动 的 雷诺 数 ， 量 Xo 的 量 级 应 使 Rex ~ 1， 由 此 


和 Xo ~ 7 (33.10) 
从 量 s 和 vw 构成 具有 长 度量 纲 的 组 合 , 可 以 得 到 同样 的 表达 式 : 
N00~ (UY 、 (33.11) 
因此 , 湛 流 的 内 尺度 随 雷 诺 数 的 增加 而 迅速 降低 . 对 于 相应 的 速度 , 我 们 有 
Uv ~ br (33.12) 
它 也 随 当 诺 数 Re 的 增加 而 降低 @. 


尺度 入 ~ ! 的 区 域 称 为 含 能 区 , 流体 动能 的 主要 部 分 集中 在 这 里 . 尺度 
入 < Xo 的 区 域 是 耗 散 区 , 这 里 发 生动 能 的 耗 散 . 当 Re 值 非常 大 时 , 这 两 个 区 
域 相隔 足够 还 , 于 是 在 它们 之 间 存 在 一 个 惯性 区 , 使 得 


6A 和 AEL. 


这 就 是 本 节 所 述 结果 的 适用 区 域 . 

可 以 把 科 尔 莫 戈 罗 夫 - 奥 布 堆 夫 定 律 表述 为 等 价 的 空间 谱 形 式 . 引入 涨 落 
的 相应 “ 波 数 " 大 ~ 1/ 和 来 代替 尺度 和 并 设 E(k) dk 是 给 定 波 数 间隔 dk 以 内 
波 数 为 的 涨 落 所 具有 的 质量 动能 . 函数 E(k) 的 量 纲 为 cm3/s?. 从 s 和 大 构 
成 具有 该 量 纲 的 组 合 , 我 们 得 到 


E(k) ~ e?/3k-5/3. (33.13) 


@ 因此 , 在 现代 文献 中 广泛 使 用 一 个 术语 : 运动 的 自 相似 性 (英语 为 self-similarity). 

@ 也 称 为 科 尔 莫 戈 罗 夫 尺度 . 一 一 译 者 

@@ 公式 (33.10) 一 (33.12) 确定 了 相应 的 量 随 Re 的 变化 规律 . 至 于 定量 方面 , 用 比值 Re/ Ree- 代 
替 其 中 的 Re 是 更 准确 的 写法 . 
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如 果 注 意 到 , v、 的 平方 确定 了 量 级 不 大 于 给 定 值 和 的 所 有 尺度 上 的 涨 落 所 具 
有 的 总 能 量 的 量 级 , 就 容易 证 明 这 个 公式 与 定律 (33.6) 的 等 价 性 . 只 要 计算 表 
达 式 (33.13) 的 积分 , 即 可 得 到 这 个 结果 : 


2/3 
7 ~ (EN ~ 





下 成 中 栈 w 


除了 灌流 涨 落 的 空间 尺度 , 还 可 以 研究 它们 的 时 间 特 性 一 一 频率 . 注 流 频 
谱 的 下 界 是 wu/i 量 级 的 频率 , 而 频率 
WN 二 本 T Re (33.14) 
则 给 出 其 上 界 ， 这 些 频 率 对 应 着 濡 流 的 内 尺度 . 以 下 区 间 内 的 频率 对 应 着 惯 
性 区 : 


了 Ww Te 


不 等 式 w>u/l 表明 , 与 湛 流 的 局 部 性 质 相 比 , 可 以 认为 基本 流动 是 定常 的 . 
在 (33.13) 中 作 代 换 k~ w/wu, 可 以 得 到 惯性 区 中 能 量 沿 频 谱 的 分 布 : 


E(w) ~ (ue)?/3w-5/3, (33.15) 


并 且 E(w) dw 是 频率 间隔 dw 以 内 的 涨 落 所 具有 的 能 量 . 

由 频率 w 确定 的 周期 , 是 在 静止 参考 系 中 观测 到 的 空间 中 给 定位 置 的 运 
动 重复 出 现 的 时 间 间 隔 . 还 有 一 种 频率 (用 w' 表示 ), 由 它 确定 的 周期 是 在 空间 
中 移动 的 一 部 分 给 定 流体 中 的 运动 重复 出 现 的 时 间 间 隔 , 二 者 必须 有 所 区 别 . 
对 于 后 者 , 能 量 按照 频谱 的 分 布 不 可 能 依赖 于 & 而 只 应 当 取 决 于 参量 es 和 频 
率 w' 本 身 . 再 次 应 用 量 纲 方法 , 我 们 求 出 


[3 


这 个 公式 与 (33.15) 之 间 的 关系 相当 于 (33.8) 与 (33.7) 之 间 的 关系 . 
漠 流 混合 导致 原来 相互 接近 的 流体 微 元 逐渐 远离 .考虑 (惯性 区 中 的 ) 两 
个 流体 微 元 , 设 它们 之 间 的 距离 和 很 小 . 仍然 采用 量 纲 方法 即 可 断言 , 该 距离 
随时 间 的 变化 速度 为 ee 
(eA). (33.17) 
求 此 关系 式 的 积分 , 我 们 得 到 , 如 果 两 个 流体 微 元 之 间 的 距离 经 过 时 间 r 后 由 
原来 的 Ai 变 为 和 2 > Xi, 则 该 时 间 的 量 级 为 


T 一 2 一. (33.18) 
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注意 这 个 过 程 的 自 加 速 特性 : 远离 速度 随 和 的 增加 而 增加 . 这 个 性 质 关 系 到 ， 
只 有 尺度 与 入 相当 或 更 小 的 涨 落 才 会 导致 相距 和 的 流体 微 元 相互 远离 , 更 大 
尺度 的 涨 落 则 会 让 这 两 个 流体 微 元 一 起 移动 , 从 而 不 会 导致 它们 相互 远离 @. 
最 后 , 我 们 来 研究 尺度 入 < No 的 区 域 中 的 流动 性 质 . 在 这 样 的 区 域 中 , 流 
动 是 规则 的 , 流动 速度 平稳 变化 . 所 以 , 这 里 可 以 把 w 展开 为 和 的 医 级 数 , 并 
且 如 果 只 保留 第 一 项 , 就 得 到 w = const 和. 当 入 ~ 和 0 时 必须 有 w ~ wv、,, 由 
此 即 可 确定 这 里 的 系数 . 因此 , 我 们 得 到 
VA~ 二 ~ AReY?. (33.19) 
用 为 一 种 方法 也 可 以 得 到 这 个 结果 , 为 此 只 要 让 能 量 耗 散 率 s 的 以 下 两 个 表 
达 式 相等 即 可 : 其 一 是 (33.1), 即 e ~ (Aw)31, 它 用 表征 大 尺度 涨 落 的 量 来 确 
定 &; 其 二 是 =~ v(v、/)*, 它 用 实际 发 生 能 量 耗 散 的 那些 涨 落 中 的 速度 梯度 
来 确定 同一 个 量 . 
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公式 (33.6) 定性 地 确定 了 局 部 满 流 中 的 速度 关联 ， 即 流动 中 两 个 邻近 点 
处 的 速度 之 间 的 关系 , 现在 引入 一 些 函数 来 定量 地 表征 这 种 关联 @. 

第 一 个 这 样 的 特征 量 是 二 阶 关 联 张 量 

Bik = (Vzi — V1i) (Vok — V1k)). (34.1) 

在 这 里 , vw。 和 vw， 是 两 个 邻近 点 处 的 流体 速度 , 而 尖 插 号 表示 对 时 间 的 平均 . 
我 们 用 ” = rz 一 71 表示 从 点 1 到 点 2 的 径 矢 . 在 研究 局 部 湛 流 时 , 我 们 认为 
距离 远 小 于 基本 尺度 1, 但 是 不 一 定 远 大 于 淇 流 的 内 尺度 No. 

小 距离 上 的 速度 变化 是 由 小 尺度 涨 落 引 起 的 . 另 一 方面 , 局 部 湛 流 的 性 质 
与 平均 运动 无 关 . 因此 , 如 果 考 虑 湛 流 的 一 种 理想 化 情形 , 这 时 各 向 同性 和 均 
习性 假设 不 仅 在 小 尺度 上 成 立 (就 像 局 部 濡 流 的 情形 那样 ), 而 且 在 所 有 尺度 
上 都 成 立 , 就 可 以 在 研究 局 部 灌流 的 关联 函数 时 作出 简化 ; 在 这 种 情形 下 , 平 
均 速 度 等 于 零 . 可 以 把 这 样 的 完全 均匀 各 向 同性 测 流 @ 想象 为 流体 被 强烈 搅 
拌 后 任 其 自由 运动 的 情形 . 这 样 的 运动 当然 一 定 会 随时 间 而 衰减 , 所 以 关联 张 
量 的 分 量 也 是 时 间 的 函数 @. 各 种 关联 函数 之 间 的 下 述 关系 式 对 于 均匀 各 向 


@ 这 些 结果 可 以 应 用 于 悬浮 流体 中 的 固体 颗粒 , 它们 被 动 地 随 流体 一 起 运动 . 

@ 关联 函数 是 由 I. B. 凯 莱 尔 和 A. A. 弗 里 德 曼 (1924) 引入 油 流 动力 学 的 . 

四 这 个 概念 是 由 G.I. 泰勒 (1935) 引入 的 . 

@ 严格 地 说 , 这 时 不 应 把 定义 (34.1) 中 的 平均 理解 为 对 时 间 的 平均 , 而 应 把 它 理解 为 在 同一 个 时 
刻 对 点 1 和 点 2 ( 当 两 点 之 间 的 距离 给 定时 ) 的 所 有 可 能 位 置 的 平均 . 
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同性 湛 流 在 所 有 尺度 上 均 成 立 , 对 于 局 部 濡 流 则 仅 在 + 1 的 尺度 上 成 立 . 

因为 流动 是 各 向 同性 的 , 张 量 Bik 不 可 能 依赖 于 空间 中 的 任何 指定 方 同 . 
径 矢 r 是 能 够 出 现在 Bi 表达 式 中 的 唯一 的 矢量 . 这 样 的 二 阶 对 称 张 量 的 一 
般 形 式 为 

Bir = 4(7r)6ik + B(T)nink, (34.2) 
这 里 no 是 7 方向 上 的 单位 和 失 量 . 

为 了 解释 函数 4 和 B 的 意义 ,我 们 这 样 选取 坐标 轴 , 使 其 中 之 一 指向 mn 的 
方向 . 设 w 表示 沿 这 条 坐标 轴 的 速度 分 量 , w 表示 短 直 于 n 的 速度 分 量 , 于 是 
分 量 B, 是 上 述 两 个 流体 微 元 沿 其 连 线 方 向 运动 时 的 相对 速度 的 方 均值 ， 而 
Bi 是 一 个 流体 微 元 相对 于 另 一 个 转动 时 的 速度 的 方 均值 .因为 mr = 1, nt = 0， 
所 以 从 (34.2) 有 

Bn 二 FB B= Br 


表达 式 (34.2) 现在 可 以 表示 为 
Bi = Bu(T)(6ik — nny) + Brr (rT)ning. (34.3) 
打开 定义 式 (34.1) 中 的 括号 , 我 们 有 
Bi = (wiiVUIK) + (Voivok) — (VivVok) — (Vik Voi). 


因为 流动 是 均匀 的 , 所 以 乘积 viv 的 平均 值 在 点 1 和 点 2 相同 ; 因为 流动 是 
各 问 同 性 的 ， 所 以 平均 值 (V1iV2k) 在 点 1 与 反 2 交换 位 置 后 ( 即 在 人 
改变 符号 后 ) 保持 不 变 . 因此 ， 
(oamak) = (oaipak) = 二 (oO2)5ik， (oaaah) = (oakaai)， 
从 而 
Bi = 可 他 )oin — 2bir, bixr = (viiV2k). (34.4) 
当 F 一 co 时 , 对 称 的 辅助 张 量 ju 等 于 零 . 其 实 , 可 以 认为 无 穷 远 处 各 点 的 测 
流速 度 在 统计 意义 上 是 独立 的 ,所 以 它们 的 乘积 的 平均 值 化 为 单独 每 一 个 因 
子 的 平均 值 的 乘积 , 而 后 一 种 平均 值 按照 条 件 等 于 零 
求 表达 式 (34.4) 对 点 2 的 坐标 的 导数 : 
OB;r 2 Obix a Ov 
Boe A 
但 是 , 根据 连续 性 方程, 我 们 有 wz/8z2 = 0, 所 以 
OBik _ 
5 一 








0. 
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因为 Bik 只 是 "=rz 一 ri 的 函数 , 所 以 对 zo 的 导数 等 于 对 zk 的 导数 . 把 
Bik 的 表达 式 (34.3) 代入 上 面 的 等 式 , 经 过 简单 的 计算 就 得 到 
i 十 二 (Br es Bu) 一 0 


( 撤 号 表示 对 7 求 导 ). 因此 , 纵向 关联 函数 Br 与 横向 关联 函数 Bu 之 间 的 关 
系 为 
i 
Bi = sr Brr). (34.5) 
在 惯性 区 中 , 根据 (33.6), 距离 + 上 的 速度 差 与 rs 成 正比 , 所 以 关联 函 
数 B.. 和 Bi 在 这 个 区 域 中 与 r2/3 成 正比 . 这 时 , 从 (34.5) 可 以 得 到 简单 的 
关系 
当 距 离 rn 入 0 时 ， 速度 差 与 7 成 正比 ， 所 以 Bry 利 Bi 与 7 成 正比 . 公 
式 (34.5) 现在 化 为 关系 式 
Bi 二 2 有 (7 < 名 和 0 ). (34.7) 


在 这 样 的 距离 上 , 还 可 以 通过 平均 能 量 耗 散 率 <e 表示 Bl 和 B,.. 我们 写 出 
Br = ar? (其 中 a 是 常量 ), 再 综合 (34.3), (34.4) 和 (34.7), 就 求 出 

pik = 3 (0) 一 ar26ix 十 Fike. 
利用 微分 运算 , 从 这 个 关系 式 得 到 


Do Ovzi _ PR ) = 
4 Re ) (ee O72; A 


因为 这 些 关系 式 对 任意 小 的 7 都 成 立 , 所 以 可 以 取 ri = rz, 于 是 


Ov; 2 Oui Ou 
4 ) 人 (ee 
男 一 方面 , 根据 (16.3), 对 于 平均 能 量 耗 散 率 有 
/au ao au 让 Bui auk\ | _ 
(2 | ) =+[(( 蹄 ) | a | 0 
所 以 a = e/15v. 这 样 , 我 们 最 终 得 到 用 平均 能 量 耗 散 率 se 表示 关联 函数 的 
下 列 公式 (A.H. 科 尔 莫 戈 罗 夫 , 1941): 


ee 
Bis = Ed , Br = A (34.8) 




















@ 我 们 指出 , 对 于 各 向 同性 油 流 , 平均 能 量 耗 散 率 与 涡 量 的 方 均值 之 间 有 简单 的 关系 : 


en 人 (全 -从 力 - 
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下 面 引入 三 阶 关 联 张 量 
Bikl = 〈((u2i — V1i) (Vok — VIk) (V2 — V11)) (34.9) 


和 辅助 张 量 


Dik,L = (ViiVikV2) = — (VoiVok V11). (34.10) 


后 者 对 前 两 个 下 标 对 称 (定义 式 (34.10) 中 的 第 二 个 等 式 之 所 以 成 立 , 是 因为 
点 1 与 点 2 互 换 等 价 于 改变 7 的 符号 , 即 坐 标 发 生 反 演 , 而 这 会 改变 三 阶 张 量 
的 符号 ). 当 7 = 0 时 , 即 当 点 1 与 点 2 重合 时 , 张 量 wiki(0) = 0, 即 奇 数 个 发 生 
涨 落 的 速度 分 量 的 乘积 的 平均 值 等 于 零 . 打开 定义 式 (34.9) 中 的 括号 , 我 们 用 
bi 来 表示 Bix: 
Biri = 2(biri + pi 十 以 大) (34.11) 

当 r 一 00 时 , 张 量 br 和 Birt 一 起 趋 于 零 . 

根据 各 问 同 性 , 张 量 bx 应 当 可 以 通过 单位 矢量 n 的 分 量 和 单位 张 量 564 
表示 出 来 . 既然 这 个 张 量 对 前 两 个 下 标 对 称 , 其 一 般 形式 为 


bikl 一 C(T)0ikn! 十 D(r)(6iunx 十 Orini) 十 F(r)ningn. (34.12) 
对 点 2 的 坐标 求 导 , 再 利用 连续 性 方程 , 我 们 得 到 
Obixk! 





中 

Re = (wv) 一 0 
把 表达 式 (34.12) 代入 此 式 , 经 过 简单 的 计算 就 得 到 两 个 方程 
[2(3C +2D+F)) =0,C'+2(C+D)=0. 


前 者 的 积分 给 出 
3C+2D+F = 2, 


当 7 ===0 时 ,函数 C,D, 下 必须 为 零 ,所 以 应 取 const = 0, 从 而 3C 十 2D 寺 FF=0. 
从 这 样 得 到 的 两 个 方程 求 出 


D= -C0— zr0,, F=rC'—C. (34.13) 
把 (34.13) 代入 (34.12), 再 把 所 得 结果 代入 (34.11), 我 们 得 到 表达 式 
Bik! = —2(7C’ + C)(6ign + Bang + rmi) + 6(rO’ — Cninrn. 
仍然 让 一 个 坐标 轴 指 向 矢量 m 的 方向 , 我 们 得 到 张 量 分 量 Bi 如 下 : 


一 一 12C， Brit 一 一 2(C 十 1G'), > 一 Bi 一 0. (34.14) 
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由 此 可 见 , 在 非 零 的 关联 函数 Brt 和 Brrr 之 间 存 在 关系 式 
1 d 
Birtt 一 Em Brr): (34.15) 


下 面 还 要 把 张 量 bix i 通过 张 量 分 量 Bir 表示 出 来 . 利用 (34.12) 一 (34.14)， 
我 们 求 出 


bigil = Brrr: mL 十 了 二 (rB4rr 十 2Brrrj(5ank 十 Setnui) 一 (rE — Brrr ningn. 
(34.16) 
关系 式 (34.5) 和 (34.15) 只 是 一 个 连续 性 方程 的 推论 . 如 果 考 虑 动力 学 方 
程 一 一 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ,就 能 够 建立 起 关联 张 量 Bi 与 Bikl 之 间 的 关系 
(T. von 卡门 , 工 . 豪 沃 思 , 1938; A.H. 科 尔 莫 戈 罗 夫 , 1941). 
为 此 就 要 计算 导数 9bix/6t (注意 完全 均匀 各 向 同性 灌流 必定 随时 间 而 衰 
减 ). 利用 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 来 表示 导数 gul;/6l 和 9u/6t 我 们 得 到 


于 (vivV2k) = (vuvan) — 站 Bz oaivaktal) 一 (Prva) 
-了 下 Dr (p2013) + VAT (niVak) + VA2 (V1ivV2k): (34.17) 
强 与 速度 的 关联 函数 等 于 零 : 
Wve (34.18) 


其 实 , 根据 各 向 同性 , 这 个 函数 本 来 应 当 具有 f(r)n 的 形式 . 另 一 方面 , 根据 连 
续 性 方程 


divz\plv2) = (pl divz v2) = 0. 


但 是 , 矢量 const .mr/r2 是 形 如 f(r)n 并 且 散 度 为 零 的 唯一 矢量 , 这 样 的 矢量 不 
满足 在 >= 0 处 有 限 的 条 件 , 所 以 必 有 const = 0. 
现在 , 把 (34.17) 中 对 zi; 和 z2; 的 导数 分 别 替换 为 对 -zi 和 zi 的 导数 ， 
就 得 到 方程 
3 
应 当 把 (34.4) 和 (34.16) 中 的 bi 和 bir 代入 此 式 . 质量 动能 (vw?)/2 对 时 间 的 
导数 正好 与 能 量 耗 散 率 s 只 相差 一 个 负 号 , 所 以 


0 
= (ba 十 kii) + 2vAbik. (34.19) 
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ee 
2 1 0Brr _ 7 0 0B.,. 
一 全 一 全 天 ("re) 
量 B,, 作为 时 间 的 函数 仅 在 与 油 流 基本 尺度 相对 应 的 时 间 (~ 1/u) 内 才 
有 显著 变化 . 对 局 部 灌流 而 言 , 基本 流动 可 以 视 为 定常 的 (833 已 经 指出 这 一 
点 ). 这 意味 着 , 在 用 来 描述 局 部 灌流 的 方程 (34.20) 中 , 左 侧 的 导数 8B,,/84 
远 小 于 e, 从 而 可 以 在 足够 的 精度 下 忽略 前 者 . 在 此 之 后 , 用 rm 乘 以 这 个 方程 
再 对 r 积分 (并 考虑 到 关联 函数 在 + = 0 处 为 零 ), 我 们 得 到 B,, 和 B,,, 之 间 
的 以 下 关系 式 : 


(34.20) 





4 dBrr 


Bsr = i + 6v 二 (34.21) 


(A.H. 科 尔 催 戈 罗 夫 , 1941). 无 论 7 远大 于 或 远 小 于 Xo, 这 个 关系 式 都 成 立 . 
当 7 > Xo 时 , 医 性 项 很 小 , 该 式 简 化 为 @ 


有 rw 二 -er (34.22) 


当 7 < 和 0 时 ,把 B， 的 表达 式 (34.8) 代入 (34.21)， 结果 为 零 这 是 因为 , 在 这 
种 情况 下 Br 应 当 与 73 成 正比 , 于 是 一 次 项 必须 为 零 . 

两 个 独立 的 函数 Bi 和 Bi 通过 一 个 方程 (34.20) 联系 起 来 , 所 以 仅 从 
这 个 方程 本 和 映 出 发 不 可 能 求 出 这 些 函 数 . 在 一 个 方程 中 同时 出 现 阶 数 不 同 的 
两 个 关联 函数 , 这 与 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 的 非 线 性 性 质 有 关 . 根据 同样 的 原因 ， 
计算 三 阶 关 联 张 量 对 时 间 的 导数 , 就 会 导致 还 包含 四 阶 关 联 张 量 的 方程 , 并 且 
类 似 情 况 一 直 如 此 , 从 而 出 现 无 穷 多 个 方程 . 如 果 不 提 出 某 些 附加 假设 , 用 这 
种 方法 不 可 能 得 到 包含 有 限 个 方程 的 封闭 方程 组 . 

我 们 再 作出 以 下 一 般 性 说 明 旬 . 似乎 可 以 设想 , 在 原则 上 有 可 能 得 到 一 个 
普 适 公式 (适用 于 任何 淇 流 ), 从 而 在 所 有 远 小 于 1 的 距离 r+ 上 给 出 量 B,. 和 
Bit. 但 是 , 下 述 讨论 表明 , 这 样 的 公式 其 实 根 本 不 可 能 存在 . 量 





(voi 一 V1i) (Vok 一 VIk) 


的 瞬时 值 在 原则 上 可 以 用 普 适 形式 通过 同一 时 刻 的 能 量 耗 散 率 e 表示 出 来 . 
但 是 , 在 取 这 些 表达 式 的 平均 值 时 , e 在 ( 量 级 为 ~1 的 ) 大 尺度 运动 的 若干 


@ 在 计算 过 程 中 要 在 方程 两 侧 应 用 算 子 (1+ 工 一 ) 才能 得 到 这 个 方程 .但 是, 因为 在 + = 0 处 


2 Or 
有 限 并 且 满足 方程 + 工 2 = 0 的 唯一 函数 为 = 0, 所 以 可 以 忽略 这 个 算 子 . 


@ 关系 式 (34.22) 称 为 科 尔 莫 臣 罗 夫 4/5 定律 . 一 一 译 者 
图 这 是 由 .五 . 朗 道 (1944) 提出 的 . 
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周期 内 的 变化 规律 将 起 重要 作用 ， 而 这 种 规律 对 于 流动 的 不 同 具体 情况 是 不 
同 的 . 因此 , 取 平 均值 的 结果 也 不 可 能 是 普 适 的 9@. 

洛 强 斯 基 积 分 . 我 们 把 函数 B. 和 Br 通过 函数 六， 和 rr 表示 出 来 ， 

从 而 把 方程 (34.20) 改写 为 

ab _ 19 

Ot 74Dr 

用 7 乘 这 个 方程 , 然后 对 7 从 0 到 oo 进行 积分 . 方 插 号 内 的 表达 式 在 +=0 
时 等 于 零 , 再 假设 它 在 7 一 ce 时 也 等 于 零 , 我 们 求 出 


2 十 fb |. (34.23) 


oo 
省 汪 i brr dr = const (34.24) 
0 


(JILT. 洛 强 斯 基 , 1939). 如 果 函 数 和 wy 在 无 穷 远 处 的 下 降 速 度 快 于 "5, 则 这 个 
积分 收敛 , 而 为 了 让 它 确实 保持 不 变 , 函数 b.,; 的 下 降 速度 应 当 快 于 4. 

函数 Bi 与 Bi 之 间 的 关系 式 (34.5) 同时 也 是 函数 bi 与 bu 之 间 的 关系 
式 , 所 以 有 (在 同样 条 件 下 ) 


Do 3 Ce 
/ burs dr = 一 二 上 brrt dr. 
0 2 Jo 


因为 br 十 20t = (ol .va2), 所 以 积分 (34.24) 可 以 表示 为 
a -二 fr “v2) dV (34.25) 


( 式 中 dV = ds(zi 一 22)). 这 个 积分 与 处 于 均匀 各 向 同性 淇 流 状 态 的 流体 的 动 
量 矩 有 密切 关系 . 可 以 证 明 (这 里 略 去 ), 对 于 体积 为 V 的 某 个 较 大 区 域 中 的 流 
体 ( 即 流体 所 在 无 界 区 域 中 的 给 定 部 分 ), 总 动量 矩 M 的 平方 为 M?= 4rp24TV 
总 动量 矩 M 按照 正比 于 V22 (而 不 是 V) 的 规律 增加 , 因为 M 是 大 量 在 统 
计 意 义 上 独立 的 项 (单独 流体 微 元 的 动量 矩 ) 之 和 , 而 这 些 项 的 平均 值 为 零 . 
对 于 具有 给 定 体积 Y 的 区 域 中 的 流体 ，M2 的 值 可 以 因为 与 周围 流体 的 
相互 作用 而 变化 . 假如 这 种 相互 作用 随 距离 的 增加 而 足够 快 地 衰减 , 它 对 所 考 


@ 在 惯性 区 中 es 的 涨 落 是 否 也 应 当 在 关联 函数 的 形式 中 有 所 体现 , 这 个 问题 在 建立 起 合理 的 满 
流 理论 之 前 不 太 可 能 得 到 可 靠 的 解决 (这 个 问题 是 由 A.H. 科 尔 莫 戈 罗 夫 (Kolmogorov A.N. J. Fluid 
Mech. 1962, 13(1): 82 一 85) 和 A, M, 奥 布 稚 夫 (Oboukhov A. M. J. Fluid Mech. 1962, 13(1): 77 一 81) 
提出 的 )， 已 经 有 人 尝试 在 科 尔 莫 戈 罗 夫 - 奥 布 稚 夫 定律 中 引入 与 这 个 因素 有 关 的 修正 项 , 其 出 发 点 是 
关于 能 量 耗 散 率 统 计 性 质 的 一 些 假 设 , 但 很 难 估计 这 些 假 设 的 可 信 度 . 

@ 实验 观测 表明 , 在 有 限 的 雷诺 数 下 , 科 尔 莫 戈 罗 夫 - 奥 布 征 夫 定律 中 的 指数 略微 偏离 1/3, 这 被 
认为 是 由 该 条 件 下 注 流 的 间 敬 性 ( 见 164 页 的 脚注 ) 导致 的 . 见 : Frisch U. Turbulence: The Legacy of 
A.N. Kolmogorov. Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1995. 一 -一 译 者 
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虑 的 那 部 分 流体 来 说 就 表现 为 表面 效应 . 于 是 , 使 M? 能 够 发 生 显 车 变化 的 时 
间 间 隔 , 就 会 与 体积 V 一 起 增加 ; 这 样 的 时 间 间 隔 和 体积 必须 看 做 是 任意 大 
的 , 正 是 在 这 样 的 意义 上 认为 M? 保持 不 变 . 

上 述 条 件 与 关联 函数 足够 快 衰减 的 条 件 有 密切 关系 , 后 者 是 在 从 (34.23) 
推导 (34.24) 时 表述 出 来 的 . 但 是 在 不 可 压缩 流体 理论 的 范围 内 , 有 理由 怀疑 
它们 是 否 成 立 . 从 物理 上 讲 , 扰动 在 不 可 压缩 流体 中 具有 无 穷 大 的 传播 速度 . 
这 个 性 质 在 数学 上 的 表现 是 , 流体 中 的 压强 传播 与 速度 传播 满足 一 个 积分 关 
系 式 : 如 果 认 为 方程 (15.11) 的 右 侧 是 给 定 的 , 则 该 方程 的 解 为 


_p /vi(r vr(r’) dy' 
rn)=£ | BriOr |r—r| 





结果 是 , 速度 的 任何 局 部 扰动 在 瞬间 就 会 影响 到 全 部 空间 中 的 压强 ; 压强 则 影 
啊 流体 的 加 速度 , 从 而 影响 速度 的 进一步 变化 . 

为 了 解释 清楚 这 个 问题 , 可 以 用 以 下 方法 自然 地 提出 问题 . 设 在 初始 时 刻 
(=0) 产生 了 各 向 同性 灌流 , 并 且 函 数 bi(7, t) 和 birz(r, t) 随 距离 按 指 数 规 
律 衰减 . 根据 上 述 公 式 用 速度 表示 出 压强 , 然后 就 可 以 尝试 利用 流体 运动 方程 
来 确定 关联 函数 对 时 间 的 导数 (在 时 刻 t= 0) 对 距离 的 依赖 关系 在 一 oo 时 
的 特性 . 用 这 种 方法 还 可 以 确定 关联 函数 本 身 对 7 的 依赖 关系 在 上 > 0 时 的 特 
性 . 这 样 的 研究 给 出 以 下 结果 . 

在 上 >0 时 , 函数 b..(7, t) 在 无 穷 远 处 的 下 降 速度 不 慢 于 r-5 (也 存在 按 
指数 方式 下 降 的 可 能 性 ), 所 以 洛 强 斯 基 积 分 收敛 . 函数 br 仅仅 像 -4 那样 
下 降 , 这 表示 4 不 会 保持 不 变 . 该 积分 对 时 间 的 导数 是 时 间 的 某 个 非 零 的 负 值 
图 数 (这 得 自 wrr 为 负 这 一 经 验 结果 ). 这 个 函数 在 整体 上 与 惯性 力 有 关 . 自 
然 可 以 想象 , 随 着 油 流 运动 的 耗 散 , 惯性 力 所 起 的 作用 越 来 越 小 , 在 最 后 阶段 
与 黏 性 力 相 比 就 可 以 忽略 惯性 力 . 因此 , 4 不 断 减 小 (动量 矩 均匀 地 “扩散 ”到 
无 穷 大 空间 中 ) 并 趋 于 它 在 汕 流 最 后 阶段 所 取 的 常 值 . 

对 于 最 后 这 个 阶段 , 这 样 就 可 以 确定 满 流 的 基本 尺度 1 和 它 的 特征 速度 %. 
对 积分 (34.25) 的 估计 给 出 4 ~ vw? 上 5 = const. 对 黏 性 所 导致 的 能 量 耗 散 率 进 行 
估计 , 还 能 够 得 到 一 个 关系 式 . 能 量 耗 散 率 es 与 速度 梯度 的 平方 成 正比 ; 估计 
速度 梯度 的 量 级 为 w/ 我 们 有 e ~ v(v/1)?. 让 它 等 于 导数 9(u2)/8t ~ v2/t (t 从 


© 见 : Proudman I., Reid W.H. Phil. Trans. Roy. Soc. A. 1954, 247: 163; Batchelor G,K., 
Proudman I Phil. Trans， Roy. Soc. A. 1956, 248: 369， 以 下 专著 也 介绍 了 这 些 研究 : Moana A.C. 
Hrnom A. M. CraTncTdeckan rHIPOMexaHHKa. T. 2. MockBa: Hayrka, 1967 (Monin A.S., Yaglom A. M. 
Statistical Fluid Mechanics: Mechanics of Turbulence. Vol. 2. Cambridge, MA: MIT Press, 1975). 
§15.5, § 15.6. 
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最 后 衰减 阶段 的 开始 算 起 ), 我 们 得 到 1 ~ (vt)W/2, 从 而 有 
v= const.t- 5/4 (34.26) 


(M. 区 .米利 翁 希 科 夫 , 1939). 

关联 函数 的 谱 表 示 法 . 对 于 关联 函数 , 除了 如 上 所 述 的 坐标 表示 法 , 谱 表 
示 法 ( 按 波 矢 展 开 ) 在 方法 论 和 物理 上 也 有 意义 . 它 来 自 三 维 空间 中 的 傅 里 叶 
积分 展开 式 : 


Bi (7) = / BR er Bi (k) = / Bip(r)e-it'r dz 


(我 们 用 带 有 不 同 自 变量 的 同一 个 记号 Bi 表示 谱 关 联 函 数 Bix(k), 其 中 大 为 
波 天 ). 在 各 同 同 性 消 流 中 Bik(-7) = Bix(7), 所 以 Bik(R) = Bis(—k) = B*(k)， 
即 谱 函 数 Bi (k) 是 实 函数 . 

当 r 一 oo 时 , 函数 Bis(7) 趋 于 一 个 有 限 的 极限 值 , 该 值 由 (34.4) 中 的 第 
一 项 给 出 . 与 此 相应 , 它们 的 傅 里 叶 分 量 含有 5 函数 项 : 


Bi(k) = 3 (27)36(k)(v?) — 2bic(k) (34.27) 


当天 关 0 时 , 函数 Bi 和 一 2bi 具有 相同 的 傅 里 叶 分 量 . 

在 坐标 表示 法 中 对 坐标 zx: 求 导 , 这 在 谱 表 示 法 中 等 价 于 乘 以 iz 所 以 ， 
连续 性 方程 Bbi:(7)/0z; = 0 在 谱 表 示 法 中 化 为 张 量 bi(k) 与 波 矢 之 间 的 以 下 
条 件 : 

kibi(k) = 0. (34.28) 


根据 各 向 同性 , 张 量 bix(k) 应 当 仅 仅 通 过 波 矢 k 和 单位 张 量 5 就 能 表示 出 
来 . 满足 条 件 (34.28) 的 这 样 的 对 称 张 量具 有 以 下 一 般 形式 : 


bin(k) = FO (k) (oa 下) (34.29) 


其 中 F(23(k) 是 波 撩 大 小 的 实 函 数 . 

用 类 似 方法 可 以 给 出 三 阶 关 联 张 量 的 谱 表 示 法 ， 并且 张 量 Bixw(k) 可 以 
按照 公式 (34.11) 通过 biri(k) 表示 , 这 些 张 量 不 包含 5 函数 项 . 连续 性 方程 
Obikx(T)/9z1 =0 化 为 谱 张 量 biri(k) 对 其 第 三 个 角 标的 以 下 条 件 : 

kibiku(k) = 0. (34.30) 
这 种 张 量 的 一 般 形式 为 


biki(k) = iF'(3) (k) ( 二 Ok 一 一 2 


本 大 k3 





kk k; i ) (34.31) 
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因为 bir4( 一 7) = 一 bru4(7), 所 以 谱 函 数 bixrx(k) 是 虚 函 数 . 在 (34.31) 中 引入 了 
因子 i, 这 是 为 了 让 函数 F3)(k) 是 实 函数 ， 
在 谱 表 示 法 中 , 方程 (34.19) 的 写法 是 


= ikilbik(k) + brii(k)] 一 2 大 biK( 肥 )， 


把 (34.29) 和 (34.31) 代入 其 中 , 得 到 


as， = —2kF(3)(k, t) — 2vk? PF(2)(k, #). (34.32) 
销 数 F(2(k) 具有 重要 的 物理 意义 . 为 了 阐明 其 物理 意义 , 我 们 来 定义 稍 
早 阶 段 中 的 谱 关 联 函 数 @ 
根据 通常 的 傅 里 叶 展 开 公 式 , 我 们 引入 具有 涨 落 的 速度 w(r) 本 身 的 谱 展 
开 形 式 : 
v(7) = /ww er VR = on edsy. 


后 一 个 积分 实际 上 是 发 散 的 , 因为 v(7) 在 无 穷 远 处 不 趋 于 零 . 不 过 , 鉴于 以 下 
论述 的 目的 是 计算 完全 有 限 的 方 均 值 ， 所 以 积分 发 散 的 情况 在 形式 上 对 此 并 
不 重要 
关联 张 量 wk(r) 可 以 通过 速度 的 傅 里 叶 分 量 表 示 为 积分 的 形式 : 

d3k d3k’ 

(27)5 
为 了 让 这 个 积分 只 是 "= rz 一 ri 的 函数 , 被 积 函 数 应 包含 尺 十 k' 的 6 函数 ， 
即 应 有 


biz(r) = / (uikVikr ) ei rz+ 和 “1 (34.33) 


(wikUiR') = (27)3 (vivi)k 6(k + k'). (34.34) 
应 当 把 这 个 表达 式 看 做 这 里 用 记号 (vivi)。 表示 的 量 的 定义 . 把 (34.34) 代入 
(34.33) 并 通过 对 d3k 的 积分 消去 5 函数 , 我 们 求 出 

3 
bal(r) = fw ers 

即 量 (vivi)k 是 关联 函数 bii(7) 的 傅 里 叶 分量. 于 是 , 它们 对 角 标 i, 1 对 称 , 并 
且 是 实 函 数 . 特别 地 , bii(k) = (wv?)k, 并 且 我 们 现在 可 以 断言 , 这 个 量 显 然 是 正 
的 , 因为 它 与 速度 的 傅 里 叶 分 量 大 小 的 方 均值 (uk .uk ) = (|vx|?) 这 个 正 的 量 
之 间 的 关系 可 由 (34.34) 给 出 . 


@ 下 面 的 讨论 是 第 五 卷 8122 所 给 结论 的 另外 一 种 说 法 . 


§ 34 速度 关联 函数 .Gl 
关联 函数 bi;(7) 在 7 =0 处 的 值 确定 了 流体 速度 在 空间 中 (任何 ) 某 一 点 
的 方 均值 . 它 可 以 通过 谱 函 数 表 示 出 来 , 相应 公式 为 
(z2) = tr =D = ful) [O73 
或 者 , 根据 (34.29) 把 bii(k) 的 表达 式 代 入 此 式 ， 


本 / FO 一 ¥ 六 PONE (34.35) 
0 


Wem, 这 个 公式 的 意义 已 经 非常 明显 : 正 的 量 FQ)(k)/(2x)3 是 ( 单 
位 质量 ) 流体 的 动能 在 上 空间 中 的 谱 密 度 . 波 矢 大 小 为 大 且 间 隔 为 dk 的 涨 落 
所 包含 的 能 量 等 于 E(k) dk, 其 中 

E(k) = EPO(k). (34.36) 

方程 (34.32) 占 负 六 - 哎 扩 要 为 为 (34.19) 右 侧 第 一 项 的 健 里 叶 分 量 而 
出 现 的 . 当 r 一 0 时 , 后 者 化 为 导数 
(ma oo) 十 (ma au) (ovina) 

根据 均匀 性 , 该 导数 等 于 零 . 这 在 谱 表 示 法 中 意味 着 

/ kF(3)(k) d3k = 0, (34.37) 





于 是 F(3)(k) 是 变 号 函数 . 

方程 (34.32) 具有 简单 的 意义 : 它 表 示 满 流 的 各 种 谱 分 量 之 间 的 能 量 平衡 . 
右 侧 第 二 项 是 负 的 ， 它 确定 与 耗 散 有 关 的 能 量 损 失 . 第 一 项 (与 纳 维 - 斯 托 克 
斯 方程 中 的 非 线性 项 有 关 ) 描述 能 量 按 谱 能 量 从 大 值 较 小 的 谱 
分 量 向 上 值 较 大 的 谱 分 量 转移 . 能 谱 密度 E(k) 在 大 ~ 1/7 时 有 最 大 值 , 满 流 
总 能 量 的 大 部 分 集中 于 最 大 值 附近 的 区 域 ( 含 能 区 , 见 833). 被 耗 散 能 量 的 谱 
密度 2vk2E(k) 在 天 ~ 1/Xo 时 有 最 大 值 , 总 耗 散 的 大 部 分 集中 于 耗 散 区 ， 当 和 雷 
诺 数 非常 大 时 , 这 两 个 区 域 相距 很 远 , 惯性 区 位 于 二 者 之 间 . 

把 方程 (34.32) 对 d3k/(27)3 积 分, 我 们 在 方程 的 左 侧 得 到 流体 总 动能 对 时 
间 的 导数 , 该 导数 等 于 总 的 能 量 耗 散 率 -<. 这 样 就 得 到 函数 E(k) 的 以 下 “ 归 
一 化 条 件 ”: 





27 k2E(k, t)dk 一 &. (34.38) 
0 


在 波 数 的 惯性 区 内 (1/1 < < 1/Xo), 可 以 认为 谱 函数 (就 像 坐标 表示 法 
中 的 关联 函数 那样 ) 与 时 间 无 关 . 在 这 个 区 域内 , 根据 (33.13)， 


E(k) = Cie?/3k-5/3, (34.39) 
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其 中 C1 是 常 因 子 . 该 因子 与 关联 函数 
Brr(7) = C(er)?/3 (34.40) 


中 的 因子 C 之 间 的 关系 为 Ci=0.76C (参阅 习题 ). 经 验 值 为 Cs=2, Ci 守 1.5@， 
相应 比值 |B--|/B2f2 = 4C3/215 = 0.3. 


习 题 


给 出 惯性 区 中 的 关联 函数 公式 (34.40) 和 能 谱 密 度 公 式 (34.39) 中 的 因子 C 和 Cn 之 
间 的 关系 式 . 
解 : 函 教 
Bii(l7) = 2Bu(7T) + Brr(7T) = — Brr(7) 


(利用 了 关系 式 (34.6)) 与 
Bii(k) = —2ba(k) = —4F'2 (k) = -85 E(h) 
(天 尖 0) 之 间 的 关系 由 傅 里 叶 积 分 给 出 : 
Bii(k) 三 / Buln) darz. 


如 有 果 波 数 属于 惯性 区 (1/L< 和 大 <1/Xo), 则 振荡 因子 的 存在 使 该 积分 可 在 距离 ~ 全 1 人 < 委 ! 
处 从 上 面 截断 ， 积 分 在 小 距离 处 收敛 , 因为 当 了 一 0 时 Bii(r) 一 0. 所以, 积分 实际 上 取 
决 于 属于 惯性 区 (Xo 安 7 之 1) 的 那些 距离 , 从 而 可 以 把 (34.40) 中 的 Bir(7) 代入 积分 , 同 
时 把 积分 域 扩 展 到 全 部 空间 . 对 于 积分 


Fe 
我 们 首先 在 球面 上 积分 , 得 到 
_ 4 ”5/3 ikr | _An £5/3 oié 
7= 天 mm 人 r5/3eikr dr = nm / €°/3e de ©. 


为 了 计算 最 后 的 积分 , 我 们 把 复 平面 & 上 的 积分 路 径 ( 即 右 半 实 轴 ) 旋转 至 上 半 虚 轴 , 结果 
得 到 





区 47 10rr 
~ ki1/3 9F(173) 
把 所 得 表达 式 综 合 在 一 起 , 最 终 求 出 


Qe pyritye ds 0.76C. 


@ 大 部 分 实验 所 关注 的 是 大 气 和 海洋 中 的 消 流 ， 在 这 些 测量 中 , 雷诺 数 达到 3 x 108， 
@ 该 积分 虽然 在 传统 意义 下 是 发 散 的 , 但 可 以 理解 为 ,li Im /es/ae-“e el de， 一 一 译 者 
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§ 35 满 流 区 和 分 离 现象 


一 般 而 言 , 湛 流 是 有 旋 的 . 但 是 , 流体 中 的 涡 量 分 布 在 灌流 情况 下 ( 当 Re 
很 大 时 ) 有 一 些 极为 特殊 的 性 质 ， 的确 , 在 绕 物体 流动 的 “定常 ” 漠 流 中 , 流体 
所 占 区 域 通常 可 以 划分 为 互相 隔 开 的 两 个 区 域 . 在 其 中 的 一 个 区 域 中 , 流动 是 
有 旋 的 , 而 在 另 一 个 区 域 中 则 没有 涡 量 , 即 流 动 是 势 流 . 因此 , 涡 量 并 没有 分 布 
在 全 部 流体 中 , 而 仅仅 分 布 在 一 部 分 流体 中 (这 部 分 流体 一 般 也 是 无 界 的 ). 

这 样 的 被 隔 开 的 有 旋 流 区 域 之 所 以 能 够 存在 ， 是 因为 湛 流 可 以 视 为 由 欧 
拉 方 程 描述 的 理想 流体 的 运动 Cb. 我 们 已 经 看 到 (§8), 对 于 理想 流体 的 运动 ， 
速度 环 量 守 恒定 律 成 立 . 例如 ， 如果 速 度 旋 度 在 一 条 流 线 上 的 任何 一 点 都 等 
于 零 , 则 它 在 这 条 流 线 上 处 处 等 于 零 . 反之 , 如 果 在 一 条 流 线 上 的 任何 一 点 有 
rotv 关 0， 则 它 在 这 条 流 线 上 处 处 都 不 等 于 零 .， 由 此 显然 可 知 , 如果 有 旋 流 区 
域 中 的 流 线 不 能 进入 它 以 外 的 区 域 , 则 存在 互相 隔 开 的 有 旋 流 区 域 和 无 旋 流 
区 域 是 与 运动 方程 相 容 的 . 这 样 的 涡 量 分 布 是 稳定 的 , 并 且 涡 量 不 会 扩散 到 分 
界面 以 外 . 

有 旋 的 沙 流 区 域 的 一 个 性 质 是 ， 这 个 区 域 与 周围 空间 的 流体 交换 只 能 单 
问 进 行 . 流体 能 够 从 势 流 区 域 进 入 有 旋 流 区 域 ,但 是 永远 不 能 离开 有 旋 流 区 域 . 

我 们 强调 , 这 里 给 出 观点 当然 不 能 看 做 是 上 述 论 断 的 严格 证 明 . 但 是 , 看 
来 实验 已 经 证 实 , 被 隔 开 的 有 旋 满 流 区 域 是 存在 的 . 

无 论 是 在 有 旋 流 区 域 中 还 是 在 无 旋 流 区 域 中 , 流动 都 是 油 流 , 但 是 满 流 的 
性 质 在 这 两 个 区 域 中 完全 不 同 . 为 了 说 明 这 种 差别 的 起 因 , 我 们 应 注意 由 拉 普 
拉 斯 方程 Ap = 0 描述 的 势 流 具有 下 述 一 般 性 质 ， 假定 流动 在 zy 平面 上 是 周 
期 性 的 , 则 yp 对 zx 和 y 的 依赖 关系 表现 为 形 如 expli(kiz 十 kzy)] 的 因子 ; 于 是 


2 
SG +S =-(+)p = -kp 


并 且 因 为 二 阶 导数 之 和 必须 为 零 , 所 以 yp 对 z 的 二 阶 导数 显然 等 于 yp 乘 以 一 
个 正 系数 : 92p/6z2 = ji2p. 但 这 样 一 来 , p 对 z 的 依赖 关系 将 由 形 如 e-** 的 
衰减 因子 给 出 , 这 里 z > 0 (如 eK 般 无 限制 增加 显然 是 不 可 能 的 )， 因 此 , 如果 
势 流 在 某 个 平面 上 是 周期 性 的 , 则 它 在 垂直 于 该 平面 的 方向 上 应 当 衰 减 , 并 且 
ki 和 kz 越 大 , 即 zy 平面 上 的 流动 周期 越 小 , 流动 沿 z 轴 的 衰减 就 越 快 . 当 流 
动 不 是 严格 的 周期 流 而 只 表现 出 某 种 定性 的 周期 性 时 ， 这 些 论 断 在 定性 上 仍 


@ 这些 方 程 对 满 流 的 适用 范围 到 Xo 量 级 的 距离 为 止 . 所 以 , 在 讨论 有 旋 流 与 无 旋 流 的 明确 界线 
时 , 也 只 能 精确 到 这 样 的 距离 . 
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由 此 得 到 以 下 结论 . 在 有 旋 流 区 域 之 处 , 满 流 涨 落 应 当 衰 减 , 并 且 其 尺度 
越 小 , 衰减 就 越 快 . 换言之 , 小 尺度 涨 落 不 能 进入 势 流 区 域 很 远 . 所 以 , 只 有 最 
大 尺度 的 涨 落 在 这 个 区 域 中 才 起 显著 作用 , 它们 在 有 旋 流 区 域 (横向 ) 尺度 量 
级 的 距离 上 发 生 衰减 , 而 这 个 尺度 这 时 正好 就 是 灌流 的 基本 尺度 . 在 远大 于 该 
尺度 的 距离 上 基本 没有 漳 流 , 可 以 认为 只 有 层 流 . 

我 们 已 经 看 到 , 江 流 中 的 能 量 耗 散 与 最 小 尺度 的 涨 落 有 关 ; 大 尺度 运动 没 
有 显著 的 能 量 耗 散 , 这 就 是 对 大 尺度 运动 能 够 应 用 欧 拉 方 程 的 原因 . 根据 上 述 
讨论 , 我 们 得 到 一 个 重要 结论 : 能 量 耗 散 主 要 发 生 在 有 旋 的 灌流 区 域 , 而 在 该 
区 域 之 外 基本 没有 能 量 耗 散 . 

考虑 到 有 旋 濡 流 和 无 旋 淇 流 的 所 有 这 些 特 性 , 为 了 简短 起 见 , 我 们 以 后 将 
把 有 旋 满 流 区 域 简称 为 满 动 区 或 满 流 区 . 在 下 面 儿 节 中 将 讨论 各 种 情况 下 满 
流 区 的 形状 . 

潮流 区 应 当 在 某 个 方向 上 以 被 绕 流 物体 的 部 分 表面 为 界 ， 这 部 分 表面 的 
分 界线 称 为 分 离线 . 湛 流 区 与 流体 所 占 其 余 区 域 的 分 界面 从 这 条 分 离线 开始 . 
在 物体 绕 流 过 程 中 , 洁 流 区 本 身 的 形成 称 为 分 离 现 象 . 

潮流 区 的 形状 取决 于 基本 流动 (而 不 是 紧 靠 物体 表面 的 邻近 区 域 中 的 流 
动 ) 的 性 质 . 尽管 现在 还 没有 一 个 完整 的 淇 流 理论 , 但 这 样 的 理论 在 原则 上 应 
当 能 够 根据 理想 流体 运动 方程 确定 满 流 区 的 形状 , 只 要 给 出 物体 表面 上 的 分 
离线 位 置 . 分 离线 的 实际 位 置 取决 于 紧 靠 物体 表面 的 一 层 流体 (所 谓 边界 层 ) 
中 的 流动 性 质 , 黏 性 在 这 里 起 重要 作用 ( 见 840). 

在 下 面 儿 节 中 将 讨论 灌流 区 的 自由 边界 ， 其 含义 自然 是 指 它 对 时 间 的 平 
均 位 置 . 边界 的 瞬时 位 置 是 极 不 规则 的 曲面 , 这 种 不 规则 偏差 及 其 随时 间 的 变 
化 主要 与 大 尺度 涨 落 有 关 , 从 而 能 够 向 垂直 于 边界 的 方向 延伸 一 段 距离 , 该 距 
离 与 灌流 的 基本 尺度 相当 . 分 界面 的 不 规则 运动 导致 空间 中 的 一 个 固定 点 ( 距 
离 分 界面 平均 位 置 不 太 远 离 ) 相对 于 分 界面 的 方位 不 断 变化 . 如 果 在 这 一 点 观 
察 流动 图 像 , 就 会 发 现 小 尺度 湛 流 时 隐 时 现 @. 


8 36 满 流 射流 
在 许多 情形 下 , 利用 简单 的 相似 方法 就 已 经 能 够 确定 灌流 区 的 形状 以 及 


茶 些 其 他 的 基本 性 质 . 这 样 的 情形 , 首 推 各 类 自由 满 流 射流 射 入 充满 流体 的 空 
间 的 一 些 问题 (L. 兽 朗 特 , 1925). 


这 种 性 质 称 为 淇 流 的 间 琴 性 , 它 与 消 流 区 内 部 运动 结构 的 一 种 类 似 性 质 有 所 区 别 , 尽管 后 者 也 
称 为 间 敬 性 ， 本 书 不 讨论 这 些 现象 的 已 有 模型 . 
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作为 第 一 个 例子 , 设 两 个 无 穷 大 平板 相交 形成 一 个 拐角 (图 24 中 画 出 了 
它 的 模 截面 ), 我 们 来 研究 流动 在 拐角 处 发 生 分 离 时 形成 的 汕 流 区 .在 层 流 绕 
流 的 情形 下 ( 见 图 3), 来 流 沿 拐角 的 一 边 ( 例 
如 从 4 流向 O) 平滑 地 转向 , 然后 沿 另 一 边 流 
走 (从 O 流向 B). 但 在 清流 绕 流 的 情形 下 , 流 
动 图 像 是 完全 不 同 的 . 

现在 , 流动 沿 拐角 的 一 边 到 达 项 点 时 并 不 
转向 , 而 是 继续 沿 原 方向 前 进 , 沿 另 一 边 则 出 
现 流向 拐角 项 点 的 流动 (从 B 流向 0). 这 两 
个 流动 在 湾流 区 发 生 混合 ® (在 图 24 中 用 虚 
线 画 出 了 湛 流 区 横 截 面 的 边界 ). 可 以 用 以 下 Wo 
方法 直观 地 描述 这 个 区 域 的 起 因 . 设想 从 A 流 
向 O 的 均匀 来 流 以 不 变 的 方向 继续 流动 , 从 而 充满 平面 AO 及 其 向 右 延伸 平 
面 以 上 的 整个 上 半空 间 , 而 延伸 平面 以 下 的 流体 完全 静止. 换言之 , 这 时 在 党 
速 流动 的 流体 与 静止 流体 之 间 有 一 个 间断 面 (平面 4O 的 延伸 平面 ) 但 是 
这 样 的 间断 面 是 不 稳定 的 , 所 以 不 可 能 真正 存在 ( 见 $29). 这 种 不 稳定 性 导 
致 :混合 " 以 及 灌流 区 的 形成 .这 时 之 所 以 产生 从 B 流向 O 的 流动 , 是 因为 
流体 必须 从 外 部 进入 满 流 区 . 

我 们 来 确定 油 流 区 的 形状 . 按 图 24 取 z 轴 , 原点 位 于 点 0. 用 贡 和 玖 
表示 从 zz 平面 到 滞 流 区 上 、 下 边界 的 距离 , 需要 确定 入 对 z 的 依赖 关 
系 . 用 相似 方法 很 容易 直接 确定 这 种 依赖 关系 . 因为 平面 的 所 有 尺寸 都 是 无 穷 
大 的 , 所 以 在 我 们 的 讨论 中 没有 任何 具有 长 度量 纲 的 常 参量 可 以 表征 所 研究 
的 流动 . 由 此 可 知 , 量 页 , % 对 距离 x 的 唯一 可 能 的 依赖 关系 是 正比 关系 : 





Y=ztana, Y= 27tana,. (36.1) 


比例 因子 是 简单 的 数值 常数 , 我 们 记 之 为 tanai, tan az 的 形式 , 所 以 aa 和 as? 
是 清流 区 两 个 边界 与 z 轴 之 间 的 夹 角 . 因此 , 满 流 区 介 于 两 个 平面 之 间 , 这 两 
个 平面 的 交 线 就 是 被 绕 流 拐角 的 项 边 . 

角 az 和 as 的 值 只 取决 于 被 绕 流 拐角 的 大 小 而 与 其 他 量 无 关 , 例如 与 来 
流速 度 无 关 . 不 能 用 理论 方法 计算 这 些 值 ; 实验 结果 给 出 , 例如 , 对 于 直角 绕 流 ， 


Ql 三 - C2 二 10° ®. 


@ 我 们 还 记得 , 满 流 区 之 外 的 无 旋 湛 流 运动 在 远离 满 流 区 边界 的 过 程 中 逐渐 变 为 层 流 . 
@ 在 这 里 和 下 面 的 其 他 一 些 情况 下 , 我 们 所 谈 到 的 关于 满 流 射流 横 截面 上 的 速度 分 布 的 实验 结 
果 , 都 是 经 过 基于 半 经 验 汕 流 理论 ( 见 168 页 上 的 脚注 ) 的 计算 而 整理 出 来 的 . 
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沿 拐角 两 边 的 流动 具有 不 同 的 速度 , 其 比值 是 一 个 确定 的 数 , 它 同样 只 取 
决 于 拐角 的 大 小 . 如 果 拐 角 不 是 非常 小 , 则 其 中 一 个 速度 远大 于 男 一 个 速度 ， 
较 大 者 就 是 来 流速 度 , 其 方向 (从 4 指向 O) 与 灌流 区 的 伸展 方 铝 相同 . 例如 ， 
在 绕 直 角 的 流动 中 , 沿 平面 4O 的 流动 速度 是 沿 BO 的 流动 速度 的 30 倍 . 

我 们 再 指出 , 满 流 区 两 侧 的 流体 压强 差 很 小 . 例如 , 在 绕 直 角 的 流动 中 ， 


pi 一 pa = 0.003pU?, 


其 中 是 来 流 (从 4 流向 0) 的 速度 , p; 是 上 部 流动 ( 沿 40) 的 压强 , 而 p。 
是 下 部 流动 ( 沿 BO) 的 压强 . 

在 被 绕 流 拐角 为 零 的 极限 情况 下 , 只 要 研究 一 块 平板 的 边缘 即 可 , 这 时 流 
体 沿 这 块 平板 的 两 侧 流 动 . 在 这 种 情况 下 , 满 流 区 的 张 角 ai + as 也 为 零 , 即 没 
有 满 流 区 , 沿 该 平板 两 侧 流 动 的 速度 相等 ， 当 夹 角 40B 不 断 增加 时 会 出 现 一 
种 情况 , 这 时 平面 BO 成 为 灌流 区 的 下 边界 , 并 且 夹 角 AOB 已 是 钝 角 . 当 夹 角 
AOB 进一步 增加 时 , 湛 流 区 继续 以 平板 为 一 部 分 边界 . 在 本 质 上 , 这 时 出 现 的 
只 是 流动 的 分 离 现 象 , 其 分 离线 沿 拐角 的 顶 边 , 油 流 区 的 张 角 总 是 有 限 的 ， 

作为 下 一 个 例子 , 我 们 来 研究 湛 流 射流 从 细 管 一 端 射 入 充满 同样 流体 的 
无 穷 大 空间 的 问题 ( 层 流 情况 下 的 这 种 "浸没 射流 ”问题 已 经 在 823 中 解决 ). 
在 远大 于 管 口 尺寸 的 距离 上 (我 们 只 讨论 这 种 情况 ), 射流 总 是 轴 对 称 的 , 与 管 
口 的 具体 形状 无 关 . 

我 们 来 确定 这 种 射流 中 满 流 区 的 形状 . 取 射 流 的 轴线 为 z 轴 , 并 且 用 字母 
RR 表示 灌流 区 的 半径 , 需要 确定 R 对 zx 的 依赖 关系 (z 从 管 口算 起 ). 与 前 面 


\ 的 例子 一 样 ， 用 相似 方法 很 容易 直接 确定 这 个 
-依赖 关系 . 在 远大 于 管 口 尺寸 的 距离 上 , 管 口 的 
EGR 一生 二 具体 形状 和 尺寸 不 影响 射流 的 形状 . 所 以 , 在 我 
ee 二。 们 的 讨论 中 没有 任何 具有 长 度量 纲 的 特征 参量 . 

/1 “~ 由 此 又 可 得 到 , R 应 当 正 比 于 x: 


图 25 R= 7tanoa, (36.2) 


其 中 的 常数 tana 对 所 有 射流 均 相 同 . 因此 , 灌流 区 是 锥 形 的 . 实验 给 出 锥 顶 
角 2a 的 值 约 为 25° (图 25)@. 
流动 主要 沿 射流 轴线 方向 进行 ， 因为 没有 任何 具有 长 度 或 速度 量 纲 的 参 


@ 公式 (36.2) 给 出 , 在 z=0 处 R=0, 即 坐标 z 从 射流 的 起 点 算 起 , 而 该 起 点 相当 于 一 个 点 源 . 
该 点 可 以 不 同 于 管 口 的 实际 位 置 , 它 位 于 管 口 以 内 , 并 且 它 到 管 口 的 距离 与 为 了 建立 关系 式 (36.2) 而 
需要 忽略 的 一 段 距离 具有 同样 的 量 级 ， 如 果 关 心 > 很 大 时 的 渐 近 规律 , 就 可 以 忽略 这 种 差别 , 
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量 能 够 表征 射流 中 的 流动 @, 所 以 (对 时 间 平 均 的 ) 纵向 速度 uz 在 射流 中 的 分 
布 应 当 具 有 以 下 形式 : 


Ee (#5) (36.3) 


式 中 7 是 到 射流 轴线 的 距离 , uo 是 轴线 上 的 速度 . 换言之 , 在 射流 的 不 同 横 截 
面 上 , 速度 剖面 仅 在 距离 和 速度 有 不 同 的 变化 比例 时 才 有 差别 (所 以 我 们 说 射 
流 结 构 具 有 自 相似 性 ). 函数 Fe) (f(0) =1) 随 自 变量 的 增加 而 迅速 减 小 , 它 
在 上 =0.4 时 已 经 减 小 为 1/2, 而 在 淇 流 区 边界 上 的 量 级 为 0.01. 至 于 横向 速 
度 , 它 在 潮流 区 横 截面 上 各 处 的 量 级 大 致 相同 , 而 在 边界 上 约 为 -0.025uwo 并 
且 指 向 射流 内 部 . 正 是 由 于 这 个 横向 速度 , 流体 才 会 流入 潮流 区 . 满 流 区 之 外 
的 流动 可 以 在 理论 上 确定 (见习 题 1). 

利用 以 下 简单 方法 可 以 确定 射流 中 的 速度 对 距离 z 的 依赖 关系 . 通过 以 
管 口 为 中 心 的 球面 的 总 动量 流 在 球面 半径 改变 时 应 当 保 持 不 变 . 在 射流 中 , 动 
量 流 密度 的 量 级 为 pu2, 其 中 w 是 某 个 平均 速度 的 量 级 . 在 射流 横 截 面 上 , 速 
度 业 明显 不 为 零 的 部 分 具有 量 级 为 R? 的 面积 . 所 以 , 总 动量 流 已 ~ pu2R2. 把 
(36.2) 代入 此 式 , 我 们 得 到 


包 天 


二 
p 


S| 


, (36.4) 


即 在 远离 管 口 时 , 速度 按照 反比 规律 减 小 . 

单位 时 间 内 通过 射流 满 流 区 横 截 面 的 流体 质量 (质量 流量 ) @ 的 量 级 是 
乘积 puR?. 把 (36.2) 和 (36.4) 代入 此 式 , 得 到 Q = const .zx (如 果 在 很 大 范围 
内 变化 的 两 个 变量 总 是 具有 相同 的 量 级 , 则 它们 必须 成 正比 , 所 以 我 们 写 出 带 
有 等 号 的 公式 ). 这 里 的 比例 系数 不 要 通过 动量 流 P 表示 , 通过 单位 时 间 内 从 
管 中 流出 的 流体 质量 Qo 表示 更 为 方便 . 在 管 口 尺寸 a 量 级 的 距离 上 应 当 有 
Q ~ Qo. 由 此 可 知 const ~ Qo/a, 从 而 可 以 写 出 

Q = BQo, (36.5) 

其 中 8 是 数值 因子 , 它 只 取决 于 管 口 的 形状 . 例如 , 对 于 半径 为 a 的 圆 形 管 口 ， 
经 验 值 5 = 1.5. 因此 , 通过 注 流 区 横 截 面 的 流量 随 距离 z 的 增加 而 增加 , 流体 
被 吸入 满 流 区 @. 

沿 长 度 方向 的 每 一 段 射流 中 的 运动 可 由 该 段 射 流 的 雷诺 数 wR/v 来 表征 . 
但 是 根据 (36.2) 和 (36.4), 乘积 uR 沿 射流 保持 不 变 , 所 以 雷诺 数 对 每 一 段 射 


@ 我 们 再 一 次 注意 , 这 里 在 讨论 射流 中 的 充分 发 展 湛 流 , 所 以 黏度 不 应 出 现在 所 考虑 的 公式 中 . 
@ 通过 垂直 于 射流 的 整个 无 穷 大 平面 的 总 流量 是 无 穷 大 , 即 射 入 无 穷 大 空间 的 射流 所 带动 的 流 
体 总 量 是 无 穷 大 . 
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流 都 相同 . 可 以 取 比 值 Qo/pav 作为 雷诺 数 , 这 里 的 常量 Qo/a 是 决定 射流 中 全 
部 流动 的 唯一 参量 . 当 射 流 “ 强 度 ”Qo 增加 时 ( 管 口 尺寸 a 取 给 定 值 ), 涯 诺 数 
最 终 会 达到 临界 值 , 并 且 当 雷诺 数 超过 临界 值 后 , 整个 射流 同时 变 为 测 流 @. 


习题 


1. 求 射 流 中 演 流 区 之 外 的 平均 速度 . 

解 : 取 球 面 坐 标 r， 9, yp, 极 轴 沿 射流 轴线 , 坐标 原 点 位 于 细 管 出 口 . 因为 射流 是 轴 对 

称 的 , 所 以 平均 速度 的 分 量 we 为 零 , 而 ug 和 ur 只 是 7 和 908 的 函数 . 按照 层 流 射流 问题 
中 的 方法 (823), 同样 的 讨论 表明 , ur 和 ug 的 形式 应 当 是 

Ur 一 = Ws = 40 


r 


涡流 区 以 外 的 流动 是 势 流 , 即 rotw == 0, 所 以 





Our. 0 | 
本 一 六 (=0. 
但 是 rue 与 了 无 关 ， 所 以 
.1d Ss 
80 rd )!' 
从 而 FF = 二 const 三 一 b, 妈 
a (1) 


现在 , 从 连续 性 方程 Se 
2 ， 2 
元 部 (" Ur) 十 rend ao sing)=0 
得 到 
下 广 const 一 bcosb 
sing 
为 了 让 速度 在 日 =T 时 不 等 于 无 穷 大 , 应 当 取 积分 常数 为 -b (至 于 f 在 9=0 时 等 于 无 
穷 大 , 这 是 无 关 紧 要 的 , 因为 这 里 所 讨论 的 解 只 涉及 潢 流 区 之 外 的 空间 , 而 方向 0 = 二 0 位 于 
演 流 区 之 内 ). 因此 ， 
~ _bl+cos0) _ _b 8 





一 - 一 cot 一 . (2) 
rsSing 人 2 
速度 在 射流 方向 上 的 投影 (ur) 和 速度 的 大 小 等 于 
b bcosb b 
wr’ rsin(02) ” 


@ 为 了 更 细致 地 计算 各 种 测 流 , 通常 采用 各 种 “ 半 经 验 " 理论 , 其 基础 是 关于 漠 流 恭 度 对 平均 速度 
梯度 的 依赖 关系 的 一 些 确定 的 假设 ， 例 如 , 在 普 朗 特 理论 中 假设 (对 于 平面 流动 ) wweb = 已 |Buzy/ayl， 
并 且 1 ( 称 为 “混合 长 度 ") 对 坐标 的 依赖 关系 是 利用 相似 方法 来 选取 的 ; 对 于 自由 满 流 射流 ， 则 可 取 
1= cz, 式 中 c 是 一 个 经 验 常数 .这 些 理论 公式 通常 很 好 地 符合 实验 , 所 以 作为 良好 的 插值 计算 格式 
很 有 实用 价值 . 然而 , 这 时 不 可 能 给 出 半 经 验 理论 中 诸多 经 验 常 数 的 普 适 值 . 例如 , 混合 长 度 1 与 湛 流 
区 横向 尺寸 之 比 , 在 不 同 的 具体 情形 下 必须 有 不 同 的 选择 . 还 应 指出 , 从 油 流 黏度 的 不 同 表达 式 出 发 ， 
也 能 够 得 到 与 实验 相符 的 结果 . 
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可 以 把 常量 5 与 公式 (36.5) 中 的 常量 如 = BQo/a 联系 起 来 . 考虑 锥 形 演 流 区 位 于 无 限 接 
近 的 两 个 横 截面 之 间 的 部 分 . 单位 时 间 内 流入 这 部 分 潢 流 区 的 流体 质量 为 


dQ = 一 27rrptue sin cdr 一 2rbpf1l + cosa) dr， 


而 根据 公式 (36.5) 则 有 dQ@ = Bdz = Bcosadr. 比较 这 两 个 表达 式 , 得 到 
I Beosa 
~ 2xp(l + cosa) 
在 灌流 区 的 边界 上 , 速度 久 指向 潢 流 区 的 内 部 , 它 与 z 轴 正 方向 的 夹 角 为 (一)/2. 
我 们 来 比较 满 流 区 内 部 的 平均 速度 
A B 
we prtan? oa 
和 满 流 区 边界 上 的 速度 (wz)pot. 取 (3) 中 的 第 一 个 公式 并 令 8 二 a, 得 到 
(ua)pot _ 1 二 cosa 
i 
当 a 二 12” 时 , 该 比值 为 0.011, 即 演 流 区 边界 上 的 达 度 远 小 于 油 流 区 内 部 的 平均 速度 . 
2. 求 从 无 穷 长 窒 缝 中 喷 出 的 浸没 涡流 射流 的 尺寸 变化 和 速度 变化 的 规律 . 
解 : 根据 与 轴 对 称 射流 同样 的 理由 , 我 们 断定 演 流 区 以 两 个 平面 为 界 , 这 两 个 平面 沿 
窜 缝 相交, 即 射流 的 半 宽 度 为 


(4) 


Y = 72tana. 


单位 长 度 罕 镍 所 对 应 的 射流 中 的 动量 流 的 量 级 为 pu2Y, 由 此 得 到 平均 速度 4 对 工 的 依赖 
关系 


const 
VT 
通过 射流 演 流 区 横 截面 的 流量 @ ~ puY, 所 以 


Wm 


Q = const . VI. 


局 部 雷诺 数 Re 二 uY/v 按照 这 样 的 规律 随 z 的 增加 而 增加 . 
平面 射流 张 角 的 经 验 值 与 轴 对 称 射流 的 情况 大 致 相同 (2a ~ 25°). 


8 37 满 流 尾 迹 


在 绕 固体 的 流动 中 , 当 和 雷诺 数 远大 于 临界 值 时 , 在 固体 后 面 会 形成 一 个 很 
长 的 淘 流 区 ， 这 个 区 域 称 为 满 流 尾 迹 . 在 远大 于 物体 尺寸 的 距离 上 ， 根 据 简 
单 的 推理 就 能 够 确定 湛 流 尾 迹 的 形状 和 其 中 的 流体 速度 下 降 规 律 (L. 普 朗 特 ， 
1926). 

就 像 在 821 中 研究 层 流 尾 迹 那样 , 用 U 表示 来 流速 度 , 并 取 来 流速 度 方 
问 为 z 轴 方 向 . 在 对 濡 流 涨 落 取 平均 值 之 后 ,我 们 把 每 一 点 的 流体 速度 写 为 
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U + 的 形式 . 用 字母 a 表示 潮流 尾 迹 的 某 个 横向 宽度 , 我 们 来 确定 ao 对 z 
的 依赖 关系 . 如 果 在 绕 流 时 没有 升力 , 则 尾 迹 在 远离 固体 处 具有 轴 对 称 性 , 其 
横 截 面 为 圆 . 在 这 种 情形 下 , a 可 以 是 尾 迹 的 半径 . 如 果 存 在 升力 , 这 就 导致 在 
yz 平面 上 出 现 某 个 特定 的 方向 , 所 以 尾 迹 在 固体 后 面 的 任何 距离 上 都 不 是 轴 
对 称 的 . 

在 尾 迹 中 , 流体 的 纵向 速度 分 量 的 量 级 是 U, 而 横向 速度 分 量 的 量 级 是 沸 
流速 度 的 某 个 平均 值 u. 所 以 , 流 线 与 x 轴 之 间 夹 角 的 量 级 是 比值 uw/U. 另 一 
方面 , 正如 我 们 所 知 , 尾 迹 边界 是 有 旋 济 流 运动 的 流 线 不 能 穿越 的 界线 . 由 此 
可 知 , 尾 迹 纵 截面 边界 与 x 轴 之 间 夹 角 的 量 级 也 是 w/U. 这 意味 着 , 我 们 可 以 
写 出 

和 mm 去 : (37.1) 

接 下 来 , 我 们 利用 公式 (21.1), (21.2), 通过 尾 迹 中 流体 速度 的 积分 来 确定 
作用 在 固体 上 的 力 (并 且 速 度 现在 是 指 它 的 平均 值 ). 在 这 些 积 分 中 , 积分 域 的 
量 级 是 a?, 所 以 对 积分 进行 估计 后 得 到 关系 式 已 ~ pUua2, 其 中 F 是 阻力 或 
升力 的 量 级 , 因此 ， 


F 
把 它 代 入 (37.1), 求 出 
da FF 
dr ”ppU2a2 
积分 后 得 到 
F 
i ( 蔓 ) (37.3) 


因此 , 尾 迹 的 宽度 随 着 到 固体 的 距离 的 增加 而 增加 , 它 与 该 距离 的 立方 根 成 正 
比 . 对 于 速度 ww 根据 (37.2) 和 (37.3) 有 


二 (= .a (37.4) 


px? 


即 尾 迹 中 的 流体 平均 速度 按照 反比 于 z2/3 的 方式 随 z 的 增加 而 减 小 . 
在 沿 长 度 方向 的 每 一 段 尾 迹 中 , 运动 可 由 雷诺 数 Re = au/v 来 表征 . 把 
(37.3) 和 (37.4) 代入 此 式 , 得 到 


我 们 看 到 , 雷诺 数 沿 尾 迹 长 度 方向 不 再 保持 不 变 , 这 与 满 流 射 流 的 情形 不 同 . 
在 距离 固体 足够 远 的 位 置 ，Re 会 降低 到 这 样 的 程度 ,以 至 于 尾 迹 中 的 流动 不 
再 是 测 流 . 在 更 远 处 是 层 流 尾 迹 , 其 性 质 已 经 在 8 21 中 研究 过 了 . 
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在 821 中 已 经 得 到 一 些 公 式 来 描述 层 流 尾 迹 之 外 远离 物体 处 的 流动 , 这 
些 公式 同样 适用 于 满 流 尾 迹 之 外 的 流动 . 

我 们 在 这 里 指出 被 绕 流 物体 周围 速度 分 布 的 某 些 一 般 性 质 . 无 论 是 在 潮 
流 尾 迹 的 内 部 还 是 外 部 , 速度 (我 们 总 是 指 平均 速度 wu) 都 随 着 到 物体 距离 的 
增加 而 减 小 . 但 是 , 纵向 速度 wz 在 尾 迹 外 部 要 比 在 尾 迹 内 部 减 小 得 快 得 多 ( 按 
照 1/z? 的 方式 ). 所 以 , 在 远离 物体 处 可 以 认为 , 仅 在 尾 迹 内 部 有 纵 疝 速度 , 而 
在 尾 迹 外 部 wz = 0. 我 们 可 以 说 , wz 从 尾 迹 “轴线 "上 的 某 个 最 大 值 下 降 到 尾 
迹 边 界 上 的 零 值 . 至 于 横向 速度 wy, uz, 它们 在 尾 迹 边界 上 和 尾 迹 内 部 具有 同 
样 的 量 级 , 并 且 在 远离 尾 迹 时 (保持 到 物体 的 距离 相同 ) 迅速 减 小 . 
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在 被 绕 流 物体 尾 迹 的 厚度 远 小 于 其 宽度 的 一 些 特殊 情况 下 , 物体 周围 的 
速度 分 布 并 不 具有 在 上 一 节 最 后 给 出 的 特性 . 如 果 被 绕 流 物体 的 厚度 ( 沿 y 轴 
方 同 ) 还 小 于 其 宽度 ( 沿 z 轴 方 向 ), 就 会 形成 这 样 的 尾 迹 (物体 在 绕 流 方向 上 
的 长 度 , 即 沿 z 轴 的 长 度 , 可 以 是 任意 的 ). 换言之 , 这 时 被 绕 流 物体 的 横 截面 
(垂直 于 来 流 方向 ) 在 一 个 方向 上 的 尺寸 非常 大 . 例如 , 机 机 就 是 这 样 的 物体 ， 
其 翼 展 远大 于 所 有 其 余 尺 寸 . 

显然 , 在 这 种 情形 下 , 没有 任何 理由 认为 垂直 于 油 流 尾 迹 平面 的 速度 分 量 
uy 在 尾 迹 厚度 量 级 的 距离 上 就 已 经 显著 减 小 . 相反 , 无 论 在 尾 迹 中 , 还 是 在 距 
离 尾 迹 相当 远 ( 翼 展 量 级 ) 的 距离 上 , 该 速度 分 量 现 在 都 有 同样 的 量 级 . 当然 ， 
这 里 假设 升力 不 为 零 , 否则 实际 上 根本 没有 横向 速度 . 

我 们 来 研究 上 述 统 流 所 导致 的 垂直 升力 F. 根据 公式 (21.2), 它 由 积分 


Fy,=—pU [fu dy dz (38.1) 
给 出 , 并 且 由 于 速度 wy 的 分 布 特性 , 这 时 应 当 在 整个 横 截 面 上 进行 积分 . 此 
外 , 因为 尾 迹 的 厚度 ( 沿 y 轴 ) 很 小 , 而 尾 迹 内 的 速度 ww 并 不 远大 于 该 速度 在 


尾 迹 以 外 的 值 , 所 以 这 时 可 以 在 足够 高 的 精度 下 把 沿 y 轴 的 积分 改 为 在 尾 迹 
以 外 沿 y 轴 的 积分 , 即 


oo co 22 
下 wdys 上 way+ / uy dy, 
一 Co yi 一 co 


其 中 y, 和 ys 是 尾 迹 边界 的 坐标 (图 26). 
然而 , 尾 迹 以 外 是 势 流 , 并 且 wj = 9p/8y. 注意 到 在 无 穷 远 处 p = 0, 于 是 
得 到 
f way 人 
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其 中 pw。 和 wp， 是 速度 势 在 尾 迹 两 侧 的 值 . 如 果 可 以 用 一 个 间断 面 来 代替 薄 尾 
迹 , 就 可 以 说 ws 一 gp1 是 间断 面 上 的 速度 势 突 跃 . 至 于 2 的 导数 , wy = Dp/6% 
必须 保持 连续 , 因为 假如 速度 在 尾 迹 曲面 上 的 法 向 分 量 也 发 生 间断 , 这 就 意味 
着 某 些 流体 流入 尾 迹 ,但 是 在 忽略 尾 迹 厚 度 的 近似 下 应 当 没 有 这 个 效应 . 因 
此 , 我 们 用 一 个 切 向 间断 面 来 代替 尾 迹 . 其 次 , 在 这 个 近似 下 , 压强 在 尾 迹 上 
也 必须 是 连续 的 . 根据 一 级 近似 下 的 伯 努 利 方程 可 以 求 出 压强 变化 值 , 它 等 于 
pUuz = pUBw/9x, 由 此 推出 , 导数 9p/6z 也 必须 连续 . 导数 9p/8z 是 翼 展 方 
向 上 的 速度 分 量 , 这 个 分 量 一 般 而 言 有 间断 . 

因为 导数 8p/6z 是 连续 的 , 所 以 间断 值 ys 一 pi 只 取决 于 z 而 与 沿 尾 迹 
的 坐标 z 无 关 . 因此 , 我 们 得 到 下 面 的 升力 公式 : 


Fy= -o0 /er 一 91) dz. (38.2) 


对 z 的 积分 其 实 只 沿 尾 迹 宽度 进行 (显然 , 在 尾 迹 以 外 wa 一 mw 三 0). 
这 个 公式 还 可 以 表示 为 稍为 不 同 的 形式 . 为 此 我 们 指出 , 利用 标量 函数 梯 
度 积分 的 已 知性 质 , 可 以 把 差 值 yo 一 yi 写 为 曲线 积分 


[aa 一 way + us as) 


的 形式 , 并 且 积分 曲线 从 点 y 出 发 后 绕 过 物体 并 终止 于 点 yo, 它 全 部 位 于 势 
流 区 域内 . 既然 尾 迹 很 薄 , 就 可 以 用 从 ys 到 y, 的 一 小 段 线段 来 封闭 积分 曲线 ， 
而 积分 值 在 精确 到 高 阶 小 量 的 情况 下 保持 不 变 . 用 字母 了 表示 环绕 物体 的 封 
闭 曲线 C 上 的 速度 环 量 (图 26): 








i » 
Re 
/ Ny 六 pul = Yo — P1s (38.3) 
\ 和 
汪 一 | 。 我 们 得 到 升力 公式 
F, = -o0 | rdz (38.4) 
图 26 


选取 速度 环 量 的 符号 时 , 总 是 以 道 时针 路 径 上 的 积分 为 正 . 公式 (38.3) 的 符号 
还 与 绕 流 方向 的 选取 有 关 : 我 们 总 是 假设 绕 流 方向 为 z 轴 的 正方 向 (从 左 向 
右 流 动 ). 

公式 (38.4) 给 出 了 升力 与 速度 环 量 之 间 的 关系 , 这 就 是 茹 科 夫 斯 基 定 理 
的 内 容 (HH.E. 茹 科 夫 斯 基 ,， 1906). 我 们 还 会 在 846 中 应 用 这 个 定理 研究 作为 
良 绕 体 的 机 驾 . 
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习 题 


1. 求 无 穷 长 圆柱 体 横向 缆 流 演 流 尾 迹 的 扩展 规律 . 
解 : 对 于 单位 长 度 圆柱 体 上 的 阻力 f 的 量 级 , 有 fi ~ pUuY. 把 它 与 关系 式 (37.1) 


结合 起 来 , 我 们 得 到 尾 迹 的 宽度 了 : 
Y= 4 话 () 


其 中 4 为 常 因子 . 尾 迹 中 的 平均 速度 以 按 





和 
PDT 


~ 


的 规律 减 小 . 雷诺 数 及 ~ Yu/v ~ fz/vpU 与 z 无 关 , 所 以 没有 层 流 尾 迹 . 

我 们 指出 , 根据 实验 结果 , (1) 中 的 常 因子 A = 0.9 (Y 是 尾 迹 宽度 的 一 半 ). 如 果 把 了 
理解 为 速度 wz 从 它 在 尾 迹 中 心 线 上 的 最 大 值 降低 一 半 时 的 相应 距离 , 则 A = 0.4. 

2. 求 无 穷 长 物体 横向 绕 流 尾 迹 之 外 的 流动 . 

解 : 尾 迹 外 面 是 势 流 (这 里 用 字母 西 表示 加 度 势 , 以 区 别 于 柱 面 坐标 系 r, p, z 中 的 
角 gp, 设 z 轴 沿 物体 的 长 度 方 向 ). 类 似 于 (21.16) 中 的 做 法 , 我 们 断言 , 应 当成 立 


fat = [ (v0)-af = 名 ， 


现在 的 积分 域 是 一 个 半径 很 大 且 轴 线 沿 z 轴 的 单位 长 度 圆柱 表面 , 而 万 是 单位 长 度 物体 
上 的 阻力 . 满足 这 种 条 件 的 二 维 拉 普 拉 斯 方程 A 二 0 的 解 为 





其 次 , 根据 (38.2), 对 于 升力 有 

fy = pU(®1 — $2). 
在 拉 普 拉 斯 方程 的 所 有 解 中 , 在 平面 wp 二 0 上 有 间断 并 且 随 距离 的 增加 而 减 小 得 最 慢 的 
解 为 





2 ne 
$= const:y = 27pU? 
(常量 由 Ba 一 有 = 27 给 出 ). 流动 由 上 述 两 个 解 之 和 给 出 : 
1 
$= 700 fm- fyp). (2) 
速度 以 在 柱 面 坐标 下 的 分 量 为 
> 09 3 fr 本 105 SP fy 
me 27rpUr’ 一 下 Op 27rpUTr- (3) 


速度 乌 与 柱 面 坐标 系 中 的 极 径 矢 方向 组 成 一 个 不 变 的 夹 角 , 其 正切 值 为 f/f:. 
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3. 当 存 在 升力 时 , 求 无穷 长 物体 后 面 尾 迹 的 弯曲 规律 . 
解 : 当 存 在 升力 时 , 尾 迹 ( 视 为 间断 面 ) 在 zy 平面 上 是 弯曲 的 , 畜 曲 规律 y 二 y(z) 由 





方程 
dr  _ dy 
uz+U uy 
给 出 . 根据 (3), Wy 久 一 户 /2rpUz, 把 它 代 入 以 上 方程 并 略 去 远 小 于 U 的 ts, 得 到 
A 
dz 2rpU27" 
所 以 
4 = const 一 y ln z. 





27pU? 
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我 们 已 经 不 止 一 次 提 到 一 个 事实 : 很 大 的 雷诺 数 等 价 于 很 小 的 黏度 , 所 以 
在 这 样 的 雷诺 数 下 可 以 把 流体 看 做 理想 流体 . 然而 , 这 样 的 近似 无 论 如 何 都 不 
适用 于 固 壁 附近 的 流动 . 对 于 理想 流体 , 边界 条 件 只 要 求 速度 在 被 绕 流 物体 表 
面 的 法 向 分 量 为 零 , 切 向 分 量 一 般 还 是 有 限 的 . 但 是 对 于 真实 的 黏 性 流体 , 速 
度 在 固 壁 上 应 当 为 零 . 

由 此 可 以 得 出 结论 : 在 大 雷诺 数 的 情形 下 , 速度 仅 在 紧 贴 壁面 的 很 薄 一 层 
流体 内 才 儿 乎 完全 降低 到 零 . 这 一 层 流 体 称 为 边界 层 , 它 的 特点 是 其 中 存在 相 
当 大 的 速度 梯度 . 边界 层 中 的 流动 既 可 以 是 层 流 , 也 可 以 是 湛 流 . 我 们 在 这 里 
将 研究 层 流 边 界 层 的 性 质 . 当然 , 边界 层 的 界限 并 不 明显 , 从 边界 层 中 的 层 流 
流动 到 边界 层 之 外 的 基本 流动 是 连续 过 渡 的 . 

边界 层 内 速度 的 下 降 终 究 是 由 黏 性 造成 的 , 即使 Re 很 大 , 也 不 能 忽略 黏 
性 . 这 在 数学 上 表现 为 , 边界 层 内 的 速度 梯度 很 大 , 因而 即使 > 很 小 , 运动 方 
程 中 包含 速度 对 坐标 的 导数 的 黏 性 项 仍然 很 大 @. 

我 们 来 推导 层 流 边界 层 内 的 流体 运动 方程 . 为 了 推导 过 程 简 单 , 考虑 物体 
的 一 部 分 表面 是 平面 的 情况 并 研究 流体 绕 这 部 分 表面 的 二 维 流 动 . 取 该 平面 
为 zz 平面 , x 轴 指 向 绕 流 方向 . 速度 分 布 与 坐标 z 无 关 , 并 且 速 度 的 z 分 量 
为 零 . 


@ 层 流 边界 层 理论 的 思想 和 基本 方程 是 由 普 朗 特 提 出 的 (L. 普 朗 特 , 1904). 
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在 分 量 形式 下 , 我 们 把 精确 的 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 和 连续 性 方程 写 为 











轩 or 1% D2U。 | 
i pr 
Ov, Bu 18p Gn 人 
“or voy py ( 5 Gy) Po 
ww 少 
二 二 = (39.3) 


这 里 假设 流动 是 定常 的 , 所 以 没有 写 出 对 时 间 的 导数 . 
因为 边界 层 很 薄 ， 所 以 边界 层 内 的 流动 显然 大 致 平行 于 被 绕 流 物体 的 表 
面 , 即 速度 分 量 w 远 小 于 wz (这 从 连续 性 方程 已 经 可 以 直接 看 出 ). 
速度 沿 y 轴 方 向 迅速 变化 一 一 它 在 边界 层 厚 度 5 量 级 的 距离 上 发 生 显 车 
变化 . 但 是 在 xz 轴 方 向 上 , 速度 则 缓慢 变化 , 仅 在 本 问题 特征 长 度 (例如 物体 
的 尺寸 ) ! 量 级 的 距离 上 才 有 显著 变化 所 以 , 速度 对 y 的 导数 远大 于 它 对 zx 
的 导数 . 由 此 可 知 , 在 方程 (39.1) 中 可 以 忽略 导数 82u-/8z2， 因 为 它 远 小 于 
62vz/6y?. 再 对 比方 程 (39.1) 和 (39.2), 我 们 看 出 导数 9p/8y 远 小 于 9p/6z (其 
比值 的 量 级 为 wy/wz). 在 所 考虑 的 近似 下 可 以 简单 地 取 
Op _ 
Oy 
即 认 为 在 边界 层 内 没有 横向 压强 梯度 . 换言之 , 边界 层 内 的 压强 等 于 基本 流动 
中 的 压强 p(z), 所 以 在 求解 边界 层 问题 时 ， 它 是 z 的 给 定 函 数 . 现在 就 可 以 
把 方程 (39.1) 中 的 9p/8z 写 为 dp(z)/dz, 这 个 导数 还 可 以 通过 基本 流动 的 速 
度 U(z) 表示 出 来 . 因为 边界 层 外 部 为 势 流 , 所 以 伯 努 利 方程 pp 十 pU2/2 = const 
成 立 , 从 而 


0， (39.4) 


Fay rrdC 
pdr “dz 
于 是 , 我 们 得 到 层 流 边界 层 的 运动 方程 组 一 一 普 朗 特 方程 
Ovz Ovz O2vy ldy a 





MR i dn (39.5) 
3 十 党 一 0. (39.6) 

这 些 方程 的 边界 条 件 要 求 速度 在 固 壁 处 为 零 : 
在 y=0 处 加 三 加 三 0. (39.7) 


在 远离 固 壁 处 , 纵向 速度 应 当 渐 近 地 趋 于 基本 流动 的 速度 : 


当 y 地 00 时 w= U(x) (39.8) 
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(不 需要 单独 提出 w 在 无 穷 远 处 的 条 件 ). 

可 以 很 容易 地 证 明 , (对 沿 平面 固 壁 的 流动 导出 的 ) 方程 (39.5), (39.6) 在 二 
维 绕 流 的 更 一 般 情况 下 ( 即 具有 任意 横 截面 的 无 限 长 柱 体 的 横向 绕 流 ) 仍然 有 
效 . 这 时 , z 是 从 物体 横 截面 边界 上 某 点 开始 计算 的 沿 该 边界 的 长 度 , y 是 离开 
物体 表面 的 距离 ( 沿 法 线 方向 ). 

设 Uo 是 该 问题 的 特征 速度 (例如 流向 物体 的 来 流 在 无 穷 远 处 的 速度 ). 我 
们 引入 无 量 纲 变量 z', y', 必 , w 来 代替 坐标 z, y 和 速度 wuz, vy, 相关 定义 为 


FS _ Dow 
2 一 lz， y= /EK 一 
(并 且 相 应 地 令 UV = UoU'), 其 中 Re = Dol/w 于 是 , 方程 (39.5), (39.6) 化 为 以 
下 形式 : 








vz = Uovc， (39.9) 


,Do D2u/ dU'’ Do Ov, 


J Duz VU, oe 一 一 -一 一 PR Fr 
Tr’ 8 Oy2 dz br Oy 


这 些 方程 (以 及 它们 的 边界 条 件 ) 不 包含 黏度 , 这 表明 它们 的 解 与 雷诺 数 无 关 . 
因此 , 我 们 得 到 一 个 重要 结论 : 当 涯 诺 数 变化 时 , 边界 层 内 的 整个 流动 图 像 仅 
仅 经 历 了 相似 变换 , 并 且 纵 向 距离 和 纵向 速度 保持 不 变 , 而 横向 距离 和 横向 速 
度 反 比 于 VRe 变化 . 

接 下 来 还 可 以 断定 , 通过 求解 方程 (39.10) 得 到 的 无 量 纲 速度 必 , w 既然 
与 Re 无 关 , 其 量 级 必定 为 1. 因此 , 由 公式 (39.9) 可 知 
Uo 
VRe 
即 横向 速度 与 纵向 速度 的 比值 反比 于 VRe. 对 于 边界 层 厚度 5 也 可 以 得 到 这 
样 的 结果 : 在 无 量 纲 坐标 z', y 下 , 厚度 5' ~ 1, 而 在 实际 坐标 rz, y 下 则 有 

1 
VRe 

我 们 把 边界 层 方程 应 用 于 半 无 穷 大 平板 的 平面 绕 流 (H. 布 拉 修 斯 , 1908). 
设 平 板 与 z > 0 的 zz 半 平 面 重合 (于 是 直线 z = 0 是 平板 的 前 缘 ). 在 这 种 情 
况 下 , 基本 流动 的 速度 是 常量 : U = const. 方程 (39.5), (39.6) 化 为 


+ 0. (39.10) 





Vy ~ (39.11) 


a 





(39.12) 





i re (39.13) 


我 们 已 经 看 到 , 在 普 朗 特 方程 的 解 中 , 量 vo/U 和 wyVi/Uv 只 能 是 x'=z/1 
和 y =yyU/lv 的 函数 . 但 是 , 在 半 无 穷 大 平板 问题 中 没有 任何 特征 长 度 参 
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量 1, 所 以 we/I 只 能 依赖 于 z' 和 3 的 某 个 不 包含 1 的 组 合 . 这 样 的 组 合 是 
sy” /id 
VE Vvz 
至 于 w, 这 里 的 乘积 vi Vz’ 应 当 是 y/Vz' 的 函数 . 
连续 性 方程 给 出 了 vz 与 w 之 间 的 关系 . 为 了 直接 考虑 这 个 关系 , 我 们 按 
照 定义 (10.9) 引入 流 函 数 沙 : 
_ Ov 


We (39.14) 
与 函数 w(z, y) 和 wy(z, yg) 的 上 述 性 质 相对 应 的 流 函 数 具 有 以 下 形式 : 
w= VzvU f(€),é€= /2. (39.15) 
于 是 ， 
Ww=V， 志 = 1 /veer -7). (39.16) 


即使 没有 求 出 函数 f 的 定量 表达 式 , 也 可 以 得 到 一 个 重要 结论 . 纵向 速度 
vz 在 边界 层 中 的 分 布 是 表征 边界 层 内 流动 的 基本 量 (因为 w 很 小 ). 纵向 速 
度 的 值 从 平板 表面 上 的 0 增加 到 U 的 一 个 确定 分 数 , 后 者 对 应 着 € 的 一 个 确 
定 值 . 所 以 可 以 断定 , 被 绕 流 平板 上 的 边界 层 具 有 量 级 为 


UT 
5~ /元 (39.17) 


的 厚度 (边界 层 厚 度 被 定义 为 wuz/U 达到 接近 1 的 某 个 确定 值 时 的 y 值 ). 因 
此 , 边界 层 厚度 逐渐 增加 , 它 与 到 平板 前 缘 的 距离 的 平方 根 成 正比 . 
把 (39.16) 代入 (39.13) 中 的 第 一 个 方程 , 我 们 得 到 函数 f(€) 的 方程 : 


ff" +2f"” =0. (39.18) 
边界 条 件 (39.7), (39.8) 写 为 以 下 形式 : 
f(0)=f'(0)=0, f'(00)=1 (39.19) 


(速度 分 布 显然 相对 于 平面 y= 0 对称, 所 以 考虑 y > 0 的 一 侧 即 可 ). 应 当 采 用 
数值 方法 求解 方程 (39.18). 图 27 给 出 这 样 得 到 的 函数 f'(&). 我 们 看 到 , f'(é) 
非常 快 地 趋 于 它 的 极限 值 1. 对 于 很 小 的 &, 函数 f(&) 本 身 的 极限 形式 为 


f(é€) = Ta’ +O(€°), a= 0.332. (39.20) 
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利用 方程 (39.18) 容易 确认 , 这 个 展开 式 不 可 能 包含 带 有 & 和 &4 的 项 . 当 很 
大 时 , 该 函数 的 极限 形式 为 


f(£)=€-pB, B=1.72, (39.21) 


并 且 可 以 证 明 , 这 个 表达 式 的 误差 是 指数 衰减 的 . 
单位 面积 平板 表面 上 的 摩擦 力 等 于 





即 


3 
ozy = 0.3324/ 了 2 一 (39.22) 


如 果 平 板 长 度 为 1 ( 沿 z 轴 ), 则 单位 宽度 ( 沿 平 板 边 缘 ) 平板 上 的 总 摩擦 
力 等 于 | 
F=2 | ozy dr = 1.328 VnpIU3 (39.23) 
(因为 平板 有 两 面 , 所 以 出 现 因子 2)@. 我 们 注意 到 , 摩擦 力 正比 于 来 流速 度 的 
3/2 次 蜂 . 公式 (39.23) 当然 仅仅 适用 于 足够 长 的 平板 , 这 时 雷诺 数 Re = Ul/v 
才 是 足够 大 的 . 通常 引入 阻力 因子 来 代替 阻力 , 这 是 一 个 无 量 纲 的 比值 


F 
C= Tr (39.24) 


对 于 平板 的 层 流 绕 流 , 按照 (39.23), 该 因子 反比 于 雷诺 数 的 平方 根 : 
C = 1.328Re-!/2. (39.25) 


@ 边界 层 近似 不 能 用 于 平板 前 缘 附近 , 那里 5  z， 不过, 这 对 于 总 摩擦 力 F 的 计算 是 无 关 紧 要 
的 , 因为 相应 积分 在 积分 下 限 上 收敛 很 快 . 
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为 了 精确 表征 边界 层 的 厚度 , 可 以 引入 一 个 被 称 为 位 移 厚度 的 量 *, 其 定 
义 为 到 
Up* = (U — va) dy. (39.26) 
0 


把 (39.16) 中 的 wz 代入 此 式 , 我 们 有 


J ZV a 二 > Se 
6 -V3/ (1— f')dé = yté (eew 


再 利用 极限 表达 式 (39.21) 则 有 


6* = 守 = 1.72, /元 . (39.27) 


定义 式 (39.26) 的 右 侧 是 与 速度 为 U 的 均匀 流 相 比 时 边界 层 中 流量 的 “亏损 ”， 
所 以 可 以 说 , 5* 是 来 流 由 于 在 平板 边界 层 中 减速 而 被 向 外 排挤 的 距离 .与 此 
相关 的 一 个 情况 是 , 边界 层 中 的 横向 速度 w 在 y 一 co 时 并 不 趋 于 零 , 而 是 趋 
于 一 个 有 限 值 : 


UD U U 
二 二 EF — les = 4 = 0.86\/ 一 (39.28) 


上 面 得 到 的 定量 公式 当然 只 适用 于 平板 绕 流 的 情况 . 但 是 , 一 些 定性 结果 
(例如 (39.11), (39.12)) 对 于 任意 形状 物体 绕 流 的 情况 也 成 立 , 这 时 应 把 ! 理解 
为 物体 在 流动 方向 上 的 尺寸 . 

我 们 再 对 两 种 情况 的 边界 层 作 一 些 特 别 的 说 明 . 如 果 一 个 (半径 很 大 的 ) 
平面 圆 盘 绕 冬 直 于 自身 平面 的 轴 旋 转 , 则 为 了 估计 边界 层 厚 度 , 应 当 把 (39.17) 
中 的 U 替换 为 Pz (2 是 旋转 角速度 ). 于 是 求 出 


Uv 
5~ 5: (39.29) 
我 们 看 出 , 可 以 认为 边界 层 厚 度 在 圆 盘 表面 上 处 处 相同 (与 在 $23 中 得 到 的 
这 个 问题 的 精确 解 一 致 ). 至 于 圆 盘 所 受 的 摩擦 力矩 ,利用 边界 层 方程 进行 计 
算 当 然 会 给 出 公式 (23.4), 因为 这 是 一 个 完全 精确 的 公式 , 从 而 适用 于 任何 Re 
下 的 层 流 . 

最 后 , 我 们 来 考虑 管道 入 口 附 近 的 层 流 边界 层 问 题 . 流体 在 进入 管道 时 通 
常 具有 在 整个 横 截 面 上 几乎 均匀 的 速度 分 布 , 速度 仅 在 边界 层 内 才 会 降低 . 随 
着 流动 的 发 展 , 在 距离 入 口 越 远 的 地 方 , 开始 受到 阻 滞 的 流体 层 就 越 接近 轴线 , 
因为 流量 必须 保持 不 变 , 所 以 流动 的 中 心 部 分 (这 里 仍然 具有 几乎 均匀 的 速度 
分 布 ) 在 半径 不 断 缩小 的 同时 会 不 断 加 速 , 直到 渐 近 地 形成 泊 肃 叶 速 度 分 布 为 
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止 . 因此 , 泊 肃 叶 速 度 分 布 只 能 出 现在 足够 远离 管道 入 口 的 位 置 . 容易 确定 这 
样 的 所 谓 入 口 段 的 长 度 1 的 量 级 . 其 实 , 在 到 入 口 的 距离 为 ! 处 ,边界 层 厚 度 和 
管道 半径 a 具有 同样 的 量 级 , 所 以 边界 层 仿佛 充满 了 整个 横 截面 . 在 (39.17) 
中 令 z~1 和 6 ~ a, 我 们 就 得 到 


a2U 


因此 , 入 口 段 的 长 度 正 比 于 涯 诺 数 中 . 


习题 


1. 求 驻 点 ( 见 810) 附近 的 边界 层 厚度 . 

解 : 在 驻 点 附近 (边界 层 以 外 ), 流速 是 到 该 点 的 距离 z 的 线性 函数 , 所 以 U 二 const .7z. 
对 方程 (39.5), (39.6) 中 的 各 项 进行 估计 , 得 到 表达 式 5~ (zj/const)!/2. 因此 , 驻 点 附近 的 
边界 层 厚 度 是 有 限 的 . 

2. 设 两 个 不 平行 平板 组 成 收缩 渠道 ( 见 8$823), 求 该 渠道 内 的 边界 层 流动 (K. 波 尔 豪 
森 , 1921). 

解 : 考虑 一 个 平板 上 的 边界 层 , 并 且 沿 该 平板 的 坐标 z 从 相应 角 的 顶点 O 算 起 ( 见 
图 8). 对 于 理想 流体 的 运动 , 我 们 应 当 有 速度 公式 U = Q@/apr, 它 表 示 流 量 Q 处 处 相同 
(a 是 两 个 平板 之 间 的 夹 角 )， 因 此, 方程 (39.5) 的 右 侧 应 当 是 


容易 看 出 , 这 时 的 方程 (39.5), (39.6) 在 变换 了 一 az, y 二 ay, tuz 一 加 /al Ww 二 w/a 下 
保持 不 变 , 其 中 a 是 任意 常数 . 这 表明 , 可 以 寻求 以 下 形式 的 Ve 和 必 : 
w= w= he), €=L, 


CDT 


它们 在 上 述 变 化 下 也 保持 不 变 . 从 连续 性 方程 (39.6) 求 出 有 = &f, 然后 从 (39.5) 得 到 函 
数 f(&) 的 方程 
和 = (1) 
边界 条 件 (39.8) 表示 , 应 当成 立 f(0) = 0，j(oo) = 1. 方程 (1) 的 首次 积分 是 

全 一 于 一 A 十 const. 


2Q@ 3 


@ 本 书 不 讨论 可 压缩 流体 的 边界 层 理论 , 该 理论 要 复杂 得 多 , 也 不 那么 直观 .在 速度 与 声速 相当 
(或 超过 声速 ) 的 情况 下 ,就 应 当 考 虑 可 正 缩 性 ， 这 时 , 气体 和 被 绕 流 物体 的 温度 会 剧烈 上 升 ， 所 以 必 
须 同 时 研究 边界 层 中 的 运动 方程 和 热 交 换 方程 ， 还 可 能 有 必要 考虑 气体 的 黏度 和 热 导 率 对 温度 的 依 
赖 关系 . 
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既然 当 3 一 co 时 函数 f 趋 于 1, 我 们 于 是 看 出 P 也 趋 于 一 个 确定 的 极限 , 并 且 这 个 极限 
只 能 是 零 ， 由 此 确定 const, 我 们 求 出 


pua sn lp 
=30 -y+ (2) 


因为 右 侧 在 区 间 0 < f < 1 上 总 是 负 的 , 所 以 必定 应 有 Q@ < 0: 所 讨论 的 这 种 边界 层 只 能 





出 现在 收缩 渠道 中 (流动 的 雷诺 数 Re = |Q|/pav 很 大 ), 而 不 能 出 现在 扩散 渠道 中 这 
与 823 的 结果 一 致 . 再 积分 一 次 , 最 后 得 到 
f = 3tanh? [mv5+ V3)+é€ 学 | rm 和 (3) 


边界 层 厚 度 5 ~ z/Rel2. 从 (2) 可 以 看 出 , 导数 值 f(0) = 2(Re/3)i 人 人 2， 所以, 单位 
面积 平板 上 的 摩擦 力 为 
3 1/2 3 \1/2 
sy =n270) = (SE) -名 ( 更 ) | 


37 TZ2 \ 3a3p2 
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我 们 在 描述 分 离 现象 时 ($35) 已 经 指出 , 分 离线 在 被 绕 流 物体 表面 上 的 实 
际 位 置 取决 于 边界 层 内 的 流动 性 质 . 下 面 将 看 到 , 分 离线 在 数学 上 是 由 边界 层 
方程 ( 普 朗 特 方程 ) 的 解 的 奇 点 所 组 成 的 曲线 (奇异 线 ). 问题 在 于 如 何 确定 这 
些 解 在 奇异 线 附 近 的 性 质 

我 们 知道 , 从 分 离线 开始 并 延伸 到 流体 内 部 的 一 个 曲面 划分 出 消 流 区 . 整 
个 潮流 区 内 的 流动 都 是 有 旋 的 , 而 当 不 发 生 分 离 时 , 流动 仅 在 黏 性 起 重要 作用 
的 边界 层 内 才 是 有 旋 的 , 基本 流动 中 的 涡 量 为 零 . 于 是 可 以 说 , 在 发 生 分 离 时 ， 
涡 量 从 边界 层 进入 流体 内 部 . 但 是 , 根据 速度 环 量 守 恒定 律 , 物体 表面 附近 ( 边 
界 层 内 ) 的 运动 流体 必须 直接 进入 基本 流动 区 域 , 涡 量 才 会 这 样 转移 . 换言之 ， 
边界 层 内 的 流动 必须 从 物体 表面 上 “分 离 *， 而 这 就 导致 流 线 离开 边界 层 并 进 
入 流体 内 部 . (所 以 这 种 现象 才 会 称 为 分 离 或 者 边界 层 分 离 .) 

我 们 已 经 看 到 , 边界 层 方程 所 导致 的 一 个 结果 是 , 在 边界 层 内 , 速度 在 物 
体 表面 的 切身 分量 (wz) 远大 于 法 向 分 量 (ww). 分 量 v 与 ww 之 间 的 这 种 关系 
在 本 质 上 与 关于 边界 层 流动 特性 的 那些 基本 假设 有 关 ， 并且 只 要 普 朗 特 方程 
的 解 有 物理 意义 , 这 种 关系 就 必须 成 立 . 从 数学 上 讲 , 这 种 关系 对 于 所 有 并 非 
极端 接近 奇 点 的 点 总 是 成 立 的 . 但 是 , 如 果 vw < vz, 这 就 表明 流体 沿 物体 表面 


@ 这 里 的 表述 是 由 工区. 朗 道 (1944) 给 出 的 , 相关 内 容 与 问题 的 通常 表述 略 有 不 同 . 
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运动 并 且 基 本 不 会 离开 表面 , 从 而 不 可 能 出 现任 何 流动 分 离 . 因此 , 我 们 得 到 
结论 : 分 离 只 能 发 生 在 普 朗 特 方程 的 解 的 奇 点 所 组 成 的 曲线 上 . 

从 上 述 讨论 也 可 以 直接 得 到 这 些 奇 点 的 特性 . 其 实 , 流动 在 接近 分 离线 时 
发 生 偏离 并 从 边界 层 进 入 流体 内 部 . 换言之 , 速度 的 法 向 分 量 与 切 向 分 量 相 比 
不 再 是 小 量 , 至 少 是 同 量 级 的 . 我 们 已 经 看 到 ( 见 (39.11)), 比值 v/v ~ Re-L2， 
所 以 ww 增 大 到 w ~ wz 意味 着 它 增 大 到 Re!/2 倍 . 所 以 ,在 雷诺 数 足够 大 时 (这 
里 自然 正在 讨论 这 样 的 情况 ), 可 以 认为 w 增 大 了 无 穷 大 倍 . 如 果 把 普 朗 特 方 
程 化 为 无 量 纲 形式 ( 见 (39.10)), 则 上 述 情况 在 形式 上 表明 , 解 中 的 无 量 纲 速度 
zf 在 分 离线 上 成 为 无 穷 大 . 

为 了 简化 下 面 的 讨论 , 我 们 将 考虑 一 个 二 维 问题 一 一 无 穷 长 物体 的 横向 
绕 流 问 题 . 就 像 通常 那样 , z 是 沿 物体 表面 流动 方向 的 坐标 , 而 坐标 y 是 到 物 
体 表 面 的 距离 . 这 里 可 以 不 讨论 分 离线 而 只 讨论 分 离 点 , 即 分 离线 与 zy 平面 
的 交点 . 在 所 取 坐 标 系 中 , 这 是 点 x = const 三 zo, y = 0. 设 分 离 点 以 前 的 区 
域 对 应 z < zo. 

按照 上 面 的 结果 , 在 z = zo 处 , 对 于 所 有 的 y 吕 , 我 们 有 


wy(Z0，2) = 0. (40.1) 


但 是 , 普 朗 特 方程 中 的 速度 分 量 w 仿佛 只 起 辅助 作用 , 在 研究 边界 层 流动 时 
通常 并 不 关心 这 个 量 (因为 它 很 小 ). 所 以 , 最 好 首先 说 明 函 数 wz 在 分 离线 附 
近 的 性 质 . 

从 方程 (40.1) 显然 可 知 , 导数 guyv/6y 在 zx = zo 处 也 等 于 无 穷 大 . 于 是 , 从 
连续 性 方程 


Ovz oO 

证 = 人 (40.2) 
推出 , 导数 9v./9z 在 z = zo 处 也 成 为 无 穷 大 , 即 

Or 

ee = (0, (40.3) 


这 里 把 z 看 做 vs 和 yy 的 函数 , 而 vo(y) = wz(zo, y). 在 分 离 点 附近 , 差 值 wz 一 vo 
和 zo 一 Zz 是 小 量 , 因此 可 以 把 zo 一 z 展开 为 w 一 vo 的 祖 级 数 (对 于 给 定 的 Vy). 
根据 条 件 (40.3), 这 个 展开 式 的 一 阶 项 必定 为 零 , 于 是 精确 到 二 阶 项 就 有 


ro— z= f(y (vz — vo)’, 
即 


wz = Vo(Y) + a(y) Vro 一 了 (40.4) 


@ 点 y=0 除外 , 因为 根据 物体 表面 上 的 边界 条 件 , 那里 应 当 总 有 v, = 0. 
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其 中 a = 广 %2 是 一 个 变量 y 的 某 个 函数 . 现在 写 出 
Ovy _ Ovz a(y) 


Ovy Br 2VZo 一 了 





并 积分 , 我 们 得 到 





_B(y) 
Vy = sr (40.5) 
式 中 B(y) 是 y 的 另 一 个 函数 . 
然后 , 我 们 应 用 方程 (39.5) 


Ov ur Ow 1dp 
i 十 voy 一 1/ By pdz. (40.6) 
从 (40.2) 可 见 ， 导数 G2vj /86wy? 在 x = zo 处 不 等 于 无 穷 大 . 量 dp/dz 同样 如 
此 , 它 由 边界 层 以 外 的 流动 确定 . 但 是 , 方程 (40.6) 的 左边 两 项 分 别 都 等 于 无 
穷 大 . 因此 , 对 于 分 离 点 附近 的 区 域 , 在 一 阶 近 似 下 可 以 写 出 





Ov, Ouz 二 


名 和 
Ovy Ovy “Oy Uz 
因为 速度 分 量 wz 在 z = zo 处 一 般 不 等 于 零 , 所 以 由 此 可 知 , 比值 w/vz 与 y 
无 关 . 男 一 方面 , 根据 (40.4) 和 (40.5), 精确 到 高 阶 项 就 有 

Vy B(y) 


vz vo(Y)VTo—z 


为 了 使 这 个 表达 式 仅 仅 是 x 的 函数 , 必须 有 B(y) = Avo(y)/2, 其 中 4 是 常量 . 





We Avo(y) 
中 2VZ0 T 
最 后 , 再 注意 到 (40.4) 和 (40.5) 中 的 函数 a 和 8 满足 关系 式 a = 2B8', 我 们 得 
到 a = A dvo/ dy, 所 以 


(40.7) 


d 
vz 二 Vo(Y) 十 VZ0 一 IT (40.8) 


公式 (40.7), (40.8) 给 出 了 函数 wz 和 ww 对 zx 的 依赖 关系 在 分 离 点 附近 的 
特性 . 我 们 看 出 , 这 两 个 函数 在 该 区 域内 都 可 以 展开 为 根 式 (zo 一 z)!/2 的 徊 级 
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数 , 并 且 w 的 展开 式 从 一 1 次 寡 开 始 , 所 以 当 z 一 zo 时 , wy 按照 (zo 一 z)-2? 
的 方式 变 为 无 穷 大 . 当 z > zo 时 , 即 在 分 离 点 之 后 , 展开 式 (40.7), (40.8) 在 物 
理 上 不 再 适用 , 因为 根 式 变 成 了 虚数 . 这 表明 , 普 朗 特 方 程 只 描述 分 离 点 之 前 
的 流动 , 把 该 方程 的 解 延 拓 到 分 离 点 之 后 是 没有 物理 意义 的 . 

根据 物体 表面 上 的 边界 条 件 , 在 y=0 处 应 当 总 有 wz = w = 0. 所 以 , 从 
(40.7) 和 (40.8) 可 以 断定 


a 


vo(0) 一 0， dy 


=0. (40.9) 
y=0 
因此 , 我 们 得 到 一 个 重要 结论 : 在 分 离 点 本 喘 (z = zo，y = 0), 不 仅 速 度 分 量 
vz 为 零 , 而 且 它 对 y 的 一 阶 导数 也 为 零 (这 个 结论 是 由 普 朗 特 得 到 的 ). 

必须 强调 , 在 分 离线 上 之 所 以 成 立 等 式 Gvz/6y = 0, 仅仅 是 因为 当 z 取 上 
述 值 时 w 等 于 无 穷 大 .假如 (40.7) 中 的 常量 4 恰好 等 于 零 (使 得 vy(zo, y) = oo 
不 成 立 ), 则 尽管 导数 9ue/8y 在 点 z = zo, y = 0 等 于 零 , 这 个 点 也 没有 什么 特 
殊 性 , 它 无 论 如 何 也 不 会 是 分 离 点 . 但 是 , 4 只 能 在 纯粹 偶然 的 情况 下 才 会 等 
于 零 , 这 种 情况 因而 是 难以 出 现 的 . 因此 , 物体 表面 上 满足 Buz/8y = 0 的 点 实 
际 上 总 是 分 离 点 . 

假如 在 点 z= zo 没有 分 离 ( 即 假 如 4=0), 则 当 z>zo 时 (auz/8y)|,-o< 0， 
即 在 离开 表面 的 过 程 中 (y 仍然 很 小 ), wz 会 变 为 负 的 , 但 其 绝对 值 不 断 增 大 . 换 
言 之 , 在 点 x = zo 之 后 , 边界 层 下 部 的 流体 这 时 就 会 沿 着 与 基本 流动 方向 相反 
的 方 同 运动 ; 会 出 现 流向 这 个 点 的 “逆流 ”. 我 们 强调 , 根据 这 种 推理 还 根本 不 
能 得 到 在 Gvz/6y = 0 的 点 必然 存在 分 离 的 结论 ; 有 逆流 的 整个 流动 图 像 有 可 
能 完全 位 于 边界 层 内 (如 同 4 = 0 时 的 情形 ) 而 不 进入 基本 流动 区 域 , 但 分 离 
的 特征 恰恰 在 于 这 种 逆流 进入 了 基本 流动 区 域 . 

在 前 一 节 中 已 经 证 明 , 当 和 雷诺 数 变化 时 , 边界 层 内 的 流动 图 像 是 自 相似 的 ， 
与 此 同时 , 例如 , 坐标 z 的 尺度 保持 不 变 . 由 此 可 知 , 使 导数 (Buz/6y)|,-o 为 堆 
的 z 坐标 值 zo 在 Re 变化 时 保持 不 变 . 因此 , 我 们 得 到 一 个 重要 结论 : 物体 
表面 上 分 离 点 的 位 置 与 雷诺 数 无 关 (当然 , 到 目前 为 止 , 边界 层 保持 层 流 状态 
见 845). 

我 们 再 来 说 明 分 离 点 附近 的 压强 分 布 p(z) 具有 哪些 性 质 . 当 y = 0 时 , 方 
程 (40.6) 的 左边 与 w, ww 一 起 变 为 零 , 于 是 剩 下 的 方程 为 


v 一 一 一 . (40.10) 

3=0 
由 此 可 见 , dp/dz 的 符号 与 (82uz/8y2)|，。 的 符号 相同 . 只 要 (8vs/8y)|,_o > 0， 
就 无 法 判断 二 阶 导 数 的 符号 . 但 是 , 因为 wz 是 正 的 , 并 且 在 远离 壁面 的 过 程 
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中 不 断 增 大 (在 分 离 点 之 前 的 区 域 中 )， 所 以 在 Buz/8y = 0 的 点 z= zo 必 有 
(zuz/8yz)lv-o > 0. 由 此 断定 


dp 
< 40.11 
3 > 0, (40.11) 


r=7o 


即 在 分 离 点 附近 , 流体 从 低压 流向 高 压 . 压强 梯度 与 边界 层 以 外 速度 U(z) 的 
梯度 之 间 的 关系 为 


1 dp vv 
p dr dz 
因为 xz 轴 的 正方 同 与 基本 流动 方向 相同 , 所 以 VU > 0, 我 们 于 是 断定 
dU 
re “0 (40.12) 


即 在 分 离 点 附近 , 速度 UV 治 流动 方向 是 减 小 的 ， 

从 上 述 结果 可 以 推出 结论 : 在 被 绕 流 物体 表面 上 的 某 个 地 方 一 定 会 发 生 
分 离 . 其 实 , 在 物体 的 前 端 和 后 端 都 分 别 存在 一 个 在 理想 流体 有 势 绕 流 中 速度 
为 零 的 点 ( 驻 点 ). 于 是 , 从 某 个 z 值 起 , 速度 U(xz) 应 当 开 始 减 小 , 并 且 最 终 变 
为 零 . 男 一 方面 义 很 清楚 , 沿 物体 表面 运动 的 流体 , 越 是 接近 表面 ( 即 y 越 小 )， 
所 受阻 滞 就 越 强 . 所 以 , 当 速 度 U(z) 在 边界 层 外 缘 变 为 零 之 前 , 紧 贴 表面 的 流 
体 速 度 应 当先 变 为 零 . 这 在 数学 上 显然 表示 , 当 z 取 小 于 使 U(z) =0 成 立 的 
z 值 的 某 个 值 时 , 导数 Buz/6y 总 会 变 为 零 (从 而 不 可 能 不 出 现 分 离 ). 

在 任意 形状 物体 绕 流 的 情况 下 , 可 以 用 完全 类 似 的 方法 完成 全 部 计算 , 并 
且 计 算 结 果 表 明 , 物体 表面 两 个 切 向 速度 分 量 wz 和 w, 的 导数 8v; /8y, 8v;/9y 
在 分 离线 上 都 为 零 (y 轴 和 以 前 一 样 指向 所 考虑 的 那 部 分 表面 的 法 向 ). 

对 于 绕 物 体 的 流动 , 假设 压强 在 没有 分 离 的 条 件 下 沿 流动 方向 足够 迅速 
地 增加 (速度 UV 因而 足够 迅速 地 减 小 ), 我 们 采用 一 种 简单 的 讨论 来 证 明 在 这 
种 情况 下 出 现 分 离 的 必要 性 . 设 压 强 p 在 一 小 段 距离 Az = zz 一 xz1 上 足够 迅 
速 地 从 zi 增加 到 p, (ps > p1). 在 这 段 距离 Az 上 , 边界 层 以 外 的 速度 UD 从 初 
始 值 Vi 下 降 到 一 个 小 得 多 的 值 Uz, 该 值 由 伯 努 利 方程 


1 1 
(UU —02)=—=(ps— 
2 1 2) sp2 p1) 


确定 . 因为 与 y 无关 , 所 以 无 论 距离 表面 有 多 远 , 压强 的 增加 ps 一 p, 都 是 相 
同 的 . 如 果 压 强 梯 度 dp/dz ~ (ps 一 pi1)/Az 足够 大 , 就 可 以 在 运动 方程 (40.6) 
中 忽略 黏 性 项 “62uz/6y2 (当然 只 要 y 不 太 小 ). 于 是 , 也 可 以 用 伯 努 利 方程 估 
计 速 度 v 在 边界 层 内 的 变化 , 为 此 写 出 


1 1 
可 (o2 — v1) = 一 5 i) 


§41 层 流 边界 层 内 流动 的 稳定 性 . 187 . 


或 者 对 比 前 面 的 等 式 , 有 
w=- (Ur — U2). 


但 是 ,边界 层 内 的 速度 小 于 基本 流动 速度 . 可 以 这 样 选取 y, 使 vf <U?- 史 2. 
这 样 一 来 , 速度 vo 就 是 一 个 虚数 , 这 表明 普 朗 特 方程 的 有 物理 意义 的 解 并 不 
存在 . 其 实 , 在 Az 距离 内 应 当 出 现 分 离 , 从 而 使 过 大 的 压强 梯度 降低 下 来 . 

绕 拐 角 的 流动 是 发 生 分 离 的 一 种 有 趣 情形 . 设 两 个 固体 表面 相交 形成 一 
个 拐角 , 则 当 有 势 层 流 绕 拐 角 流 动 时 ( 见 图 3), 拐角 项 边 的 流体 速度 会 变 为 无 
穷 大 ( 见 $10 习题 6), 并 且 流 向 项 边 时 速度 增 大 , 远离 项 边 时 速度 减 小 . 其 实 ， 
流体 绕 过 顶 边 之 后 ， 速度 迅速 减 小 (压强 则 相应 地 迅速 增 大 )， 从 而 导致 分 离 ， 
并 且 拐 角 的 项 边 就 是 分 离线 . 在 $36 中 已 经 研究 过 由 此 产生 的 流动 图 像 . 

在 拐 角 内 的 层 流 中 (图 4), 流体 速度 在 项 边 处 为 零 . 在 这 种 情况 下 , 流向 
顶 边 时 速度 减 小 (压强 增 大 ). 一 般 而 言 , 这 也 导致 分 离 , 并 且 分 离线 位 于 顶 边 
的 上 游 . 


习题 


设 Ap 是 在 Arz 距离 上 能 产生 分 离 的 压强 增 量 (在 基本 流动 中 ), 求 Ap 的 最 小 量 级 . 
解 : 设 在 距离 物体 表面 为 1 的 地 方 已 经 可 以 应 用 伯 努 利 方程 , 并且 边 界 层 内 速度 u 的 
平方 UV (8) 在 这 里 小 于 边界 层 外 速度 U 的 平方 的 变化 |AU2|. 可 以 写 出 v(y) 的 量 级 : 


dv U 
v(y) 六 dyy ~ 5Y 


(其 中 5~ VVI/U 是 边界 层 厚 度 ,1 是 物体 的 尺寸 ). 使 方程 (40.6) 右 侧 的 两 项 在 量 级 上 相 
当 , 我 们 得 到 


me rr 


p Az yoy 
从 条 件 2 二 |AU?|=2Ap/p 求 出 U2y2/562 ~ Ap/p. 从 所 得 两 个 关系 式 中 消去 Yy, 最 后 


求 出 
2/3 
Ap ~ pU? ( 简 ) 
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与 层 流 的 任何 其 他 情形 一 样 ， 边 界 层 内 的 层 流 在 足够 大 的 雷诺 数 下 也 会 
变 得 多 少 有 些 不 稳定 . 边界 层 中 的 失 稳 方式 类 似 于 管道 内 流动 失 稳 的 情形 ( 见 
§ 28). 
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边界 层 内 流动 的 雷诺 数 沿 被 绕 流 物体 表面 是 变化 的 . 例如 , 在 平板 绕 流 中 
可 以 定义 雷诺 数 Res = Uz/v, 其 中 z 是 到 平板 前 缘 的 距离 , U 是 边界 层 外 的 
流体 速度 . 但 是 , 在 更 能 反映 边界 层 特性 的 雷诺 数 定义 中 , 直接 表征 边界 层 厚 
度 的 某 个 长 度 起 特征 长 度 的 作用 . 可 以 选取 位 移 厚 度 作为 这 样 的 特征 长 度 , 其 
定义 由 (39.26) 给 出 : 


Res = = 1.72V Rez (41.1) 


(数值 因子 对 应 平板 边界 层 ). 

因为 边界 层 厚 度 随 距离 的 变化 比较 缓慢 , 边界 层 中 的 横向 速度 也 很 小 , 所 
以 在 研究 不 长 的 一 段 边界 层 内 的 流动 稳定 性 时 可 以 考虑 平面 流动 ,其 速度 齐 
面 沿 zx 轴 不 发 生变 化 吕 . 于 是 , 从 数学 观点 看 , 问题 类 
似 于 两 块 平 行 平 板 之 间 流 动 的 稳定 性 问题 (已 在 829 
中 研究 过 ), 而 差别 仅仅 在 于 速度 前 面 的 形状 : 平板 之 
间 的 流动 具有 对 称 的 速度 剖面 ， 并 且 在 两 块 平板 上 
v= 二 0, 而 边界 层 流动 具有 非 对 称 的 速度 剖面 , 并且 速 
度 从 物体 表面 上 的 零 值 变化 到 某 个 给 定 值 UV, 即 边界 
层 外 的 流动 速度 . 这 样 的 研究 给 出 下 面 的 结果 (W. 托 
尔 明 , 1929; H. 施 利 希 廷 , 1933; 林家 普 , 1945). 

在 w，Re 平面 上 ,中 性 曲线 ( 见 8$828) 的 形状 取 
决 于 边界 层 内 速度 剖面 的 形状 . 如 果 速 度 痢 面 没 有 拐 
点 (速度 wz 单调 递增 , 并 且 曲线 wz = w(y) 处 处 是 凸 

98 的 @, 见 图 28 (a)), 则 稳定 区 域 边界 的 形状 完全 类 似 于 

沿 管道 流动 的 情况 : 存在 某 个 极 小 值 Re = Recr, 当 和 雷诺 数 达 到 这 个 值 时 会 出 
现 增 强 的 扰动 , 而 当 Re 一 co 时, 曲线 的 两 文 以 横 坐 标 轴 为 渐 近 线 (图 29 (a)). 
对 于 平板 边界 层 内 的 速度 剖面 , 计算 给 出 临界 雷诺 数 为 Rescr ~ 420@. 

如 果 边 界 层 外 的 流体 速度 癌 下 游 是 减 小 的 ， 就 不 可 能 产生 如 图 28(a) 所 
示 的 那 种 速度 剖面 . 在 这 种 情况 下 , 速度 剖面 必须 有 一 个 拐点 . 其实, 考虑 可 
以 当做 平面 的 一 小 块 壁面 , 并 设 z 仍然 是 沿 流动 方向 的 纵 癌 坐标 , 而 y 是 到 辟 








@ 当然 , 这 时 并 未 考虑 被 绕 流 表面 的 曲率 可 能 影响 边界 层 稳定 性 的 问题 . 忽略 曲率 也 有 一 定 的 不 
合理 性 .其实 , 满足 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 仅 有 的 平面 流动 (速度 剖面 只 依赖 于 一 个 坐标 ) 具有 线性 前 
面 (17.1) 和 抛物 线 剖面 (17.4) (与 此 同时 , 具有 任意 速度 剖面 的 平面 流动 都 满足 欧 拉 方 程 )， 所 以 , 严 
格 地 说 , 在 边界 层 理论 中 所 考虑 的 基本 流动 不 是 运动 方程 的 解 . - 

@ 在 本 书 中 , 曲线 凸 ( 凹 ) 指 曲线 位 于 其 任意 一 点 处 的 切线 之 下 (上 ). 一 一 译 者 

图 当 Res 一 ce 时 , 在 中 性 曲线 的 两 支 1 和 II 上 , 频率 w 分 别 以 Rez 2 和 Rey 5 的 方式 趋 于 
零 . 频率 wer = 0.15U/65” 和 和 波 数 ke = 0.36/16* 对 应 着 点 Re = Recr. 
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面 的 距离 ， 从 关系 式 (40.10) 








O2vr _1ldp_ uv 
“Bl pds Or 
可 见 , 如 果 U 向 下 游 是 减 小 的 (8U/8z < 0), 则 在 表面 附近 
O2vz 
p>0, 


即 曲 线 wz = vz(y) 是 四 的 . 当 y 增 大 时 , 速度 w 应 当 渐 近 地 趋 于 有 限 的 极限 
值 UV. 仅 从 几何 上 考虑 就 已 经 清楚 , 曲线 应 当 在 此 过 程 中 变 成 凸 的 , 所 以 在 某 
处 有 一 个 拐点 (图 28 (b)). 

当 速 度 剖 面 有 拐点 时 , 稳定 性 区 域 边界 曲线 的 形状 略 有 变化 : 曲线 的 两 条 
分 支 在 RR 一 co 时 有 不 同 的 渐 近 线 , 一 条 仍然 趋 于 横 坐 标 轴 , 男 一 条 趋 于 w 的 
某 个 有 限 的 非 零 极限 值 (图 29(b)). 此 外 , 拐点 的 
出 现 使 Recr 的 值 显著 降低 . 

雷诺 数 沿 边界 层 不 断 增 大 , 这 使 得 扰动 在 同 下 
游 传播 时 具有 一 些 特性 . 考虑 绕 平板 的 流动 , 并 假 I 
设 在 边界 层 内 某 处 产生 了 具有 给 定 频 率 w 的 扰动 . I 
它 向 下 游 的 传播 相当 于 在 图 29 (a) 中 沿 一 条 水 平 
线 w = const 向 右 移动 . 扰动 首先 衰减 , 在 到 达 稳 
定 区 域 边界 的 分 支 工 后 开始 增强 , 直到 到 达 边 界 的 
分 支 I 为 止 , 此 后 扰动 再 次 衰减 . 扰动 在 通过 不 稳 
定 区 域 期 间 的 总 放大 系数 随 着 该 区 域 问 大 Re 的 
方向 移动 ( 即 随 着 图 29 (a) 中 稳定 性 区 域 边界 的 分 
支 [ 和 II 之 间 相 应 水 平 线 段位 置 的 不 断 降低 ) 而 
迅速 增 大 . () 

边界 层 对 无 穷 小 扰动 的 不 稳定 性 (绝对 不 稳定 图 29 
性 或 对 流 不 稳定 性 ) 问题 还 没有 全 部 解决 ， 当 速度 
庆 面 没有 拐点 时 , 对 于 使 中 性 曲线 的 两 支 (图 29 (a)) 都 接近 横 坐 标 轴 的 Re 值 ， 
会 出 现 对 流 不 稳定 性 (证 明 过 程 与 平面 泊 肃 叶 流 的 情况 相同 ， 见 118 页 的 脚 
注 ). 对 于 更 小 的 Re 值 以 及 带 有 拐点 的 速度 剖面 , 问题 仍然 是 未 解决 的 . 

因为 雷诺 数 沿 边界 层 变 化 , 整个 边界 层 不 会 同时 变 为 满 流 , 而 仅仅 是 Res 
超过 一 个 确定 值 的 那 一 部 分 变 为 灌流 . 当 来 流速 度 给 定时 , 这 意味 着 灌流 出 现 
于 前 缘 之 后 的 确定 距离 上 ; 当 速 度 增 大 时 , 该 位 置 向 前 缘 移 动 . 实验 结果 表明 ， 
在 边界 层 内 出 现 湛 流 的 位 置 还 特别 依赖 于 来 流 中 的 扰动 强度 随 着 扰动 强度 
的 减 小 , 清流 的 起 始点 移动 向 更 大 的 Res 值 . 

图 29 (a) 和 图 29 (b) 中 的 中 性 曲线 有 本 质 区 别 . 频率 的 上 面 一 条 分 支 在 





Rs 
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Res 一 co 时 趋 于 不 为 零 的 极限 值 , 这 意味 着 , 无 论 符 性 有 多 小 , 流动 都 是 不 稳 
定 的 . 与 此 同时 , 对 于 图 29 (a) 那 种 类 型 的 中 性 曲线 , 当 v 一 0 时 , 具有 任何 有 
限 频率 的 扰动 都 会 衰减 . 导致 这 种 区 别 的 原因 恰好 就 是 速度 剖面 wz = v(y) 是 
否 具 有 拐点 . 也 可 以 从 数学 观点 探索 这 种 区 别 的 根源 , 为 此 就 要 在 理想 流体 动 
力学 的 范围 内 研究 稳定 性 问题 ( 瑞 利 , 1880). 
把 形 如 
劝 三 Wo( 功 十 久 ( 人 (zh 2) 

的 流 函 数 代入 理想 流体 平面 运动 方程 (10.10), 式 中 是 未 受 扰 动 时 的 流 函 数 
(所 以 大 =wJ), 而 加 是 小 扰动 . 对 于 后 者 , 我 们 寻求 


= pW) eo, 
把 它 代 入 (10.10), 得 到 函数 yg 的 以 下 线性 方程 @: 
(v-) (wp) -wp=0 (41.2) 


如 果 流 动 边界 ( 沿 y 轴 ) 是 固 壁 , 则 在 边界 上 yp = 0 (得 自 条 件 wv, = 0); 如 果 流 
动 的 宽度 为 无 穷 大 (一 侧 或 两 侧 无 界 ), 就 应 当 在 流动 均匀 的 无 穷 远 处 提出 这 
样 的 条 件 . 我 们 将 认为 k 是 给 定 的 实数 . 于 是 , 通过 求解 方程 (41.2) 的 边 值 问 
题 中 的 本 征 值 , 就 可 以 确定 频率 w. 

方程 (41.2) 先 除 以 v 一 w/k, 再 乘 以 yg*, 然后 在 流动 的 两 个 边界 yl 和 y。 
之 间 对 y 积分 , 又 利用 对 乘积 p*yp” 的 分 部 积分 , 我 们 得 到 








2y2 ya2 I 2 
| ep+ieayt "Ey =0 (41.3) 
这 里 的 第 一 项 必定 是 实数 . 假设 频率 是 复数 , 分 离 出 等 式 的 虚 部 后 得 到 
»_ wo 
mo 人 pp (41.4) 


为 了 能 有 Imw 关 0, 这 里 的 积分 应 当 为 零 , 而 为 此 无 论 如 何必 须 让 vw” 在 积分 
域 中 的 某 处 为 零 . 因此 , 只 有 在 速度 剖面 具有 拐点 的 情况 下 (在 >= 0 时 ) 才 有 
可 能 出 现 不 稳定 性 @. 


@ 任何 函数 wo(y) 都 自动 满足 方程 (10.10), 见 188 页 脚注 中 的 表述 . 

@@ 应 当 指 出 , 在 提出 稳定 性 问题 时 要 求 v = 0 精确 成 立 , 这 在 物理 上 不 是 完全 恰当 的 . 该 提 法 没 
有 考虑 到 真实 流体 必然 或 多 或 少 都 有 和 噩 性 ， 慕 度 可 能 很 小 , 但 并 不 等 于 零 ， 这 导致 一 系列 数学 上 的 困 
难 : 某 些 解 消失 了 (因为 函数 vp 的 微分 方程 的 阶 数 降低 ), 同时 又 出 现 了 一 些 在 v 关 0 时 并 不 存在 的 新 
的 解 ， 后 者 与 方程 (41.2) 的 奇异 性 有 关 (在 v 关 0 时 没有 这 样 的 奇异 性 ); 方程 中 最 高 阶 导 数 项 的 系 
数 在 v(y) = w/k 的 点 等 于 零 . 
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从 物理 观点 来 看 ,这 种 不 稳定 性 的 产生 与 流体 的 振动 和 诸 流 体 微 元 在 基 
本 流动 中 的 运动 之 间 的 “共振 ” 相互 作用 有 关 , 它 在 这 种 意义 下 类 似 于 在 动 理 
学 理论 中 众所周知 的 一 种 现象 一 一 无 磁 撞 等 离子 体 中 振动 的 衰减 ( 朗 道 阻尼 ) 
或 增强 (在 不 稳定 的 情况 下 ) ( 见 第 十 卷 830). 

根据 方程 (41.2), 流动 的 本 征 振动 (如 果 它 们 存在 ) 与 方程 中 v"(y) 去 0 的 
部 分 有 关 久 . 为 了 探求 振动 增强 的 机 理 , 最 好 利用 这 样 的 速度 剖面 实例 , 使 “ 振 
动 源 ” 局 限 在 一 层 流动 中 : 我 们 来 考虑 速度 剖面 v(y), 其 曲率 在 某 点 y= wo 邻 
域 之 外 处 处 都 很 小 ; 如 果 简 单 地 把 它 替换 为 在 某 处 “折断 ”的 剖面 , 则 在 w’ (wy) 
中 会 有 形 如 46(y 一 wy) 的 一 项 ; 正 是 这 一 项 对 方程 (41.3) 中 的 积分 有 主要 贡 
献 . 我 们 将 在 使 “振动 源 ” 静止 的 坐标 系 中 描述 流动 , 这 时 v(yo) = 0 (如 图 30 
所 示 ). 在 方程 (41.3) 中 分 离 实 部 , 得 到 


VY» 2 
| eProp)oy— Se =0 

设 4 > 0 (如 图 30). 因为 这 个 等 式 中 的 第 一 项 必定 为 正 , 所 以 应 有 Rew/k > 0， 
即 波 的 相 速 指向 右 侧 . 在 共振 点 y,, 相 速 等 于 局 部 流速 , v(y,) = Rew/k. 共振 
扩 这 时 位 于 点 yo 的 右 侧 . 在 共振 点 附近 运动 且 比 波 更 快 
的 流体 微 元 , 把 能 量 传 给 波 ; 落后 于 波 的 流体 微 元 则 从 波 
获取 能 量 . 如 果 前 者 多 于 后 者 , 波动 就 会 加 强 (不 稳定 ) @. 
但 是 , 因为 已 经 假设 流体 是 不 可 压缩 的 , 所 以 通过 流动 宽 
度 微 元 dy 的 流体 微 元 数量 正比 于 dy, 于 是 速度 变化 区 间 
dv 内 的 流体 微 元 数量 正比 于 dy = (dy/dv) dv = dv/v'(vy)， 
即 1/v'(y) 起 速度 分 布 函数 的 作用 . 因此 , 为 了 产生 不 稳定 
性 , 函数 1/v'(y) 在 y 从 左 向 右 穿 过 点 y, 时 必须 是 增加 的 ， 人 
即 vw'(y) 必须 是 减 函数 . 换言之 , 必须 有 vw"(y.) < 0. 又 因 
为 导数 vw" 在 点 yo 是 正 的 , 所 以 速度 剖面 的 拐点 必须 位 于 点 y。 和 y, 之 间 的 
某 处 . 

用 类 似 的 方法 可 以 考虑 4 < 0 的 情况 (并 得 到 同样 的 结果 ). 这 时 , 波 的 相 
速 和 共振 流体 微 元 的 速度 都 指向 左 侧 . 





@ 这 个 比拟 是 由 A.B. 季 莫 费 耶 夫 (1979) 以 及 A.A, 安 德 罗 诺 夫 和 A. I. 法 布 里 坎 特 (1979) 指 
出 的 ; 我 们 在 下 面 按照 A.B. 季 莫 费 耶 夫 的 方式 进行 论述 . 

加 当 v(y) 三 0 时 ,方程 (41.2) 根本 没有 能 够 满足 所 需 边 界 条 件 的 解 . 

图 对 发 生 共振 的 流体 微 元 来 说 , 波 中 的 运动 是 定常 的 , 所 以 流体 微 元 与 波 之 间 的 能 量 交换 在 对 时 
间 取 平均 值 后 不 等 于 零 (对 于 其 他 流体 微 元 , 波 中 的 运动 是 振荡 的 , 所 以 对 时 间 的 相应 平均 值 等 于 零 )， 
我 们 还 指出 , 按 上 述 方向 进行 的 能 量 交换 使 流动 中 的 速度 梯度 趋 于 降低 , 正 是 在 这 个 意义 上 才 考 虑 任 
意 小 的 黏 性 . 
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8$ 42 对 数 型 速度 剖面 


考虑 沿 无 穷 大 平板 的 平面 灌流 (我 们 所 说 的 平面 灌流 当然 是 指 对 时 间 平 
均 的 流动 ) 吕 . 取 流 动 方向 为 z 轴 方 向 , 平板 所 在 平面 为 zz 平面 , 于 是 y 是 到 
平板 表面 的 距离 . 平均 速度 沿 y 轴 和 z 轴 的 分 量 都 为 零 : wuz = 局 vy = wz = 0. 
不 存在 压强 梯度 , 所 有 的 量 只 依赖 于 y. 

我 们 用 字母 o 表示 作用 于 单位 面积 平板 表面 的 摩擦 力 ( 它 显然 指向 xz 轴 
方向 ). 量 o 其 实 就 是 由 流体 传递 给 平板 表面 的 动量 流 , 同时 也 是 指向 y 轴 负 
方向 的 恒定 动量 流 (更 准确 地 说 是 该 动量 流 的 z 分量 ), 并 给 出 由 距离 表面 较 
远 的 流体 层 连 续 传递 给 较 近 流体 层 的 动量 值 @. 

该 动量 流 的 存在 当然 是 因为 平均 速度 w 沿 y 方向 有 梯度 . 假如 流体 处 处 
都 以 同样 的 速度 运动 , 在 流体 中 就 不 会 有 这 样 的 动量 流 . 也 可 以 用 相反 的 方式 
提出 问题 : 给 定 某 个 确定 的 o 值 , 需要 求 出 : 密度 为 p 的 流体 应 当 如 何 运动 才 
能 使 动量 流 为 a? 意思 是 , 需要 获得 非常 大 雷诺 数 下 的 渐 近 规律 , 但 仍然 假设 
流体 的 黏度 ” 不 直接 出 现在 这 些 规律 中 (不 过 , 黏度 ” 在 小 距离 y 上 就 变 得 
重要 起 来 , 见 下 文 ). 

因此 , 在 到 平板 的 任何 距离 上 , 速度 梯度 du/dy 的 值 应 当 不 仅 取决 于 常 参 
量 p, o, 当然 还 取决 于 距离 y 本 身 . 从 p, c 和 yy 能 够 组 成 的 具有 所 需 量 纲 的 
唯一 组 合 是 (c/p)12/y. 所 以 应 当 有 


du Vs 


一 一 -一 一 一， (42.1) 
dy xy 

这 里 为 进一步 讨论 方便 而 引入 了 量 v (具有 速度 量 纲 ), 其 定义 为 
0 一 0U2， (42.2) 


而 x 是 一 个 常数 (卡门 常数 )，x 的 值 无 法 用 理论 方法 计算 , 必须 通过 实验 来 
确定 . 它 等 于 @ 
x = 0.4. (42.3) 


求 关 系 式 (42.1) 的 积分 , 我 们 得 到 


锯 宇 二 (In y+ eo), (42.4) 


@ 在 §42 一 § 44 中 叙述 的 结果 属于 T. von 卡门 (1930) 和 工 . 普 朗 特 (1932). 

@ 原文 如 此 ， 参 阅 公式 (15.14). 一 一 详 者 

图 该 常数 值 (以 及 公式 (42.8) 中 的 另 一 个 常数 值 , 见 下 ) 得 自 管道 和 矩形 截面 档 道 壁面 附近 以 及 
平板 边界 层 中 的 速度 分 布 的 测量 结果 . 
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其 中 ec 是 积分 常数 . 我 们 不 能 应 用 平板 表面 上 通常 的 边界 条 件 去 确定 这 个 常 
数 : 在 y=0 处 , (42.4) 中 的 第 一 项 变 为 无 穷 大 . 原因 在 于 , 这 里 写 出 的 表达 式 
其 实 并 不 适用 于 非常 接近 表面 的 地 方 , 因为 当 y 非常 小 时 , 忒 性 的 影响 变 得 极 
为 重要 , 从 而 不 能 忽略 蔡 性 . 无 穷 远 条 件 也 不 存在 : 在 y = oo 处 , 表达 式 (42.4) 
也 变 为 无 穷 大 . 这 是 因为 , 在 我 们 所 提出 的 理想 化 条 件 下 , 平板 表面 是 无 穷 大 
的 , 其 影响 从 而 也 延伸 到 无 穷 远 处 . 

在 确定 常数 c 之 前 , 我 们 预先 指出 所 研究 流动 的 下 述 重 要 特性 : 与 通常 情 
形 不 同 , 它 没 有 能 够 用 来 确定 庙 流 尺度 的 任何 特征 长 度 . 所 以 , 清流 的 基本 尺 
度 取决 于 距离 y 本 身 : 在 距离 平板 为 y 处 的 洋流 基本 尺度 具有 量 级 y. 至 于 
注 流 的 速度 涨 落 , 其 量 级 为 wu 这 也 可 以 直接 得 自 量 纲 方法 , 因为 w。 是 唯一 
能 够 从 现 有 的 量 o, p,y 组 成 的 具有 速度 量 纲 的 量 . 我 们 强调 , 当 平 均 速度 随 y 
一 起 减 小 的 时 候 , 速度 涨 落 的 量 级 却 在 所 有 距离 上 都 是 相同 的 . 这 个 结果 与 速 
度 涨 落 的 量 级 取决 于 平均 速度 变化 Aw 这 个 一 般 法 则 是 一 致 的 (833). 在 所 研 
究 的 情况 下 , 不 存在 可 以 用 来 确定 平均 速度 变化 的 特征 长 度 i, 现在 应 当 把 Av 
合理 地 规定 为 u 在 距离 y 处 发 生 相当 于 其 本 身 量 级 的 变化 时 的 相应 变化 值 . 
但 是 , 当 y 发 生 这 样 的 变化 时 , 速度 v 的 变化 值 根 据 (42.4) 正好 具有 量 级 v,. 

在 距离 平板 足够 近 的 地 方 , 流体 的 黏 性 开始 起 作用 . 我 们 用 ww 表示 相应 
距离 的 量 级 . 可 以 按照 以 下 方法 确定 yo. 在 这 些 距 离 上 , 沸 流 尺度 的 量 级 为 y， 
速度 的 量 级 为 w. 所 以 , yo 量 级 距离 上 的 流动 由 雷诺 数 Re ~ yov,/v 表征 . 当 
Re ~ 1 时 , 黏 性 开始 起 作用 . 由 此 求 出 

yo ~ a (42.5) 

这 就 确定 了 我 们 所 关心 的 距离 . 

在 y < 的 距离 上 , 流动 取决 于 通常 的 黏 性 摩 探 . 这 里 的 速度 分 布 可 以 
直接 得 自 通常 的 黏 性 摩擦 力 公式 


所 以 
凡 一 一 4 = 一 1/. (42.6) 


因此 , 在 紧 贴 平板 的 流体 薄 层 中 , 平均 速度 按照 线性 规律 变化 . 速度 在 整个 这 
一 层 流体 中 都 很 小 , 它 从 平板 表面 上 的 零 值 变 化 到 y ~ yo 处 量 级 为 w 的 值 . 
这 一 层 流 体 称 为 黏 性 底层 . 在 黏 性 底层 和 流动 的 其 他 部 分 之 间 当 然 没 有 任何 
明显 的 边界 , 在 这 个 意义 上 , 黏 性 底层 是 一 个 定性 的 概念 . 我 们 强调 , 黏 性 底 
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层 中 的 流动 也 是 汕 流 电 . 

此 后 我 们 将 不 再 关注 黏 性 底层 中 的 流动 , 仅 在 选取 (42.4) 中 的 积分 常数 时 
才 考 虑 黏 性 底层 的 存在 : 应 使 y~ wyo 距离 上 的 速度 w~v.. 为 此 应 取 c= 一 Inyo， 
于 是 


We (42.7) 
H Vv 


这 个 公式 确定 了 淇 流 沿 平板 流动 的 速度 分 布 (对 于 有 限 的 y). 这 种 分 布 称 为 
对 数 型 速度 剖面 2. 

在 公式 (42.7) 中 , 对 数 的 自 变量 其 实 还 应 当 包 含 某 个 因子 . 在 上 面 的 写法 
中 , 这 个 公式 仅仅 具有 人 们 所 说 的 对 数 精度 . 这 意味 着 , 可 以 假设 对 数 的 自 变 
量 足 够 大 , 使 得 对 数 本 身 也 很 大 . 在 (42.7) 的 对 数 的 自 变 量 中 引入 一 个 因子 等 
价 于 在 上 述 表达 式 中 加 上 形 如 const .w。 的 一 项 , 其 中 const 是 量 级 为 1 的 数 ; 
在 对 数 近似 下 可 以 忽略 这 一 项 , 因为 对 数 项 相对 很 大 . 但 是 , 在 这 个 公式 以 及 
下 面 的 公式 中 , 对 数 的 自 变量 其 实 不 是 非常 大 , 所 以 对 数 近似 的 精度 不 高 . 如 
果 在 对 数 的 自 变 量 中 引入 一 个 经 验 因 子 , 或 者 等 价 地 让 对 数 项 加 上 一 个 经 验 
常数 , 就 可 以 提高 这 些 公 式 的 精度 . 例如 , 一 个 更 精确 的 速度 剖面 公式 具有 以 
下 形式 : 





WW (2.5In + 5.1) = 2.5v, In a (42.8) 
我 们 指出 , (42.6) 和 (42.8) 这 两 个 公式 的 形式 为 
u=vV,f(€), €= Ee (42.9) 


vy 


其 中 f(€) 是 一 个 普 适 函数 . 这 直接 得 自 以 下 事实 : 函数 € 是 唯一 能 够 从 现 有 
的 参量 p, o, v 和 变量 y 组 成 的 无 量 纲 组 合 . 因此 , 这 种 依赖 关系 在 到 平板 的 
所 有 距离 上 都 应 当成 立 , 在 公式 (42.6) 和 (42.8) 的 适用 区 域 之 间 的 过 渡 区 中 
也 成 立 . 图 31 给 出 函数 f(&) 在 半 对 数 (以 10 为 底 ) 尺度 下 的 图 像 . 实 线 1 和 
2 分 别 对 应 公式 (42.6) 和 (42.8), 虚线 是 过 渡 区 (大 约 从 上 关 5 到 上。30) 中 的 
经 验 关 系 . 

容易 确定 所 研究 的 满 流 中 的 能 量 耗 散 率 . 量 o 是 动量 流 密度 张 量 的 分 量 
IIzy 的 平均 值 . 在 黏 性 底层 之 外 可 以 忽略 黏 性 项 ,所 以 Ts = pvzv,. 引入 速 


@ 在 这 个 意义 上 , 有 时 仍 在 使 用 的 “ 层 流 底层 " 的 名 称 是 不 妥当 的 . 它 与 层 流 的 相似 之 处 仅仅 在 
于 , 上 述 平 均 速度 分 布 规律 与 同等 条 件 下 的 层 流 真实 速度 分 布 规律 相同 . 黏 性 底层 中 的 运动 涨 落 表现 
出 与 众 不 同 的 特性 , 至 今 还 未 获得 恰当 的 理论 解释 . 

@ 对 数 型 速度 剖面 的 上 述 简单 推导 是 由 区 .区 . 朗 道 (1944) 给 出 的 . 
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2 
a Th tT 
本 二 直面 丁 大 而且 类 大 由 i 各 





图 31 


度 涨 落 v', 并 且 注 意 到 平均 速度 指向 z 轴 方 向 , 我 们 有 wz = 4 二 人 ,vy 三 旬 ， 
于 是 包 

o = plvzvVy) = puzuy) 十 Pu(uy) = P(vzzy)， (42.10) 
其 次 , y 方向 上 的 能 流 密度 等 于 (pz + pu2/2)uy (这 里 也 忽略 了 黏 性 项 ). 我 们 写 

只 一念 十 友 ) 上 + 十 并 对 整个 表达 式 取 平 均 , 就 得 到 

(po 人 ) + (0 + 二) + pu(vi0). 
这 里 只 要 保留 最 后 一 项 即 可 . 其 实 , 速度 涨 落 的 量 级 是 v,, 所 以 (在 对 数 精度 
下 ) 远 小 于 w. 至 于 压强 , 其 漠 流 涨 落 z ~ pw2, 所 以 在 同等 精度 下 也 可 以 忽略 
上 述 表 达 式 中 的 第 一 项 . 因此 , 对 于 平均 能 流 密度 , 我 们 求 出 : 

(gq) = pu(vsv,) = uo. (42.11) 


当 趋 近 平 板 表 面 时 , 该 能 流 减 小 , 这 恰好 与 能 量 耗 散 有 关 . 导数 d(q)/dy 给 出 单 
位 体积 流体 中 的 能 量 耗 散 率 , 再 除 以 p 就 得 到 单位 质量 流体 中 的 能 量 耗 散 率 : 


3 3/2 
= = (s) (42.12) 


@ 消 流 涨 落 所 输 运 的 动量 流 密度 张 量 称 为 雷诺 应 力 张 量 ， 这 个 概念 是 由 雷诺 引入 的 (O. 雷 诺 ， 
1895). 
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到 目前 为 止 , 我 们 一 直 假 设 平板 表面 是 足够 光滑 的 . 对 于 粗糙 表面 , 可 以 
略微 改变 上 述 公式 . 可 以 选取 粗糙 表面 上 诸多 小 突起 的 高 度量 级 来 度量 粗糙 
度 , 我 们 把 它 记 为 d. 量 d 和 层 流 底层 厚度 如 的 相对 大 小 才 是 重要 的 . 如 果 厚 
度 加 远大 于 d, 则 粗糙 度 根本 无 关 紧要 . 对 于 足够 光滑 的 平板 都 这 样 认为 . 如 
果 如 和 4 具有 同样 的 量 级 , 则 无 法 写 出 任何 一 般 公式 . 

在 粗糙 度 很 大 的 相反 极限 情况 下 (d > yo), 我 们 又 可 以 建立 某 些 一 般 关系 
式 . 这 时 显然 谈 不 上 黏 性 底层 . 绕 粗糙 面 上 诸多 小 突起 的 流动 是 洪流 , 表征 这 
种 流动 的 量 是 p, c, d, 而 黏度 v 就 像 通 常 那样 不 应 直接 出 现在 这 里 .这 种 流 
动 的 速度 具有 w 的 量 级 , 这 是 现 有 的 唯一 具有 速度 量 纲 的 量 . 因此 我 们 看 到 ， 
在 绕 粗糙 表面 的 流动 中 , 速度 在 y ~ d 的 距离 上 就 已 经 变 得 很 小 (~ v.), 而 不 
是 像 绕 光 滑 表面 的 流动 那样 在 y ~ yo 的 距离 才 变 得 很 小 ， 由 此 显然 可 知 , 在 
(42.7) 中 把 v/v 改 为 d, 就 可 以 得 到 现在 的 速度 分 布 公式 


i 
和 jn 了 (42.13) 
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现在 , 我 们 把 上 述 结果 应 用 于 管道 中 的 汕 流 . 在 管 壁 附近 (在 远 小 于 管道 
半径 a 的 距离 上 ) 可 以 把 管 壁 近似 看 做 平面 , 于 是 速度 分 布 应 当 由 公式 (42.7) 
或 (42.8) 描述 . 但 是 , 因为 函数 ny 的 变化 很 慢 , 所 以 如 果 在 公式 (42.7) 中 用 
a 代替 y, 就 可 以 在 对 数 精度 下 应 用 这 个 公式 来 描述 管内 流动 的 平均 速度 Ui: 


六 (43.1) 
AH 也 


我 们 将 把 平均 速度 U 理解 为 单位 时 间 内 流 过 管道 横 截面 的 流体 总 量 (体积 ) 
除 以 该 横 截面 的 面积 : UV = Q/pra2. 

为 了 建立 平均 速度 U 与 用 来 维持 流动 的 压强 梯度 Ap/l 之 间 的 关系 (Ap 
是 长 度 为 1 的 管道 两 端的 压强 差 ), 我 们 注意 到 , 推动 流体 在 管道 中 流动 的 力 
作用 在 横 截 面 上 并 等 于 xa?Ap, 这 个 力 要 克服 管 壁 上 的 摩擦 力 . 因为 单位 面 
积 管 壁 上 的 摩 探 力 是 c = pu2, 所 以 总 摩擦 力 等 于 2ralpv2. 使 这 两 个 表达 式 相 
等 , 我 们 求 出 





Ap 2 
ee (43.2) 


l Ve 
方程 (43.1) 和 (43.2) 用 参数 方程 的 形式 (参数 是 vw) 给 出 了 管道 中 的 流速 与 
压强 梯度 之 间 的 关系 . 这 个 关系 通常 称 为 管道 的 阻力 定律 . 根据 (43.2) 用 Ap/i 
表示 v,, 然后 代入 (43.1), 就 得 到 用 一 个 方程 的 形式 表示 出 来 的 阻力 定律 : 


= LE 
U= 2 (? 站 (43.3) 
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通常 在 这 个 公式 中 引入 一 个 被 称 为 管道 阻力 因子 的 无 量 纲 量 , 其 定义 为 比值 
Ee 2aAp/l 
~ pU?/2 


和 对 无 量 纲 的 雷诺 数 Re = 2aU/v 的 依赖 关系 , 可 以 用 隐 函 数 的 形式 由 以 下 方 
程 给 出 : 





(43.4) 


码 = 0.88ln(ReVA) — 0.85. (43.5) 
我 们 在 这 里 认为 x 的 值 由 (42.3) 给 出 , 并 在 对 数 项 以 外 加 上 了 一 个 经 验 常 
数 @. 由 这 个 公式 确定 的 阻力 因子 是 雷诺 数 的 缓慢 递减 函数 . 为 了 比较 , 我 们 
给 出 圆 管内 的 层 流 阻力 定律 . 在 公式 (17.10) 中 引入 阻力 因子 , 得 到 
64 
= 元 . 
随 着 雷诺 数 的 增 大 , 层 流 情况 下 的 阻力 因子 比 满 流 情况 减 小 得 更 快 . 
图 32 画 出 了 入 对 Re 的 依赖 关系 图 像 (在 对 数 尺度 下 ). 快速 下 降 的 直线 
对 应 于 层 流 (公式 (43.6)), 而 较 平缓 的 曲线 (几乎 也 是 直线 ) 对 应 于 注 流 . 随 着 
雷诺 数 的 增 大 , 流动 变 为 湛 流 , 同时 发 生 第 一 条 线 向 第 二 条 线 的 过 渡 . 这 种 过 
渡 可 以 发 生 于 不 同 的 Re 值 , 这 取决 于 具体 的 流动 条 件 (流动 受 扰 动 的 程度 ). 
发 生 过 渡 时 , 阻力 因子 急剧 增 大 . 
1004 


VE 


入 (43.6) 
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@ 在 这 个 公式 中 , 对 数 前 的 因子 对 应 于 对 数 速度 剖面 公式 (42.8) 中 的 因子 .只 有 在 这 样 的 条 件 
下 , 描述 油 流 的 这 个 公式 作为 足够 大 雷诺 数 时 的 极限 公式 才 有 理论 意义 . 如 果 任 意 选取 公式 (43.5) 中 
的 两 个 常数 值 , 它 的 作用 就 只 能 是 关于 和 对 Re 的 依赖 关系 的 纯 经 验 公式 .但 是 这 样 一 来 , 就 没有 任 
何 理由 认为 它 好 于 其 他 任何 一 种 足够 好 地 描述 了 实验 结果 并 且 更 为 简单 的 经 验 公式 . 
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上 述 公式 适用 于 壁面 光滑 的 管道 . 对 于 壁面 极端 粗糙 的 管道 , 只 要 把 v/v， 
改 为 4 (对 比 (42.13)), 就 可 以 得 到 类 似 的 公式 . 现在 , 阻力 规律 公式 不 是 (43.3)， 


而 是 
_ jaAp a 
Us= | 27201 jn 本 (43.7) 


对 数 函 数 的 自 变 量 现在 是 常数 , 而 不 像 (43.3) 那样 含有 压强 梯度 . 我 们 看 到 ， 
平均 速度 现在 只 是 正比 于 管道 内 压强 梯度 的 平方 根 , 如 果 引 入 阻力 因子 ， 则 
(43.7) 的 形式 化 为 





8 1.3 
Wd wd Es 


即 和 是 一 个 常数 , 与 雷诺 数 无 关 . 
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我 们 得 到 了 平面 淆 流 的 对 数 型 速度 分 布 ， 相 应 规律 在 形式 上 在 整个 空间 
中 都 成 立 , 因为 我 们 所 研究 的 流动 是 沿 着 具有 无 穷 大 面积 的 平板 进行 的 . 在 实 
际 情况 下 , 对 于 沿 有 限 物 体 表面 的 流动 , 只 有 距离 表面 不 远 处 ( 即 边界 层 内 ) 的 
流动 才 具 有 对 数 型 剖面 . 

对 于 沿 表 面 的 流动 , 边界 层 的 厚度 在 流动 方向 上 不 断 增 大 (下 面 将 得 到 相 
应 规律 ). 这 就 解释 了 为 什么 管道 内 流动 的 对 数 型 速度 剖面 对 管道 的 整个 横 截 
面 都 成 立 . 管 壁 上 的 边界 层 从 管道 入 口 开始 越 来 越 厚 , 经 过 某 段 有 限 的 距离 后 
就 已 经 充满 整个 横 截 面 . 所 以 , 如 果 考 虑 足够 长 的 管道 并 忽略 入 口 段 , 则 整个 
管道 内 的 流动 类 型 将 与 灌流 边界 层 内 的 流动 类 型 相同 . 我 们 记得 , 管道 内 的 层 
流 也 有 类 似 的 情况 . 这 种 流动 总 是 由 公式 (17.9) 来 描述 . 黏 性 的 作用 在 距离 管 
壁 任何 值 的 地 方 都 有 所 体现 , 决 不 仅 限 于 紧 贴 壁面 的 流体 薄 层 内 . 

无 论 是 在 濡 流 边 界 层 中 还 是 在 层 流 边 界 层 中 , 平均 速度 的 减 小 终究 是 由 
流体 的 黏 性 引起 的 . 但 是 , 莫 性 对 洋流 边界 层 的 影响 具有 非常 特别 的 表现 形 
式 . 在 灌流 边界 层 中 , 平均 速度 的 变化 过 程 本 身 并 不 直接 依赖 于 黏度 . 只 有 在 
竹 性 底层 中 ， 黏 度 才 出 现在 速度 梯度 的 表达 式 中 . 边界 层 的 总 厚度 取决 于 医 
度 , 并 且 当 黏度 为 零 时 也 变 为 零 ( 见 下 ). 假如 黏度 精确 为 零 , 就 完全 不 存在 任 
何 边 界 层 了 . 

我 们 在 839 中 已 经 研究 了 平板 绕 流 中 的 层 流 边界 层 , 现在 把 上 一 节 的 结 
采 应 用 于 绕 同样 平板 的 流动 中 形成 的 淇 流 边 界 层 . 在 沿 流 边界 层 的 边界 上 , 流 
体 速度 儿 乎 等 于 基本 流动 速度 U. 另 一 方面 , 我 们 使 用 公式 (42.7) 来 确定 边界 


§ 44 满 流 边界 层 2。 


上 的 这 个 速度 (在 对 数 精度 上 ), 并 把 公式 中 的 y 替换 为 边界 层 厚 度 65@. 对 比 
这 两 个 表达 式 , 我 们 得 到 E 
Ux Ux 


U=C— In. (44.1) 


2 也 
这 里 的 U 起 常 参量 的 作用 , 厚度 5 则 沿 着 平板 缓慢 变化 , 所 以 w 也 是 z 的 组 
变 函 数 . 仅 有 公式 (44.1) 不 足以 确定 这 些 函 数 , 还 必须 得 到 w, 6 与 x 之 间 的 
某 个 关系 式 . 

得 到 这 个 关系 式 的 方法 就 是 得 到 满 流 尾 迹 宽度 公式 (37.3) 的 方法 . 就 像 
那里 一 样 , 导数 d6/dz 的 量 级 应 当 是 边界 层 外 缘 处 沿 y 轴 和 沿 z 轴 的 速度 之 
比 . 后 者 的 量 级 为 U, 而 横向 速度 起 因 于 涨 落 , 所 以 其 量 级 为 v,. 于 是 ， 

Ce 
ds 于” 
从 而 


Ux 





区 (44.2) 


公式 (44.1) 和 (44.2) 一 起 确定 了 wv。 和 6 对 距离 z 的 依赖 关系 @. 但 是 , 这 种 依 
赖 关 系 不 能 写 为 显 式 . 我 们 在 下 面 将 用 某 个 辅助 变量 表示 6. 因为 w 是 z 的 
缓 变 函数 , 所 以 从 (44.2) 就 已 经 可 以 看 出 , 边界 层 厚度 基本 上 按 正比 于 z 的 方 
式 变 化 . 我 们 还 记得 , 层 流 边 界 层 厚度 以 z1/? 的 方式 增 大 , 这 惕 于 满 流 边界 层 
厚度 的 增长 . 

我 们 来 确定 作用 在 单位 面积 平板 上 的 摩擦 力 o 对 z 的 依赖 关系 . 这 种 依 
赖 关系 可 由 下 面 两 个 公式 给 出 : 


2 
Ve V27 
o = pv?, VU = 也 
x v 


把 (44.2) 代入 (44.1), 就 得 到 第 二 个 公式 , 它 具 有 对 数 精度 . 引入 (单位 面积 平 
板 的 ) 阻力 因子 c, 其 定义 为 无 量 纲 比值 


c= a =2 ( 守 ). (44.3) 


于 是 , 从 上 面 两 个 方程 中 消去 w, 我 们 得 到 以 下 方程 
=eRes), Res= 开 (44.4) 


实际 上 , 整个 端 流 边 界 层 厚度 上 的 速度 剖面 并 非 都 是 对 数 型 的 ， 在 边界 层 内 靠 外 的 部 分 中 , 速 
度 增 长 的 最 后 20% 一 25% 比 对 数 型 增长 更 快 一 些 . 这 些 偏差 看 来 与 边界 层 边界 的 无 规律 振动 有 关 ( 见 
§35 最 后 关于 满 流 区 边界 的 说 明 ). 

@ 严格 地 说 , 距离 z 应 当 近 似 地 从 层 流 边界 层 转 变 为 满 流 边界 层 的 位 置 算 起 . 
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它 (在 对 数 精度 下 ) 以 隐 函 数 的 形式 给 出 了 c 对 z 的 依赖 关系 . 由 这 个 公式 确 
定 的 阻力 因子 e 是 距离 z 的 缓慢 递减 函数 . 
用 这 个 函数 可 以 表示 边界 层 厚 度 . 我 们 有 


1 /ec 
VU 一 pr 7 


6 = const .ZVc. (44.5) 
这 个 公式 中 的 因子 的 经 验 值 约 为 0.3. 
用 类 似 方法 可 以 得 到 粗糙 表面 上 的 油 流 边界 层 公 式 . 根据 公式 (42.13), 现 
在 我 们 有 取代 (44.1) 的 以 下 公式 : 


把 它 代 入 (44.2), 求 出 


时 =- 翰 
Ee 


其 中 d 是 粗糙 度 . 把 (44.2) 中 的 5 代入 此 式 , 得 到 


Ux 
Hx 


TU 


ln Ta’ 


六法 


或 者 , 如 果 引 入 阻力 因子 (44.3), 则 


Y= -mw (44.6) 
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根据 在 最 后 几 节 中 得 到 的 结果 , 可 以 作出 关于 大 雷诺 数 下 阻力 定律 的 重 
要 结论 , 该 定律 给 出 Re 很 大 时 作用 在 物体 上 的 阻力 对 Re 的 依赖 关系 . 

我 们 已 经 描述 过 大 Re 数 下 (下 面 只 讨论 这 种 情况 ) 的 绕 流 图 案 , 其 特点 
如 下 . 在 流体 的 整个 基本 流动 区 域 中 ( 即 在 边界 层 之 外 的 所 有 地 方 , 我 们 在 这 
里 不 考虑 边界 层 ), 流体 可 以 视 为 理想 的 , 并 且 在 满 流 尾 迹 之 外 处 处 都 是 势 流 . 
尾 迹 的 宽度 取决 于 被 绕 流 物体 表面 上 分 离线 的 位 置 . 这 时 重要 的 是 , 虽然 这 个 
位 置 也 是 由 边界 层 的 性 质 决 定 的 , 但 结果 表明 , 正如 $40 中 所 指出 的 那样 , 它 
与 尖 诺 数 无 关 . 因此 , 我 们 可 以 说 , 大 雷诺 数 下 的 整个 流动 图 像 基本 上 与 黏 性 
无 关 , 换言之 , 与 Re 无 关 (只 要 边界 层 保持 层 流 状态 , 见 后 ). 

由 此 可 知 , 阻力 也 不 可 能 依赖 于 黏度 . 我 们 只 剩 下 三 个 量 : 来 流速 度 U, 流 
体 密度 p 和 物体 尺寸 .从 它们 只 能 组 成 一 个 具有 力 的 量 纲 的 量 pU212. 习惯 
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上 , 我 们 在 这 里 不 使 用 物体 尺寸 的 平方 已 , 而 是 引入 一 个 与 它 成 正比 的 量 一 一 
物体 的 横 截面 面积 5S ( 横 截 面 垂直 于 来 流 方向 ), 从 而 写 出 


F = const .0U25， (45.1) 


其 中 常数 const 只 依赖 于 物体 的 形状 . 因此 , 阻力 (在 Re 很 大 时 ) 应 当 正 比 于 
物体 的 横 截 面 面 积 和 来 流速 度 的 平方 . 为 了 进行 比较 , 我 们 还 记得 , 阻力 在 Re 
极 小 (Re< 1) 时 正比 于 物体 的 尺寸 和 速度 的 一 次 方 (F ~ vpliU; 见 820) 包 
如 前 所 述 , 通常 考虑 阻力 因子 C 而 不 考虑 阻力 FF, 其 定义 为 
F 

pi 
C 是 一 个 无 量 纲 量 , 只 能 依赖 于 Re. 公式 (45.1) 可 以 写 为 

C = const, (45.2) 


即 阻力 因子 只 取决 于 物体 的 形状 . 
然而 , 阻力 的 这 种 情形 并 不 能 延续 到 任意 大 的 雷诺 数 . 其 实 , 当 Re 足够 
大 时 , 层 流 边界 层 (位 于 分 离线 前 面 的 物体 表面 上 ) 失 稳 并 向 湛 流 转变 . 这 时 ， 
并 非 整 个 边界 层 都 转变 为 灌流 , 仅 是 它 的 某 一 部 分 如 此 . 
因此 , 物体 的 整个 表面 可 以 分 为 三 部 分 : 在 前 面 是 层 流 边 
界 层 , 然后 是 满 流 边界 层 , 最 后 是 分 离线 后 方 的 区 域 ， ”一 
边界 层 向 湛 流 的 转变 对 基本 流动 的 整个 图 案 有 重要 
影响 : 这 导致 分 离线 显著 地 向 下 游 移动 , 物体 后 面 的 满 流 
尾 迹 因而 缩小 (如 图 33 所 示 , 阴影 部 分 是 尾 迹 区 域 )®. 油 
流 尾 迹 的 缩小 引起 阻力 的 减 小 . 因此 , 边界 层 在 大 雷诺 数 。”、 
下 向 满 流 的 转变 伴随 着 阻力 因子 的 减 小 阻力 因子 在 相 
对 很 小 的 一 个 雷诺 数 范围 内 (在 105 的 几 倍 附近 ) 下 降 为 
原来 的 几 分 之 一 . 这 种 现象 称 为 失 阻 . 阻力 因子 在 这 个 雷 i 
诺 数 范围 内 减 小 了 很 多 , 以 致 于 在 C 为 常数 时 本 来 应 当 按照 正比 于 速度 平方 
的 方式 增加 的 阻力 本 身 , 这 时 甚至 会 随 速度 的 增加 而 减 小 @. 
可 以 指出 , 流向 物体 的 来 流 的 湛 流 程度 对 失 阻 现象 有 影响 . 该 程度 越 大 ， 
边界 层 越 早 (在 越 小 的 Re 下 ) 向 湛 流 转变 , 阻力 因子 从 而 也 会 在 越 小 的 雷诺 数 


外 绕 气 泡 的 流动 是 一 种 特殊 情况 : 即使 Re 很 大 , 阻力 仍然 正比 于 速度 的 一 次 方 . 见 本 节 习 题 . 

@ 例如 , 在 长 圆柱 体 的 横向 绕 流 中 , 边界 层 向 测 流 的 转变 使 分 离 点 的 位 置 从 95° 移 至 60? (圆柱 
体 横 截面 上 的 角 从 流动 方向 算 起 ). 

@@ 我 们 指出 , 对 于 绕 球体 的 流动 , 非 定 常 性 的 第 一 次 出 现 (Re 的 相应 量 级 为 几 十 ) 并 不 伴随 着 阻 
力 的 突 跃 式 变化 . 这 是 因为 弱 自 激 条 件 下 的 过 渡 是 连续 的 ， 流 动 特性 只 可 能 在 曲线 C(Re) 发 生 剧 烈 
变化 时 才 有 所 改变 . 
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下 就 开始 减 小 (并 且 这 样 的 雷诺 数 范围 越 宽 ). 

图 34 和 35 给 出 通过 实验 得 到 的 球体 阻力 因子 对 雷诺 数 Re = Ud/v (d 为 
直径 ) 的 依赖 关系 图 像 (图 34 采用 对 数 尺度 , 图 35 采用 通常 尺度 ). 阻力 因子 
C 在 Re 很 小 (Re 和 HT 时 按照 规律 C = 24/Re (斯 托 克 斯 公式 ) 减 小 , 然后 更 
慢 地 继续 减 小 , 一 直到 Re 3 5 x 103 时 达到 极 小 值 为 止 , 此 后 稍微 增 大 . 在 涯 
诺 数 介 于 2 x 104 和 2 x 105 之 间 时 , 规律 (45.2) 成 立 , 即 C 基本 保持 不 变 . 当 
Re 大 约 介 于 2x 105 和 3x105 
之 间 时 出 现 失 阻 , 阻力 因子 大 
约 减 小 到 原来 的 1/4 到 1/5. 
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为 了 进行 比较 ,我 们 给 出 一 个 没有 失 阻 现象 的 绕 流 实例 一 一 入 直 于 平面 
圆 盘 的 来 流 绕 圆 盘 的 流动 . 分 离 的 位 置 在 这 种 情况 下 是 明显 的 , 通过 纯粹 几何 
上 的 考虑 就 可 以 预先 知道 这 一 点 . 分 离 显 然 发 生 在 圆 盘 边缘 , 并 且 不 会 再 从 那 
里 移 至 别处 . 所 以 , 当 Re 增 大 时 , 圆 盘 的 阻力 因子 保持 不 变 , 不 会 发 生 失 阻 . 

必须 注意 , 当 失 阻 发 生 在 高 速 情况 下 时 , 流体 的 可 压缩 性 已 经 可 以 产生 显 
著 影 响 . 马赫 数 M = UV/ec 是 表征 这 种 影响 程度 的 参数 ， 其 中 c 是 声速 . 如 果 
M 之 1, 就 可 以 把 流体 看 做 不 可 压缩 的 (8 10). 因为 在 M 和 Re 这 两 个 数 的 定 
义 中 只 有 一 个 含有 物体 的 尺寸 , 所 以 这 两 个 数 可 以 独立 地 变化 . 

实验 结果 表明 , 可 压缩 性 对 层 流 边 界 层 内 的 流动 一 般 起 稳定 作用 . 边界 层 
在 Re 达到 临界 值 时 向 淇 流转 变 , 该 临界 值 随 M 的 增 大 而 增 大 , 失 阻 也 随 之 
而 推迟 发 生 . 以 球体 为 例 , 当 M 从 0.3 变 为 0.7 时 , 失 阻 大 致 从 Res4x105 
推迟 到 Re 有 2 8 x 105. 

我 们 还 指出 , 当 M 增 大 时 , 层 流 边界 层 分 离 点 的 位 置 向 上 游 移动 , 即 向 物 
体 的 前 部 移动 , 而 这 必然 导致 阻力 有 所 增加 . 
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习 题 


设 一 个 气泡 在 液体 中 运动 , 求 大 雷诺 数 情况 下 气泡 所 受 的 阻力 . 

解 : 在 液体 和 气体 之 间 的 界面 上 , 流体 速度 的 切 向 分 量 本 身 不 等 于 零 , 但 其 法 向 叶 数 
等 于 零 (忽略 气体 的 蒜 性 ). 所 以 , 边界 面 附近 的 速度 梯度 不 会 太 高 , 不 存在 边界 层 (如 839 
所 述 的 形式 ), 从 而 (几乎 在 整个 气泡 的 表面 上 ) 也 不 存在 分 离 现象 . 于 是 , 在 利用 体积 分 
(16.3) 计算 能 量 耗 散 率 的 时 候 ,， 只 要 忽略 液体 的 表面 层 和 很 薄 的 灌流 尾 迹 ,就 可 以 在 整个 
空间 中 应 用 绕 球体 势 流 的 速度 分 布 ( 见 810 习题 2). 根据 816 习题 中 得 到 的 公式 进行 计 
算 , 我 们 求 出 

Ov? 
I] Br 





Eiin = — ‘27R?sin0d0=— 12nnRU?. 
R 


= 


由 此 可 见 , 所 求 的 耗 散 阻力 
F = 127nRU. 


这 个 公式 的 应 用 范围 其 实 不 大 , 因为 当 迷 度 足 够 大 时 , 气泡 就 不 再 保持 球形 了 . 
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可 以 提出 这 样 的 问题 : 为 了 使 一 个 物体 (满足 一 定 条 件 , 例如 具有 给 定 面 
积 的 横 截面 ) 在 流体 中 运动 时 受到 尽 可 能 小 的 阻力 , 物体 应 当 具有 什么 样 的 形 
状 ? 从 上 面 的 全 部 讨论 显然 可 知 , 为 此 必须 让 分 离 尽 可 能 远 地 向 后 移动 : 分 高 
应 当 发 生 在 更 接近 物体 后 端的 位 图 ,使 湛 流 尾 迹 变 得 尽 可 能 更 宏一 些 . 我 们 已 
经 知道 ,压强 沿 被 绕 流 物体 表面 向 下 游 方向 迅速 增 大 ， 就 会 促进 分 离 的 发 生 . 
所 以 , 必须 让 被 绕 流 物体 具有 这 样 的 形状 , 使 压强 沿 物体 表面 的 变化 在 上 述 压 
强 增 大 区 域内 尽 可 能 平缓 . 这 是 可 以 实现 的 , 只 要 让 物体 具有 细 长 的 形状 ( 治 
流动 方向 ) 并 在 下 游 平 缓 地 收缩 到 一 
个 尖端, 使 沿 物体 两 侧 的 流动 能 够 平 
缓 地 汇合 , 而 不 必 绕 过 任何 棱角 或 者 
大 幅 偏离 来 流 方向 . 物体 前 端 应 当 是 
圆 形 的 . 假如 这 里 有 一 个 拐角 , 流体 
速度 在 拐角 项 点 处 就 会 变 为 无 穷 大 ,> 
( 见 §10 习题 6) 从 而 导致 压强 沿 下 oo 
游 方向 迅速 增 大 , 则 分 离 不 可 避免 

如 图 36 所 示 的 形状 在 很 大 程度 
上 满足 所 有 这 些 要 求 . 由 下 面 的 图 给 出 的 剖面 既 可 以 是 细 长 旋转 体 的 截面 , 也 
可 以 是 大 浪 展 物体 (我 们 约定 称 这 样 的 物体 为 机 机 ) 的 截面 . 机 圈 的 截面 形状 
也 可 以 是 非 对 称 的 , 例如 上 面 的 图 . 在 绕 这 种 形状 物体 的 流动 中 , 分 离 仅 发 生 
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于 非常 靠近 尖 后 缘 的 地 方 , 所 以 阻力 因子 相对 较 小 . 这 样 的 物体 称 为 良 绕 体 或 
流线型 物体 . 

在 良 绕 体 的 阻力 中 , 边界 层 内 流体 直接 作用 在 物体 表面 的 摩擦 力 非常 重 
要 . 对 于 非 良 绕 体 (在 前 一 节 中 讨论 过 ), 摩擦 力 的 作用 相对 很 小 , 所 以 实际 上 
无 关 紧 要 . 而 在 平板 绕 流 (来 流 平行 于 平板 ) 这 种 相反 的 极限 情况 下 , 摩擦 力 是 
阻力 的 唯一 来 源 (839). 

当 流 线 型 机 田 相 对 于 来 流 的 倾角 (图 36 中 的 a, 被 称 为 攻 角 ) 很 小 时 , 可 
以 产生 很 大 的 升力 , 而 阻力 EE 很 小 , 所 以 比值 /Fi 可 以 达到 很 大 的 值 
( 量 级 为 10 一 100). 但 是 , 只 有 当 攻 角 不 太 大 (通常 不 超过 大 约 10?) 时 才 会 如 
此 . 此 后 , 当 攻 角 继 续 增 加 时 , 阻力 开始 快速 上 升 , 而 升力 下 降 . 导致 这 种 现象 
的 原因 是 , 良 绕 体 条 件 在 大 攻 角 下 不 再 成 立 : 发 生 分 离 的 位 置 沿 表面 向 物体 前 
部 移动 了 很 多 , 使 尾 迹 明显 变 宽 . 应 当 注 意 , 厚度 很 小 的 物体 在 极限 下 就 是 平 
板 , 而 平板 仅 在 攻 角 非常 小 的 情况 下 才 是 民 绕 体 . 即使 平板 相对 于 来 流 的 倾角 
很 小 , 在 平板 前 缘 也 会 发 生 分 离 . 

按照 定义 , 攻 角 a 是 从 升力 为 零 时 的 机 村 位 置 算 起 的 . 在 小 攻 角 情况 下 ， 
可 以 把 升力 展开 为 a 的 上 萎 级 数 . 如 果 只 考虑 展开 式 中 的 第 一 项 , 我 们 就 可 以 
认为 力 ,正比 于 a. 其次, 按照 同样 对 阻力 使 用 过 的 量 纲 方法 , 升力 应 当 正 比 
于 pU?. 再 引入 翼 展 1:, 就 可 以 写 出 


F, = const: pU?alzl;, (46.1) 


其 中 的 常数 const 仅 取决 于 机 村 的 形状 , 特别 是 , 它 与 攻 角 无 关 . 对 于 翼 展 非常 
大 的 机 滤 , 可 以 认为 升力 正比 于 凌 展 ; 在 这 种 情况 下 , const 只 决定 于 机 汪 横 截 
面 的 形状 . 

经 常 使 用 升力 因子 而 不 用 机 田 升 力 , 前 者 被 定义 为 


Fy 
Ce lzlspU2/2" 


如 上 所 述 , 对 于 滤 展 非常 大 的 机 村 , 升力 因子 正比 于 攻 角 , 并 且 既 不 依赖 于 速 
度 , 也 不 依赖 于 次 展 : 


(46.2) 


Cy = const: oa. (46.3) 


在 利用 茹 科 夫 斯 基 公 式 计 算 流 线 型 机 中 的 升力 时 , 必须 确定 速度 环 量 卫 ， 
其 方法 如 下 . 尾 迹 以 外 的 流动 处 处 有 势 , 而 尾 迹 在 所 给 情况 下 很 薄 ; 并 且 在 机 
愤 表 面 上 只 占据 尖锐 后 缘 附近 的 一 个 很 小 区 域 . 所 以 , 为 了 确定 速度 分 布 ( 同 
时 也 确定 环 量 刀 ), 可 以 求解 理想 流体 绕 机 距 的 势 流 问题 . 这 时 可 以 把 尾 迹 当做 
一 个 始 自 机 愤 尖 锐 后 缘 的 切 向 间断 面 , 速度 势 在 这 里 有 间断 ys 一 pl =. 在 
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§38 中 已 经 证 明 , 导数 9p/8z 在 这 个 曲面 上 也 有 间断 , 但 导数 0w/8z 和 5p/6y 
是 连续 的 . 对 于 有 限 翼 展 机 翼 , 这 样 提出 的 问题 有 唯一 解 , 只 不 过 寻求 精确 解 
是 极其 复杂 的 . 

如 果 机 贺 有 很 大 的 翼 展 (和 保持 不 变 的 横 截 面 ), 就 可 以 认为 它 沿 z 轴 是 
无 穷 长 的 , 从 而 可 以 认为 流动 是 平面 流 (在 zy 平面 内 ). 由 对 称 性 显然 可 知 , 疆 
展 方向 上 的 速度 wz = 9p/6z 完全 为 零 . 因此 , 在 这 种 情况 下 ,我 们 应 当 寻 求 
速度 势 有 间断 但 其 导数 连续 的 解 . 换言之 , 根本 不 存在 切 向 间断 面 , 我 们 只 要 
考虑 非 单 值 函数 p(z, y), 它 在 环绕 被 绕 流 机 翼 剖 面 一 周 时 具有 有 限 的 增 量 二 . 
但 是 ， 在 这样 的 形式 下 ， 平 面 绕 流 问题 的 解 不 是 单 值 的 ， 因 为 速度 势 可 以 有 
预先 给 定 的 任意 间断 值 . 为 了 得 到 唯一 的 结果 ， 必 须要 求 满足 一 个 附加 条 件 
(C.A. 恰 普 雷 金 , 1909). 

这 个 条 件 要 求 流体 速度 在 机 四 的 尖锐 后 缘 处 不 等 于 无 穷 大 3. 在 这 方面 ， 
我 们 还 记得 , 当 理 想 流 体 流 过 一 个 拐角 时 , 拐角 顶点 处 的 流体 速度 一 般 而 言 按 
照 究 次 规律 变 为 无 穷 大 (8 10 习题 6). 可 以 说 , 上 述 条 件 意味 着 , 由 机 潜 两 侧 流 
过 的 气流 必须 平稳 地 汇合 , 而 不 能 绕 过 尖锐 后 缘 . 当 这 个 条 件 成 立时 , 有 势 绕 
流 问 题 的 解 自 然 就 给 出 最 接近 真实 情况 的 流动 图 像 , 这 时 速度 处 处 有 限 , 而 分 
离 只 发 生 于 后 缘 处 . 于 是 , 问题 的 解 成 为 唯一 的 , 特别 是 计算 升力 所 需 的 环 量 
有 卫 也 被 确定 下 来 . 
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在 流线型 机 贺 ( 愤 展 有 限 ) 的 阻力 中 , 一 个 重要 部 分 与 薄 消 流 尾 迹 中 的 能 
量 耗 散 有 关 . 这 部 分 阻力 称 为 诱导 阻力 . 

在 821 中 已 经 展示 , 怎样 利用 远离 物体 处 的 流动 来 计算 与 尾 迹 有 关 的 阻 
力 . 但 是 , 那里 得 到 的 公式 (21.1) 并 不 适用 于 这 里 的 情况 . 按照 那个 公式 , 在 
尾 迹 横 截面 上 取 wv 的 积分 就 可 以 给 出 阻力 , 即 阻力 是 由 通过 尾 迹 横 截面 的 流 
量 给 出 的 . 然而 , 既然 机 加 是 流线型 的 , 所 以 机 再 后 的 尾 迹 很 薄 , 上 述 流量 在 所 
研究 的 情况 下 很 小 , 于 是 在 下 面 的 近似 下 可 以 完全 忽略 . 

类 似 于 821 的 做 法 , 设 平面 z = zl 和 平面 xz = zz 分 别 位 于 物体 后 方 和 前 
方 很 还 处 , 我 们 把 力 写 为 通过 这 两 个 平面 的 总 动量 流 的 z 分 量 之 差 . 如 果 
把 速度 的 三 个 分 量 写 为 UV 十 vz, uy, vz 的 形式 , 对 于 动量 流 密度 的 分 量 了 ,就 
有 表达 式 

Ilzz 一 D 十 p(I 十 oz)”， 


@ 在 中 文 文献 中 , 这 个 条 件 通常 称 为 库 塔 - 茹 科 夫 斯 基 条 件 . 一 一 译 者 
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于 是 阻力 为 
a (oro ry 


因为 尾 迹 很 薄 , 所 以 (在 沿 平 面 z = zl 的 积分 中 ) 可 以 忽略 沿 尾 迹 横 截面 的 积 
分 , 于 是 处 处 仅 对 尾 迹 以 外 的 区 域 进行 积分 即 可 . 但 是 , 尾 迹 以 外 的 流动 是 势 
流 , 并 且 成 立 伯 努 利 公 式 

2 


U 
p+5IU+v =po+ 


所 以 
p= po— PpUvz — Sp(v2 十 22 十 U2). (47.2) 


这 里 不 能 ( 像 $21 那样 ) 忽略 二 次 项 , 因为 待 求 的 阻力 在 所 研究 的 情况 下 
正 是 由 它们 决定 的 . 把 (47.2) 代入 (47.1), 得 到 


Fz 一 (1 [po + pU?+pUvs + (GG 一 中 一 2)| dydz. 


I 二 ZT2 TI 二 =X1 


常量 po + pU? 的 积分 之 差 等 于 零 , pUwvz 的 积分 之 差 也 等 于 零 , 因为 通过 前 后 
两 个 平面 的 流量 [fpvs dy dz 应 当 相同 (在 所 考虑 的 近似 下 可 以 忽略 通过 尾 迹 
横 截 面 的 流量 ). 其 次 , 如 果 把 平面 z = zs 移动 到 物体 前 方 足够 远 的 地 方 ， 则 
该 平面 上 的 速度 v 将 有 非常 小 的 值 , 于 是 可 以 忽略 p( 好 一 好 一 好 ) 沿 该 平面 
的 积分 . 最 后 , 在 绕 流线型 机 鄙 的 流动 中 , 尾 迹 外 的 速度 wz 远 小 于 w 和 wz. 
所 以 , 在 沿 平面 z = zl 的 积分 中 ,如 与 好 十 好 相 比 可 以 忽略 不 计 . 因此 , 我 们 
得 到 

F, = 5 / (v2 + v2) dy dz, (47.3) 


这 里 沿 位 于 物体 后 方 远 处 的 一 个 平面 x = const 进行 积分 , 并 且 积分 域 不 包括 
尾 迹 的 横 截面 ©. 

用 这 种 方法 计算 的 流线型 机 回 阻 力 可 以 通过 速度 环 量 丁 表示 出 来 , 该 环 
量 也 决定 了 升力 . 为 此 , 我 们 首先 指出 , 速度 在 距离 物体 足够 远 处 对 坐标 z 的 
依赖 关系 很 弱 ， 从 而 可 以 把 v,(y，z), v:(y，z) 看 做 与 z 完全 无 关 的 某 种 二 


@ 公式 (47.3) 可 能 造成 这 样 的 印象 : 当 距 离 z 增 大 时 , 速度 v,, wz 的 量 级 根本 不 会 减 小 ， 的 确 ， 
只 要 尾 迹 的 厚度 远 小 于 其 宽度 ， 正 如 我 们 在 推导 公式 (47.3) 时 所 假设 的 那样 ， 上 述 想法 就 是 正确 的 . 
在 机 淆 后 方 非 常 远 的 地 方 , 尾 迹 最 终 仍 会 变 厚 , 以 至 于 其 横 截面 大 致 上 变 为 圆 形 ， 公 式 (47.3) 在 这 里 
不 再 成 立 , 而 v,, uv 则 随 距 离 的 增 大 而 迅速 减 小 . 
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维 流动 的 速度 . 引入 流 函 数 (810) 作为 辅助 变量 是 方便 的 ， 这 时 wz = 8/6y， 


ee 


其 中 沿 竖 直 坐标 y 的 积分 是 从 +oo 到 y, 又 从 多 到 -oo (tn, ww 是 尾 迹 上 下 
边界 的 坐标 , 见 图 26). 因为 尾 迹 以 外 为 势 流 (rotw = 0), 所 以 有 

Ow Oy 

By 于 pl =0. 


对 上 述 积 分 应 用 二 维 格林 公式 , 得 到 


r= fy 


这 里 的 积分 沿 原来 面积 分 的 积分 域 边界 线 进行 (8/6n 表示 沿边 界线 外 法 向 的 
导数 ). 在 无 穷 远 处 = 0, 所 以 积分 应 当 沿 尾 迹 横 截面 (在 yz 平面 上 的 截面 ) 
的 边界 进行 , 于 是 得 到 


机 = 各 /从 到 ms) 


这 里 应 当 在 整个 尾 迹 宽度 上 积分 , 而 方 括号 中 的 差 值 表示 导数 6%/6y 在 通过 
尾 迹 时 的 间断 值 . 注意 到 6%/6y = v = 9p/6z, 我 们 有 


(Bm 
-9 /yas 


最 后 , 我 们 使 用 一 个 已 知 的 势 论 公式 


t= (me) (Bm) 


其 中 积分 是 沿 某 条 平面 封闭 曲线 进行 的 , > 是 从 di 到 需要 计算 出 yw 的 那 一 点 
的 距离 , 而 方 括号 中 的 表达 式 就 是 yw 在 封闭 曲线 上 的 法 向 导数 的 间断 值 @. 在 


所 以 


@ 在 二 维 势 论 中 , 这 个 公式 给 出 了 电荷 密度 为 


(| 


的 带电 平面 封闭 曲线 所 产生 的 电势 . 
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上 述 情 况 下 , 积分 曲线 是 z 轴 的 一 段 , 所 以 对 于 函数 w(y, z) 在 z 轴 上 的 值 可 
以 写 出 : 


v0,z)= 云 / |( 品 ) - (PR)| ne-zlaz= -元 hols — ld. 


最 后 , 把 它 代入 锯 , 就 得 到 诱导 阻力 的 下 列 公式 : 
F, -2/ /最 dy 2 inlz 一 zldzdz/ (47.4) 


(L. 普 朗 特 , 1918). 这 里 已 经 把 轩 展 表示 为 1: = 1, 并 把 z 的 原点 取 在 机 田 一 端 . 

如 果 z 轴 方 同上 的 所 有 长 度 都 增加 某 个 倍数 (TT 保持 不 变 ), 则 积分 (47.4) 
将 保持 不 变 @. 这 表明 , 当 翼 展 增 大 时 , 机 翼 总 诱导 阻力 的 量 级 保持 不 变 . 换 言 
之 , 单位 长 度 机 兽 的 诱导 阻力 随 翼 展 增 大 而 减 小 @. 与 阻力 不 同 , 总 升力 


,= -o0 /rdz (47.5) 











几乎 按照 正比 关系 随 愤 展 的 增 大 而 增 大 , 而 单位 长 度 机 加 的 升力 保持 不 变 . 
为 了 实际 计算 积分 (47.4) 和 (47.5), 下 述 方法 颇 为 方便 . 我 们 按照 表达 式 


2 一 (1 — cos0), 0<0<g7n (47.6) 
引入 新 变量 9 来 代替 坐标 z. 速度 环 量 分 布 可 以 写 为 三 角 级 数 的 形式 : 


DO 
T= —2U! 天， An sinnb. (47.7) 


n=1 
这 里 , 古 =0 的 条 件 在 机 加 两 端 ( 即 在 z = 0, ! 或 9=0, 7 处 ) 是 成 立 的 . 
把 这 个 表达 式 代 入 公式 (47.5) 并 计算 积分 (并 且 利 用 函数 sin9 和 sinn6 
在 nn 关 1 时 的 正 交 性 ), 我 们 得 到 


rl?2Ai. 


OU 
,= ee 


Q@ 为 了 避免 误解 ,我们 指出 ， 当 长 度 单位 变化 时 ,被 积 函 数 中 的 对 数 将 增加 一 个 常数 ,但 这 是 无 
关 紧 要 的 . 其 实 , 如 果 把 上 述 积分 中 的 ln |z 一 z'| 替换 为 一 个 常数 , 则 相应 积分 必定 为 零 , 因为 
dT 
ep 村 衣 < rl:= 0 
(P 在 尾 迹 边界 上 等 于 零 ). 
@ 在 无 穷 大 愤 展 的 极限 下 ,单位 长 度 机 翼 的 诱导 阻力 为 零 . 其 实 , 这 时 仍然 还 有 不 大 的 阻力 , 它 
取决 于 尾 迹 中 的 流量 ( 即 积分 [1 vz dydz), 我 们 在 推导 公式 (47.3) 时 忽略 了 这 部 分 流量 . 该 阻力 既 包 
括 摩擦 阻力 , 也 包括 起 因 于 尾 迹 耗 散 的 其 余部 分 阻力 . 
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因此 , 升力 仅 依赖 于 展开 式 (47.7) 中 的 第 一 个 系数 . 对 于 升力 因子 (46.2), 我 
们 有 
Gy 一 TAA1, (47.8) 


这 里 引入 了 机 回 的 展 弦 比 入 = /lz. 
为 了 计算 阻力 , 我 们 对 公式 (47.4) 进行 一 次 分 部 积分 , 从 而 把 它 改 写 为 


寺 -去 人 1 rc je 2 = (47.9) 


容易 看 出 , 这 里 对 z' 的 积分 必须 取 其 主 值 . 把 (47.7) 代入 , 经 过 初等 运算 @ 即 
可 得 到 以 下 诱导 阻力 因子 公式 : 


Co 
C=7X > 2 (47.10) 


就 像 升 力 因子 那样 , 我 们 定义 机 翼 的 阻力 因子 为 
Fz: 
lzlspUY 2?’ 


这 里 的 阻力 也 是 指 zz 平面 单位 面积 上 的 阻力 . 


= (47.11) 


习题 


在 升力 和 翼 展 jz = ! 给 定 的 条 件 下 , 求 诱导 阻力 的 最 小 值 . 
解 : 从 公式 (47.8) 和 (47.10) 显然 可 知 , 在 Cu 给 定 的 条 件 下 ( 即 当 4i 给 定时 ), 如 果 
所 有 的 An (n 关 1) 都 等 于 零 , 则 Cz 达到 最 小 值 , 并 且 


ee 
Ge min = XY (1) 
速度 环 量 沿 翼 展 的 分 布 由 公式 
= -UlsCy Val i (2) 


给 出 . 如 果 要 展 足够 大 则 绕 机 翼 任 何 截面 的 流动 近似 对 应 于 绕 无 穷 大 贾 展 且 截 面 处 处 与 
其 相同 的 机 血 的 平面 流动 . 在 这 种 情况 下 可 以 说 , 当 机 可 在 zz 平面 内 的 形状 是 半 轴 为 1 /2 
和 !/2 的 椭圆 时 , 就 得 到 环 量 分 布 (2). 


@ 在 对 > 积分 时 , 必须 计算 积分 ( 主 值 ) 
we cos nO’ 2 Tsinmb 
0 


cos0’ 一 cos8 sing | 


在 对 z 积分 时 , 则 要 利用 


™ 7/2, n=m, 
人 sin n8 sin m8 d8 = { 
0 0, nm. 
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3 48 落 必 的 升力 


按照 茹 科 夫 斯 基 定 理 , 计算 机 翼 升 力 的 问题 归结 为 计算 速度 环 量 忆 的 问 

题 . 对 于 翼 痢 面 处 处 相同 的 无 穷 大 翼 展 流线型 薄 辟 , 可 以 在 一 般 形 式 下 求解 这 
个 问题 (下 面 介 绍 的 解法 是 由 M.B. 克 尔 德 什 和 TI. 下. 谢 多 夫 (1939) 提出 的 ). 
设 y=G(z) 和 y= C(xz) 是 机 豆 剖 面 下 半 部 分 和 上 半 部 分 曲线 的 方程 

(图 37). 我 们 假设 这 个 剖面 很 薄 且 稍微 弯曲 , 相对 于 来 流 方 向 (z 轴 ) 倾斜 一 

个 小 攻 角 . 换言之 , 假设 ,6 本 身 及 导数 导 , 6 都 很 小 , 即 剖 面 边界 的 法 线 几 

乎 处 处 平行 于 y 轴 . 在 这 些 条 件 下 


1 可 以 认为 , 由 于 存在 机 田 而 引起 的 
者 流体 速度 扰动 v 处 处 远 小 于 来 流速 
-| 外 各 .一 _: 度 U (只 有 机 田 贺 钝 前 缘 附 近 很 小 
= | 的 区 域 是 例外 ). 机 罚 表 面 的 边界 条 

件 为 
图 37 在 y=5C 处 ， 录 =( 


根据 上 述 假设 , 可 以 要 求 这 个 条 件 在 y = 0 处 成 立 , 而 不 是 在 y = 处 成 立 . 于 
是 , 在 横 坐 标 轴 上 以 z=0 和 z=1= 三 a 为 端点 的 线段 上 , 应 当 有 
_ {UG(z), y= +0, 
[ee (z),，y = -0. 和 
为 了 应 用 复 变 函数 论 方法 , 我 们 引入 复 速度 : dw/dz = vs -io，( 见 $10)， 
它 是 变量 z>=z+i 的 解析 函数 . 在 现在 的 情况 下 , 该 函数 在 横 坐 标 轴 的 线段 
(0, a) 上 应 当 满 足 条 件 


dw { 一 ITCz(z)， y 一 十 0， 
了 TD 一 一 二 
dz UG (zx), U3 -0 


为 了 求解 所 提问 题 , 我 们 首先 把 待 求 速度 场 v(z, y) 表示 为 两 个 速度 分 布 
之 和 的 形式 : 


(48.2) 


v=Vt 十 忆 一 ， 
它们 具有 以 下 对 称 性 : 


vz (T, —Yy) = vz (x, Y), vy (2 一 切 = —Vy (2, y), 
(48.3) 
vz (Z， 一 9) = 一 好 (2， y), vy (2 —y) = vi (2, y). 
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这 些 性 质 (对 于 单独 每 一 个 速度 分 布 v- 和 w+) 与 连续 性 方程 和 势 流 方程 没 
有 了 矛盾 , 并 且 因 为 问题 是 线性 的 , 所 以 可 以 独立 地 求 出 这 两 个 分 布 . 
复 速 度 也 可 以 相应 地 表示 为 和 的 形式 : 


W 二 WwW 十 Ww， 
并 且 这 两 项 在 线段 (0, a) 上 的 边界 条 件 是 


U 
由 | 0 = Tm 0 = (+ 的) 


(48.4) 


Imw’|, ,0= -Imw’ |, ,o= 3 (61 — 62). 


利用 柯 西 公式 可 以 确定 函数 w’: 


WO (é) 
凡人 例 = 二 L €—z ™ 
积分 是 沿 复 平面 5 上 的 一 个 小 半径 圆 L 进行 的 ,圆心 位 于 点 上 = z (图 38). 
圆 志 可 以 替换 为 一 个 无 穷 大 半径 的 圆 C' 和 一 条 按照 顺 时 针 方 向 环绕 的 封闭 
曲线 C, 后 者 可 以 收缩 至 两 次 通过 的 线段 (0，a). 沿 C' 的 积分 等 于 零 ， 因 为 
:UV GE) (6 
Wi 有 A a dé. (48.5) 
这 里 利用 了 w 的 虚 部 在 线段 (0, a) 上 的 边界 条 件 (48.4), 以 及 w 的 实 部 在 
这 条 线段 上 没有 间断 的 条 件 , 即 对 称 条 件 (48.3). 
为 了 求 出 函数 w，, 不 应 当 对 该 函数 本 身 应 用 
柯 西 公式 , 而 应 当 对 乘积 w'(z)g(z) 应 用 这 个 公式 ， 
其 中 





Z 
z—a 

并 且 当 z =z >a 时 , 根 式 取 正 号 . 在 实 轴 的 线段 
(0, a) 上 , 函数 g(z) 是 纯 虚 的 , 并 且 有 间断 : 





9(2z) = 








g(r+i0) = ~—g(7z — i0) = 一 i 


图 38 


Q 一 2 
根据 函数 g(z) 的 这 些 性 质 显然 可 知 , 乘积 gw 的 虚 部 在 线段 (0, a) 上 有 间断 ， 
而 实 部 是 连续 的 , 这 类 似 于 函数 w'. 所 以 , 完全 类 似 于 公式 (48.5) 的 推导 , 我 


们 得 到 
-元 人 61 所 ~ Eu 


wi (z)g(z) = g(é + i0) dé. 
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综合 以 上 各 表达 式 , 我 们 最 终 求 出 薄 田 绕 流速 度 分 布 公式 如 下 : 


yf 人 览 测 C2(€) 一 (6) 
二 Al\S) TT S2\S) 人 Ed 元/ a (48.6) 


在 圆 钝 前 缘 附近 ( 即 当 z 一 0 时 ), 这 个 表达 式 一 般 而 言 变 为 无 穷 大 ， 因 | 
为 上 述 近 似 不 适用 于 这 个 区 域 . 在 尖锐 后 缘 附 近 ( 即 当 z 一 a 时 ), (48.6) 的 第 
一 项 是 有 限 的 , 但 第 二 项 一 般 而 言 只 是 以 对 数 方 式 变 为 无 穷 大 . 这 种 对 数 奇 
异性 与 这 里 所 用 的 近似 有 关 , 在 更 精确 的 表述 中 就 会 消失 . 根据 恰 普 雷 金条 件 ， 
在 后 缘 处 不 存在 任何 寡 次 律 发 散 性 . 由 于 适当 选择 了 上 面 所 用 的 函数 g(z), 这 
个 条 件 已 经 得 到 满足 . 

公式 (48.6) 使 我 们 能 够 确定 绕 机 田 剖 面 的 速度 环 量 一. 根据 一 般 规 则 ( 见 
8$10), 可 由 函数 w'(z) 在 单 极点 z =0 的 留 数 给 出 . 容易 求 出 所 需 的 留 数 , 它 
等 于 w'(z) 在 无 穷 远 点 的 窘 级 数 展开 式 中 1/z 的 系数 : 

dw 和 





dz 27iz 


并 且 对 于 械 可 以 得 到 一 个 简单 的 公式 : 


六 = of (+ (48.7) 


我 们 指出 , 这 里 出 现 的 只 是 函数 4 与 名 之 和 . 可 以 说 , 如 果 把 薄 翼 改 为 一 个 
形状 由 函数 (G 十 6)/2 给 出 的 弯曲 薄板 , 则 升力 不 变 . 
例如 , 对 于 形 如 平板 的 无 穷 大 商 展 机 翼 , 在 小 攻 角 aw 下 有 和 = 人 =a(a 一 zh)， 
公式 (48.7) 给 出 太 = -raaU. 该 机 兽 的 升力 因子 等 于 
—pUT 


y 一 apUY3 = 270. 


外 如 有 果 6 和 ca 在 后 缘 附近 以 (a -xz)*(k > 1) 的 方式 趋 于 零 , 即 如 果 后 缘 端点 是 尖 点 , 就 不 会 
出 现 这 种 发 散 性 . 
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8 49 一 般 传 热 方程 


我 们 在 $2 最 后 已 经 指出 , 封闭 的 流体 动力 学 方程 组 应 当 包含 五 个 方程 . 
对 于 有 热传导 和 内 摩擦 过 程 的 流体 , 连续 性 方程 仍然 是 其 中 的 一 个 方程 , 欧 拉 
方程 则 要 换 为 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 . 至 于 第 五 个 方程 , 对 于 理想 流体 有 烂 守 恒 
方程 (2.6), 但 这 个 方程 对 于 黏 性 流体 当然 并 不 成 立 , 因为 在 黏 性 流体 中 有 不 可 
逆 的 能 量 耗 散 过 程 . 

在 理想 流体 中 , 能 量 守 恒定 律 可 由 方程 (6.1) 表示 : 


2 2 

(等 +pe) 一 -div|po (到 +w)| , 
左边 是 单位 体积 流体 的 能 量变 化 率 , 右边 是 能 流 密度 的 散 度 . 在 黏 性 流体 中 ， 
能 量 守恒 定律 当然 也 成 立 : 某 区 域内 流体 总 能 量 的 变化 率 仍然 应 当 等 于 通过 
该 区 域 边界 面 的 总 能 流 . 但 是 , 能 流 密度 现在 具有 另外 的 形式 . 首先 , 除了 与 
流动 中 的 直接 质量 输 运 有 关 的 能 流 pw(u2/2 + w), 还 有 与 内 摩擦 过 程 有 关 的 能 
流 . 后 者 可 由 矢量 vo' 表示 , 其 分 量 为 vios ( 见 816). 不 过 , 这 并 未 包括 能 流 
中 的 所 有 附加 项 . 

如 果 温 度 在 流体 所 占 区 域 中 不 是 处 处 相同 ， 则 除了 上 述 两 种 机 理 的 能 量 
输 运 , 还 有 一 种 通过 被 称 为 热传导 的 方式 发 生 的 热量 输 运 . 这 意味 着 分 子 能 量 
从 高 温 处 向 低温 处 的 直接 输 运 . 这 种 输 运 与 宏观 运动 无 关 , 即使 在 静止 流体 中 
也 会 发 生 . 

我 们 用 g 表示 由 热传导 引起 的 热流 密度 . 热流 g 与 沿 流体 的 温度 变化 有 
关 . 在 温度 梯度 不 太 大 的 情形 下 , 立即 就 可 以 写 出 这 种 关系 . 我 们 实际 所 涉及 
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的 热传导 现象 恰恰 几乎 总 是 这 样 的 情形 . 于 是 , 我 们 可 以 把 g 展开 为 温度 梯度 
的 守 级 数 , 并 且 只 取 展 开 式 中 的 一 次 项 . 展开 式 中 的 常数 项 应 当 为 零 , 因为 当 
VT 为 零 时 gq 应 当 同时 为 零 . 因此 , 我 们 得 到 

q = —xVYT. (49.1) 
系数 x 称 为 热 导 率 . 因为 能 流 的 方向 应 当 从 高 温 处 指向 低温 处 , 即 g 和 VT 必 
须 指 向 相反 的 方向 , 所 以 由 此 立刻 可 以 看 出 , 热 导 率 总 是 正 的 . 一 般 而 言 , 系数 


x 是 温度 和 压强 的 函数 . 
因此 , 当 存 在 黏 性 和 热传导 时 , 流体 中 的 总 能 流 密度 等 于 以 下 各 项 之 和 ; 


2 
与 此 相应 , 一 般 的 能 量 守恒 定律 可 以 由 以 下 方程 表示 : 
2 2 
针 ( 委 +e)=-adivjpv (+w) -0.0 xv. (49.2) 
这 个 方程 可 以 用 来 封闭 黏 性 流体 的 流体 动力 学 方程 组 . 不 过 , 利用 运动 方 
程 把 这 个 方程 变换 为 另 一 种 形式 将 更 为 方便 . 为 此 , 我 们 从 运动 方程 出 发 来 计 
算 单 位 体积 流体 的 能 量 对 时 间 的 导数 . 我 们 有 


0 1 pu? Op Ov Qe Op 
元 (入 +) - Wr 


由 连续 性 方程 消去 9p/6t, 由 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 消去 9u/6t, 得 到 


0 /pv? ec， Oe 
喝 ( 针 +)=- 生 dv(pv) -pw pv: Vv Vp+t uD tp -ediv(po) 


现在 利用 热力 学 关系 式 


de=Tds—pdV = 了 ds 十 万 dp 


十 
pv (和 +) 一 .0 — xyT. 





本 0 0 0 0 
ER 3 Bp: Sp 8 
Te A Te 二 div(pv). 
把 它 代 入 前 一 个 等 式 并 引入 烩 了 双 =e< 十 p/p, 我 们 求 出 


2 2 
pu 四 a Os Oo 让 
元 (等 +pe) = (和 + div(pv) 一 0V . 1 Vp+pT3 十 Vi 一 0. 


进一步 , 由 热力 学 关系 式 dw =Tds+dp/p 有 


Vp= pVw — pTVYs, 
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所 以 等 式 右 边 最 后 一 项 可 以 写 为 以 下 形式 : 


Be 和 1 _ ; Oi 
Ui > a— {U0ig) — ik Bo. 三 div(v， C ) Oik Bor 


Ozk DZ 
把 这 些 表达 式 代 入 上 面 的 等 式 , 然后 先 加 上 再 减 去 div(xVT), 就 得 到 


0 po? We 9 v2 / 
交 ( 信 +m)- div [po (等 +w) vw — WVT 





十 pT (有 十 名 v:) a Es div(xVT7'). (49.3) 
把 体积 能 对 时 间 的 导数 的 这 个 表达 式 与 (49.2) 进行 对 比 , 得 到 方程 
pT (于 十 9， vs) = = de +div(xVT). (49.4) 


我 们 将 称 这 个 方程 为 一 般 传 热 方程 . 假如 没有 黏 性 和 热传导 , 其 右边 为 零 , 就 
得 到 理想 流体 的 烂 守 恒 方 程 (2.6). 

需要 注意 关于 方程 (49.4) 的 以 下 说 明 . 左边 的 表达 式 正 好 是 质量 箭 对 时 
间 的 全 导数 ds/dt 乘 以 pT, 该 全 导数 给 出 流体 微 元 在 空间 中 移动 过 程 中 的 
质量 箭 变化 率 . 因此 , Tds/dt 是 单位 质量 流体 在 单位 时 间 内 获得 的 热量 , 而 
pT ds/dt 是 单位 体积 流体 在 单位 时 间 内 获得 的 热量 . 所 以 我 们 从 (49.4) 看 出 ， 
单位 体积 流体 所 获得 的 热量 为 


Ok 二 十 div(zxV7T). 


这 里 第 一 项 是 由 于 黏 性 而 耗 散 为 热 的 能 量 ， 而 第 二 项 是 通过 热传导 进入 上 述 
流体 所 占 区 域 的 热量 . 
把 oi 的 表达 式 (15.3) 代入 方程 (49.4) 右边 第 一 项 并 展开 : 


/Ovi _ OU; t+ Ov Pe Ov 
ok WW DZ bik Br 


Bre Or ik gz, 
7 (天 Du 2. Ow ) 











lB 


的 形式 , 对 第 二 项 则 有 
Ov; 6 Ov Ov; Ov 


bn ko = $m Bz 
因此 , 方程 (49.4) 的 形式 化 为 





= C(div v)?. 


Bae 二 一 可 全 sa) +C(divv)’. (49.5) 





pT ( 导 +v: vs)= div(xVT) 二 + 二 (到 


216 。 第 五 章 流体 中 的 传 热 


经 过 不 可 逆 的 热传导 过 程 和 内 摩擦 过 程 , 流体 的 焙 增 加 了 . 这 里 所 讨论 的 
当然 不 是 单独 每 个 流体 微 元 的 炉 , 而 是 整个 流体 的 总 业 , 它 等 于 积分 「 psdV. 
单位 时 间 内 的 烂 变化 率 可 由 以 下 导数 给 出 : 


0 _ /9(ps) 
/rv=/ dV. 


利用 连续 性 方程 和 方程 (49.5), 我 们 有 


olps) Os Op 


二 
元 “二 让 让 + sa = 一 sdiv(pu) 一 Po Vs+ div(xVT) 


n (au au 2 pu Crdivoy 
二 (+ 于 56u ) Wk 


前 面 两 项 之 和 给 出 一 div(psv), 其 体积 分 可 以 变换 为 炉 流 psv 9 的 曲面 积分 . 
如 果 研 究 在 无 穷 远 处 静止 的 无 界 流体 , 我 们 就 可 以 让 边界 面 移动 至 无 穷 远 处 ， 
这 时 曲面 积分 中 的 被 积 函数 等 于 零 , 所 以 积分 也 等 于 零 . 第 三 项 的 积分 可 以 变 


换 如 下 : 
| WyT vVT)? 
上 div(xVT) dV = 上 div 一 dV + / VAD dV. 


认为 流体 温度 在 无 穷 远 处 足够 快 地 趋 于 一 个 常 极限 值 ， 我们 把 第 一 个 积分 变 
换 为 无 穷 远 处 曲面 上 的 积分 , 在 该 曲面 上 VT = 0, 所 以 该 积分 为 零 . 
于 是 可 以 得 到 


VT 7 /Ovi Ov 2,. Ov , 
元 /eear -= } x+ /过 (六 + Ori 3 a 


+ | (div u)2 dV. (49.6) 

















第 一 项 是 由 热传导 引起 的 焙 增 长 率 , 其 他 两 项 则 是 由 内 摩擦 引起 的 粹 增长 率 . 
炉 只 能 增加 , 即 三 项 之 和 (49.6) 必须 是 正 的 . 另 一 方面 , 其 中 每 一 项 中 的 
被 积 函 数 都 有 可 能 不 为 零 , 即使 其 余 两 个 积分 为 零 时 也 是 如 此 . 所 以 , 上 述 每 


@ 再 对 这 个 方程 右边 第 三 项 进行 变换 ( 见 下 文 ), 则 有 


oO(ps) 
ot 


2 
=—div [ose 一 | 十 avVT) 2 ( Ovi | Ovk Dui 


T3 27 Be + “i Pe a Su) + + 六 (divo)? 
因此 , 在 考虑 热传导 时 , 粹 流 不 仅 包括 psv, 而 且 包 括 一 (xVT)/T， 右 边 最 后 三 项 通常 统称 为 粹 产生 ， 
分 别 表 示 由 热传导 、 剪 切 恭 性 和 体积 恭 性 这 三 种 不 可 逆 因 素 引 起 的 体积 炳 增长 率 . 炉 流 对 体积 凿 的 贡 
献 可 正 可 负 , 但 炉 产 生 恒 为 正 .一 一 译 者 
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一 个 积分 都 是 正 的 . 由 此 可 知 , 除了 我 们 已 经 知道 x 和 7 是 正 的 以 外 , 第 二 黏 
度 《 也 是 正 的 . 

在 推导 公式 (49.1) 时 已 经 默认 , 热流 只 取决 于 温度 梯度 , 而 与 压强 梯度 无 
关 . 这 个 假设 并 不 是 从 一 开始 就 显而易见 的 ， 现 在 可 以 用 以 下 方法 加 以 证 明 . 
假如 g 包含 正比 于 Vp 的 一 项 , 则 在 灶 变 化 率 表达 式 (49.6) 中 还 应 当 补 充 一 
项 , 其 中 的 被 积 函 数 包 含 乘积 Vp. VT. 因为 这 一 项 可 正 可 负 , 所 以 烂 对 时 间 的 
导数 不 一 定 为 正 , 而 这 是 不 可 能 的 . 

最 后 , 还 必须 对 上 述 讨 论 作 出 以 下 详细 说 明 . 严格 地 说 , 具有 速度 梯度 和 
温度 梯度 的 流体 是 热力 学 非 平衡 的 系统 , 而 在 这 样 的 系统 中 , 各 热力 学 量 的 通 
常 定义 已 经 失去 意义 , 因而 必须 加 以 修正 . 我 们 在 这 里 默认 采用 的 定义 首先 意 
味 着 , p,e 和 w 的 定义 仍然 与 以 前 一 样 : p 和 pe 是 单位 体积 流体 的 质量 和 内 能 ， 
v 是 单位 质量 流体 的 动量 . 有 了 这 些 定义 , 其 余热 力学 量 就 可 以 定义 为 p 和 & 
的 函数 , 即 它们 在 热平衡 态 下 的 相应 函数 @, 但 是 这 样 一 来 , 烂 s = s(e, p) 已 
经 不 是 真正 的 热力 学 烂 : 严格 地 说 , 积分 | psdV 不 再 是 必定 随时 间 而 增加 的 
量 . 尽管 如 此 , 还 是 容易 看 出 , 当 速 度 梯 度 和 温度 梯度 很 小 时 , s 在 这 里 所 采用 
的 近似 下 就 是 真正 的 炉 . 

其 实 , 如 果 存 在 某 些 梯度 , 则 一 般 而 言 , 在 焙 的 表达 式 中 会 出 现 与 这 些 梯 
度 有 关 的 一 些 附加 项 (除了 s(p，s)). 不 过 , 只 有 梯度 的 线性 项 (例如 正比 于 标 
量 divwv 的 项 ) 才 会 出 现在 上 述 结果 中 . 这 些 项 本 来 可 正 可 负 , 但 是 因为 灼 
平衡 值 s = s(p, e) 是 最 大 的 可 能 值 , 所 以 它们 在 本 质 上 应 当 都 是 负 的 . 因此 ， 
箭 对 各 种 小 梯度 的 老 级 数 展 开 式 只 能 包含 (除了 零 阶 项 以 外 ) 二 阶 项 和 更 高 阶 
的 项 . 

从 本 质 上 讲 , 在 $15 中 已 经 有 类 似 的 说 明 (参看 52 页 的 脚注 ), 因为 速度 
梯度 的 出 现 就 已 经 是 热力 学 非 平衡 现象 . 的 确 , 黏 性 流体 动量 流 密度 张 量 表达 
式 中 的 压强 p 应 当 被 理解 为 热平衡 下 的 函数 p = pz(p，e). 严格 地 说 , 这 时 pz 已 
经 不 是 通常 意义 下 的 压强 , 即 它 不 等 于 作用 在 面 微 元 上 的 法 向 力 . 与 焙 的 上 述 
情况 不 同 , 二 者 在 这 里 的 区 别 在 小 梯度 的 一 阶 量 上 就 已 经 表现 出 来 : 我 们 已 经 
看 到 , 除了 p 以 外 , 在 法 向 力 中 还 出 现 正比 于 divw 的 一 项 (对 于 不 可 压缩 流体 
不 存在 这 一 项 , 于 是 差别 只 是 更 高 阶 的 量 ). 

因此 , 在 我 们 所 考虑 的 并 且 一 直 采 用 的 近似 下 ( 即 忽略 速度 、 温度 等 量 的 
更 高 阶 导 数 时 ), 在 考虑 热传导 的 黏 性 流体 运动 方程 组 中 出 现 的 三 个 系数 », 6， 
x 完全 确定 了 这 种 流体 的 流体 动力 学 性 质 . 在 方程 组 中 再 引入 任何 附加 项 ( 例 
如 在 质量 流 密度 中 引入 正比 于 密度 梯度 或 温度 梯度 的 项 ) 都 没有 物理 意义 , 这 


@ 这 相当 于 认为 单独 的 流体 微 元 处 于 热力 学 平衡 态 (局 域 平衡 假设 )， 一 一 译 者 
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在 最 好 的 情况 下 仅仅 表示 基本 物理 量 的 定义 发 生 改变 . 例如 , 这 将 导致 速度 不 
再 是 单位 质量 流体 的 动量 9 . 
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形 如 (49.4) 或 (49.5) 的 一 般 传 热 方 程 可 以 在 各 种 情况 下 大 为 简化 . 

如 果 流 动 速度 远 小 于 声速 , 则 由 流动 导致 的 压强 变化 很 小 , 使 得 由 此 引起 
的 密度 变化 (和 其 他 一 些 热力 学 量 的 变化 ) 可 以 忽略 不 计 . 但 是 , 非 均匀 加 热 的 
流体 在 上 述 意 义 下 并 不 是 完全 不 可 压缩 的 . 问题 在 于 , 密度 还 受 温度 变化 的 影 
响 . 密度 的 这 种 变化 一 般 而 言 不 能 忽略 不 计 , 所 以 即使 速度 相当 小 , 也 不 能 认 
为 非 均 匀 加 热流 体 的 密度 是 不 变 的 . 因此 , 在 这 种 情形 下 确定 各 热力 学 量 的 导 
数 时 , 应 当 认 为 压强 保持 不 变 , 而 不 是 密度 不 变 . 这 样 , 我 们 有 


Os 0s \ oT7 Os 
如 (牙牙 ) vr 


又 因为 T(6s/67)， 是 定 压 热 容 co, 所 以 


Os 


oT 


方程 (49.4) 的 形式 化 为 


Ov; 


k Op, (50.1) 


por ( 喜 tw-v7) = div(xVT) 十 or 


对 于 非 均 匀 加 热 的 流体 , 如 果 可 以 认为 运动 方程 中 的 密度 保持 不 变 , 则 必 
须要 求 (除了 流速 与 声速 之 比 很 小 ) 流体 中 的 温度 差 足够 小 . 我 们 强调 , 这 里 
恰恰 是 在 讨论 温度 差 的 实际 值 , 而 不 是 温度 梯度 . 这 样 就 可 以 认为 流体 是 如 前 
所 述 的 那 种 通常 意义 上 的 不 可 压缩 流体 . 特别 是 , 连续 性 方程 将 简单 地 表示 为 


@ 在 更 坏 的 情形 下 , 引入 这 样 的 项 可 以 完全 破坏 一 些 必要 的 守恒 定律 . 必须 注意 , 无 论 采用 何 种 
定义 , 质量 流 密度 7 必须 始终 是 单位 体积 流体 的 动量 .其 实 , 质量 流 密度 1 是 由 连续 性 方程 


了 2 十 div 了 三 0 
定义 出 来 的 ; 乘 以 > 并 在 流体 所 占 整 个 区 域 上 积分 , 我 们 得 到 
二 J orav 训 Jar 


又 因为 积分 or dV 确定 这 部 分 流体 质心 的 位 置 , 所 以 积分 JJdV 显然 就 是 流体 的 动量 . 
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divv = 0. 既然 认为 温度 差 很 小 , 我 们 还 将 忽略 量 m, x, cp 随 温 度 的 变化 , 即 认 
为 它们 是 常量 . 把 cui/Bzrk 写 为 (49.5) 中 的 形式 , 我 们 得 到 不 可 压缩 流体 的 
传 热 方程 , 它 具 有 以 下 比较 简单 的 形式 : 








oT v Duoi Ovk . 
叱 +oYT=XAT+ 关 (种 + 有 (50.2) 
其 中 v= n/p 是 运动 黏度 , 并 且 引 入 了 温 导 率 x 来 代替 x@: 
ee 50.3 
X pe (50.3) 


静止 流体 中 的 传 热 方程 特别 简单 ， 能 量 输 运 这 时 完全 是 通过 热传导 方式 
进行 的 . 在 (50.2) 中 去 掉包 含 速 度 的 项 , 我 们 得 到 


= XAT. (50.4) 


这 个 方程 在 数学 物理 中 称 为 热传导 方程 或 人 埔里 叶 方程 . 当然, 可 以 用 简单 得 多 
的 方法 推导 这 个 方程 , 而 不 必 利 用 运动 流体 中 的 一 般 传 热 方 程 . 按照 能 量 守恒 
定律 , 单位 时 间 内 某 区 域 所 吸收 的 热量 应 当 等 于 通过 该 区 域 边界 进入 的 总 热 
流 . 我 们 知道 , 这 样 的 守恒 定律 可 以 表示 为 热量 的 连续 性 方程 . 让 单位 时 间 内 
单位 体积 区 域 所 吸收 的 热量 等 于 带 有 负 号 的 热流 密度 的 散 度 ， 就 可 以 得 到 这 
个 方程 . 前 者 等 于 pcp8T/6t; 这 里 应 取 热 容 cp, 因为 压强 在 静止 流体 中 自然 应 
当 保 持 不 变 . 只 要 让 这 个 表达 式 等 于 -Vqg = xVT, 就 正好 得 到 方程 (50.4). 

必须 指出 , 热传导 方程 (50.4) 对 流体 的 实际 适用 范围 是 非常 有 限 的 . 问题 
在 于 , 对 于 实际 位 于 重力 场 中 的 流体 , 很 小 的 温度 梯度 在 大 部 分 情况 下 就 已 经 
会 导致 明显 的 流动 ( 称 为 对 流 , 见 8 56). 所 以 , 只 有 当 温 度 梯度 方向 与 重力 方 
四 相反 或 者 流体 黏 性 极 大 时 , 非 均 匀 的 温度 分 布 才 会 真正 出 现在 静止 流体 中 . 
尽管 如 此 , 研究 形 如 (50.4) 的 热传导 方程 还 是 非常 重要 的 , 因为 固体 中 的 热 传 
导 过 程 也 是 由 这 种 形式 的 方程 描述 的 . 注意 到 这 一 点 , 我 们 将 在 这 里 和 §51， 
§52 中 更 详细 地 研究 它 . 

如 果 非 均匀 加 热 静止 介质 中 的 温度 分 布 不 随时 间 变 化 (依靠 某 些 外 部 热 
源 的 维持 ), 则 热传导 方程 的 形式 变 为 


AT = 0. (50.5) 


因此 , 静止 介质 中 的 定常 温度 分 布 可 由 拉 普 拉 斯 方程 描述 . 在 不 能 认为 系数 x 


@ 温 导 率 也 称 为 热 扩散 率 , 但 后 者 在 字面 上 容易 与 “ 热 扩 散 " ( 见 859) 的 概念 联系 在 一 起 . “ 温 导 
率 " 的 译 法 与 原文 (rexsneparypomrpoaonmaocrb) 是 完全 对 应 的 ， 一 -一 译 者 
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是 常量 的 更 一 般 的 情形 下 , 代替 (50.5) 的 是 方程 
div(xVT) = 0. (50.6) 


如 果 在 流体 中 有 外 部 热源 (例如 用 电流 加 热 )， 则 在 热传导 方程 中 应 当 补 
充 相应 附加 项 . 设 @ 是 单位 时 间 内 从 这 些 外 部 热源 释放 到 单位 体积 流体 中 的 
热量 . 一 般 而 言 , Q 是 空间 坐标 和 时 间 的 函数 . 于 是 , 热平衡 方程 , 即 热 传导 方 
程 , 可 以 写 为 以 下 形式 : 
pop = xAT 十 已 . (50.7) 
我 们 来 写 出 热传导 方程 的 边界 条 件 ， 即 在 两 种 介质 分 界面 上 必须 成 立 的 
条 件 . 首先 , 两 种 介质 的 温度 在 分 界面 上 必须 相等 : 


号 二 和 ， (50.8) 


此 外 , 来 自 一 种 介质 的 热流 必须 等 于 进入 第 二 种 介质 的 热流 . 选取 这 样 的 坐标 
系 , 使 所 讨论 的 这 部 分 分 界面 是 静止 的 , 则 对 于 每 一 个 分 界面 微 元 df 都 可 以 
把 这 个 条 件 写 为 

MI1VT1 -df 5M2VT2 a 
再 写 出 


vT.df = 元 df 


其 中 97V6n 是 了 沿 分 界面 法 向 的 导数 , 就 得 到 以 下 形式 的 边界 条 件 : 
a 二 N90。 (50.9) 


如 果 在 分 界面 上 有 一 些 外 部 热源 ， 它们 在 单位 时 间 内 在 单位 面积 上 释放 
出 热量 QG), 就 应 当 写 出 以 下 条 件 来 代替 (50.9): 


人 — x2—— = Qts). (50.10) 
n 也 


在 关于 存在 热源 时 的 温度 分 布 的 物理 问题 中 ， 热 源 强 度 本 身 通 第 以 温度 
图 数 的 形式 给 出 . 如 果 函 数 Q(T) 足够 快 地 随 T 的 增 大 而 增 大 , 并 且 在 物体 边 
界 上 保持 着 给 定 条 件 (例如 保持 着 给 定 温度 ), 则 建立 定常 的 温度 分 布 是 不 可 
能 的 . 通过 物体 外 表面 的 热量 散失 正比 于 物体 与 外 部 介质 之 间 温 度 差 一 To 
的 某 个 平均 值 , 而 与 物体 内 部 的 热量 释放 规律 无 关 . 显然 , 如 果 热量 释放 足够 
快 地 随 温 度 增 大 而 增强 , 则 单 靠 热量 散失 不 足以 达到 平衡 态 . 

在 这 些 条 件 下 可 以 出 现 热 爆炸 : 对 于 放 热 的 燃烧 反应 , 如 果 反 应 速率 足够 
快 地 随 温度 增 大 而 增 大 , 则 由 于 不 可 能 出 现 定常 分 布 , 物质 会 被 快速 加 热 , 反 
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应 于 是 加 速 进行 (H.H. 谢 苗 诺 夫 , 1923). 爆炸 燃烧 的 反应 速率 (以 及 热量 释放 
强度 ) 对 温度 的 依赖 关系 可 以 大 致 表示 为 正比 于 因子 e-0/RY, 其 中 的 活化 能 
U 很 大 . 为 了 研究 产生 热 爆炸 的 条 件 , 必须 讨论 物质 受到 相对 缓慢 加 热 时 的 反 
应 过 程 , 所 以 必须 考虑 展开 式 





Te 


其 中 Tb 是 外 界 的 温度 . 因此 , 问题 归结 为 研究 带 有 热源 的 热传导 方程 , 热源 的 
体积 强度 具有 
0= 0 (50.11) 


的 形式 (A.A. 弗兰克 - 卡 梅 涅 茨 基 , 1939), 见习 题 1. 


习 题 


1. 设 两 个 平行 平面 之 间 的 物质 层 内 分 布 着 体积 强度 为 (50.11) 的 热源 , 且 这 两 个 平面 
上 的 温度 保持 不 变 . 求 可 能 出 现 定 常温 度 分 布 的 条 件 ( 匡 .A. 弗 兰 克 -- 卡 梅 涅 英 基 , 1939)@. 
解 : 在 所 给 情况 下 , 定常 的 热传导 方程 为 


边界 条 件 为 :在 I=0 处 和 z=2l 处 本 = To (2l 是 物质 层 的 厚度 ). 引入 无 量 岗 变量 
T=a(T—T),é€=7T, 


则 
= Se 


积分 一 次 ( 先 乘 以 27'), 从 这 个 方程 求 出 

T? = 2A(e™ 一 er)， 
其 中 To 为 常数 . 它 显然 是 7 的 最 大 值 , 并 且 根据 问题 的 对 称 性 , 应 当 在 物质 层 正中 央 即 
& 二 1 处 达到 这 个 值 . 所 以 , 利用 在 上 = 0 处 = 0 的 条 件 再 积分 一 次 , 这 就 给 出 


ero/2arcosh ero/2 = 3- (1) 


@ 对 相关 问题 的 详细 讨论 , 见 : Bpank-Kameneuxn I. A. Ja 中 中 yama m Tennonepenaya Bs xHMH- 
eCKON KHHeTHKe、MockBa: Hayka，1967 (Frank-Kamenetskii D.A. Diffusion and Heat Transfer in 
Chemical Kinetics. New York: Plenum, 1969). 


计算 积分 , 我 们 得 到 
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由 这 个 方程 确定 的 函数 入 (T0) 在 加 等 于 确定 值 Tocr 时 具有 最 大 值 入 王 Xer. 如 果 入 > Acr， 
则 不 存在 满足 边界 条 件 的 解 @.、 相关 数值 为 : Acr = 0.88, Tocr = 1.2@2. 
2. 设 静 止 流体 中 维持 着 恒定 的 温度 梯度 . 现在 向 流体 中 浸入 一 个 球体 , 求 流体 和 球体 


中 由 此 形成 的 定常 温度 分 布 . 
解 : 整个 空间 中 的 温度 分 布 可 由 方程 AT =0 确定 ,在 r== 民 处 的 边界 条 件 为 
和 和 一 了 2 ja 一 )o 


(RR 是 球体 的 半径 , 下 标 1 和 2 分 别 指 球体 和 流体 ), 无 穷 远 条 件 为 VT = A (A 是 给 定 的 
温度 梯度 ). 根据 问题 条 件 的 对 称 性 , 4 是 必须 用 来 确定 所 需 解 的 唯一 失 量 . 拉 普 拉 斯 方程 
的 这 样 的 解 为 const 4.r 和 const4.V(1/r). 此 外 , 注意 到 解 在 球 心 处 应 当 有 限 , 我 们 寻 
求 以 下 形式 的 温度 T 和 T2: 


7 了 1 一 Cl14 .7， 了 2 = oh. 三 十 Ar 
常数 cl 和 cz 可 由 7 二 民 处 的 条 件 确定 , 结果 是 


_ 3x2 Ee wm—x /RV 
i (有 An 
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我 们 来 研究 无 穷 大 静止 介质 中 的 热传导 , 下 面 给 出 问题 的 最 一 般 提 法 . 在 
初始 时 刻 上 = 0 给 定 整个 空间 中 的 温度 分 布 : 


当 志 = 0 时， T =To(r), 


其 中 To(r) 是 坐标 的 给 定 函数 , 需要 确定 此 后 所 有 时 刻 的 温度 分 布 . 
把 所 求 的 函数 T(r, t) 展开 为 坐标 的 傅 里 叶 积 分 : 
Sk 


T(r £) = mt ys; Tx(t) = /re t)e-it'r d3z. (51.1) 


对 于 温度 的 每 一 个 傅 里 叶 分 量 Tee*", 方程 (50.4) 给 出 


dt 十 大 XI = 0, 


@ 当 入 < 和 Aor 时 , 在 方程 (1) 的 两 个 根 中 , 只 有 较 小 的 根 对 应 于 稳定 的 温度 分 布 . 
@ 对 于 球状 区 域 (其 半径 作为 长 度 !)， 类 似 的 值 等 于 Acr = 3.32，T0 er = 1.47， 而 对 于 无 穷 长 的 
柱状 区 域 , 和 Ac = 2.00，rovsr = 1.36. 
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由 此 求 出 Th 对 时 间 的 依赖 关系 : 


> 
Tn 一 Tbke xt. 


因为 当 上 =0 时 应 当 有 了 = Tb(7), 所 以 Tbk 显然 是 函数 Tb 的 傅 里 叶 展 开 式 的 
系数 : 
了 ok = f Tar eik"r d3z/. 
因此 , 我 们 求 出 
d3k 
(27)3 





T(r, t) = /mo ek xteik': (r—r’) d3z! 
对 大 的 积分 可 以 分 解 为 形 如 
e-ce cos BE dE = (Ey e-p /4a 
的 三 个 同样 积分 的 乘积 , 其 中 & 是 矢量 k& 的 一 个 分 量 (如 果 把 积分 中 的 cos 替 
换 为 sin, 则 类 似 的 积分 为 零 , 因为 函数 sin 是 奇 函数 )， 最 后 得 到 以 下 表达 式 : 
AN 
Ty, t) 一 i | ti" exp| - 3 daz/. (51.2) 
这 个 公式 完全 解决 了 所 提出 的 问题 ， 它 通过 初始 时 刻 的 给 定 温度 分 布 确 
定 了 任何 时 刻 的 温度 分 布 . 


如 果 初 始 温度 分 布 只 依赖 于 一 个 坐标 z, 则 在 (51.2) 中 完成 对 y 和 z' 的 
积分 , 就 得 到 


co 和 
te = pr pa Tle) exp| - a (51.3) 
设 在 t=0 时 , 温度 在 一 个 点 (坐标 原点 ) 是 无 穷 大 , 而 在 整个 空间 中 的 
其 余 各 点 均 为 零 , 并 且 从 该 点 释放 出 的 总 热量 是 有 限 的 , 它 正比 于 /Tob(r) d3z. 
这 样 的 温度 分 布 可 以 用 6 函数 来 表示 : 
To(7) = const :6(7). (51.4) 
于 是 , 在 计算 公式 (51.2) 中 的 积分 时 , 只 要 令 r' 为 零 即 可 , 结果 得 到 


T(r, t) = const. —r /4xt. (51.5) 


1 
8(TxXt)3/2 


在 点 = 0 处 , 温度 随时 间 按 t-3/? 的 方式 减 小 , 而 周围 空间 的 温度 同时 逢 
高 , 并 且 温度 显著 不 为 零 的 区 域 逐 渐 扩 展 (图 39). 这 种 扩展 过 程 主要 取决 于 
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(51.5) 中 的 指数 因子 : 该 区 域 尺度 的 量 级 ; 由 表达 式 
l~ Vxt (51.6) 


给 出 , 即 1 按照 正比 于 时 间 的 平方 根 的 方式 随时 间 而 增加 . 
类 似 地 , 如 果 在 初始 时 刻 从 平面 z=0 集中 释放 
出 有 限 的 热量 , 则 此 后 时 刻 的 温度 分 布 可 由 以 下 公式 


确定 : 
T(z, t) 一 const . 二 /At (51.7) 
可 以 用 稍微 不 同 的 观点 来 解释 公式 (51.6). 设 / 
是 物体 尺寸 的 量 级 , 则 可 以 下 结论 说 , 如 果 这 个 物体 
被 非 均匀 加 热 , 则 使 物体 各 点 的 温度 变 得 基本 相同 所 
需 时 间 的 量 级 7 等 于 
12 
eA ee. (51.8) 
Ms 


时 间 7 可 以 称 为 热传导 过 程 的 弛 豫 时 间 , 它 与 物体 尺 


Ns 寸 的 平方 成 正比 , 与 温 导 率 成 反比 . 
由 上 述 公 式 所 描述 的 热传导 过 程 有 这 样 的 性 质 : 
任何 热 扰动 的 影响 在 瞬间 就 传 遍 整 个 空间 . 例如 , 从 
图 39 公式 (51.5) 可 见 , 从 点 源 释放 出 的 热量 在 项 刻 之 间 就 
能 传 到 很 远 的 地 方 , 使 介质 的 温度 只 有 在 无 穷 远 处 才 
渐 近 地 等 于 零 . 对 于 温 导 率 x 与 温度 有 关 的 介质 , 只 要 这 种 关系 不 会 导致 x 
在 某 个 空间 区 域 中 为 零 , 这 个 性 质 就 同样 成 立 , 但 是 , 如 果 x 是 温度 的 递减 函 
数 , 并 且 当 温度 为 零 时 该 函数 也 为 零 , 这 就 会 减缓 热传导 过 程 , 使 得 任何 热 扰 
动 在 每 一 个 时 刻 只 能 影响 空间 中 的 某 个 有 限 的 区 域 . 在 这 里 所 讨论 的 热传导 
问题 中 , 可 以 认为 介质 的 温度 (在 受 影 响 的 区 域 以 外 ) 等 于 零 (1.B. 泽 尔 道 维 
奇 , A.C. 康 由 涅 茨 , 1950; 下 面 两 道 习 题 的 解 是 他 们 得 到 的 ). 


习 题 


1. 一 种 介质 的 热 容 和 热 导 率 是 温度 的 震 函 数 , 而 密度 是 常量 . 设 在 给 定时 刻 , 从 任意 
菜 个 热源 释放 的 热量 传 至 一 个 区 域 的 边界 ， 而 该 区 域 以 外 的 温度 等 于 零 , 求 温度 在 该 区 域 
边界 附近 趋 于 零 的 规律 . 

解 : 如 果 x 和 cp 是 温度 的 堆 函 数 , 则 温 导 率 X 和 质量 烩 凯 王 cp dT (不 计 山中 的 
常量 ) 也 是 如 此 . 所 以 可 以 写 出 X = am, 其 中 W = pw 表示 介质 的 体积 烩 . 于 是 , 热 传 
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导 方 程 
二 = div(xVT) 
ot 
化 为 以 下 形式 : 
到 =adiv(W™”VW). (1) 


在 不 长 的 时 间 间 隔 内 可 以 认为 , 一 小 块 边界 是 平 的 , 而 它 在 空间 中 的 移动 速度 vo 保持 
不 变 . 所 以 , 我 们 寻求 方程 (1) 的 形式 为 W = W(z 一 vt) 的 解 , 其 中 x 是 径直 于 边界 的 方 
向 上 的 坐标 . 我 们 有 
(2) 


6 “8 Or 


经 过 两 次 积分 , 由 此 求 出 W 趋 于 零 的 以 下 规律 : 


ow 0 (w" 竺 ) | 


W ex |z|/", (3) 


其 中 |z| 是 到 受热 区 域 边界 的 距离 、 这 同时 也 证 明了 结论 : 如 果 指 数 n > 0, 则 受热 区 域 有 
边界 (在 边界 以 外 W 和 了 均 为 零 ). 如 果 n < 0, 则 方程 (2) 没有 在 有 限 距离 上 趋 于 零 的 
解 , 即 在 每 一 个 时 刻 , 在 整个 空间 中 都 发 生 热 传导 . 
2. 在 同样 的 介质 中 , 设 在 初始 时 刻 从 平面 = 0 上 释放 出 热量 Q ( 指 单位 面积 上 释放 
出 的 热量 ), 而 此 时 在 空间 中 的 其 余部 分 有 全 = 0. 求 此 后 各 时 刻 的 温度 分 布 . 
解 : 在 一 维 情形 下 , 方程 (1) 是 
aWwW 0 oaW 
We 


从 我 们 已 有 的 参量 Q, a 和 变量 Z,t 只 能 构成 一 个 无 量 纲 组 合 


(4) 


TL 
“(Ora ars a 
(Q@ 和 a 的 量 纲 分 别 为 J/m? 和 (m3/J)”"m?/s)， 因此 , 所 求 函 数 歼 (z, t) 应 有 以 下 形式 : 


和 (本 ) Cm (6) 


at 
这 里 与 无 量 纲 函 数 f(£) 相 来 的 函数 具有 量 纲 J/m’. 把 它 代 入 方程 (4), 这 给 出 
d {mdf df a 
tm (; 芝 ) tne + 
这 个 方程 可 以 写 为 全 微分 的 形式 , 它 有 一 个 简单 的 满足 问题 条 件 的 解 : 


li/n 
10= [za -| (7) 


其 中 &0 是 积分 常数 . 
当即 > 0 时, 这 个 公式 给 出 边界 面 zx = 士 zo 之 间 区 域 中 的 温度 分 布 , 这 两 个 边界 面 是 
由 等 式 = 士 Eo 确定 的 . 在 这 个 区 域 以 外 , W = 0. 由 此 可 知 , 被 加 热 区 域 的 边界 面 按照 


zo = const .t1/(2+"™) 
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的 规律 随时 间 扩 展 . 常数 名 可 由 总 热量 不 变 的 条 件 确定 : 


e=/- war=a f° f(é) dé, (8) 


一 z0 
由 此 可 得 
"(39 
E2tn y (2 十 mi+n 91—n 9 yy 
0 nnn/2 rn (2) 
人 


当 w= 二 一 vy 之 0 时 , 我们 把 解 写 为 以 下 形式 : 


(9) 


1l/v 
f(€) = (总 上 + | (10) 


em 


这 时 在 整个 空间 中 都 发 生 热 传导 , 并 且 W 在 大 距离 上 按照 协 函 数 规律 减 小 : W ~ 2/*， 
这 个 解 仅 在 < 2 时 才 适 用 ; 当 vw 之 2 时 , 积分 (8) (现在 积分 上 下 限 为 士 oo) 发 散 , 这 在 物 
理 上 表示 热量 在 瞬间 就 传 至 无 穷 远 处 . 当 vy < 2 时 , (10) 中 的 常数 名 由 以 下 表达 式 给 出 : 


忆 谋 0 
2-， 2(2—v)r’/? 人- > ) 
人 
v 
最 后 ， 当 ni 一 0 时 , 我 们 有 6&0 一 2/Vn, 而 公式 (5) 一 (7) 则 给 出 与 公式 (51.7) 一 致 
的 解 


(11) 


1/n Q 
W = lim i:( -ni) 3 
nb 7 4at 2VTat 
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为 了 确定 有 限 介质 中 的 热传导 问题 的 唯一 解 ， 给 出 初始 温度 分 布 是 不 够 
的 , 还 必须 给 出 介质 表面 上 的 边界 条 件 . 

我 们 来 研究 半 无 穷 大 空间 (z > 0) 中 的 热传导 问题 , 并 且 首 先 考虑 边界 面 
Tz 二 0 上 的 温度 保持 恒定 的 情形 . 我 们 规定 这 个 温度 为 零 , 即 介质 其 他 各 点 的 
温度 都 从 这 个 温度 算 起 . 

在 初始 时 刻 仍 给 定 整个 介质 中 的 温度 分 布 . 于 是 , 边界 条 件 和 初始 条 件 为 


在 z=0 处 T=0; 当 t=0 时 , 在 z>0 处 T= T(x, y, z). (52.1) 


帮助 于 下 面 的 技巧 , 热传导 方程 的 满足 这 些 条 件 的 解 可 以 化 为 在 xz 轴 的 
两 个 方向 上 都 没有 限制 的 无 穷 大 介质 情况 下 同样 方程 的 解 .设想 介质 也 充满 
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平面 x = 0 的 左边 , 并 且 这 部 分 介质 中 的 温度 分 布 在 初始 时 刻 由 函数 -Tb 描 
述 . 换言之 , 描述 初始 时 刻 整个 空间 中 温度 分 布 的 函数 对 z 而 言 是 奇 函 数 , 即 


To(—z, Yy, 2) = —To(%, Yy, z). (52.2) 


从 等 式 (52.2) 可 知 To(0, y, z) = 一 Tb(0, y, z) = 0, 即 所 需 边界 条 件 (52.1) 
在 初始 时 刻 自 动 成 立 , 而 根据 问题 条 件 的 对 称 性 , 该 条 件 在 任何 其 他 时 刻 显 然 
也 成 立 . 

因此 , 问题 化 为 求解 无 穷 大 介质 情况 下 的 方程 (50.4), 它 具 有 满足 (52.2) 
的 初始 函数 To(z，y，z), 但 没有 任何 边界 条 件 . 于 是 , 我 们 可 以 利用 一 般 公式 
(51.2). 

我 们 把 (51.2) 中 沿 z' 的 积分 域 分 为 从 -co 到 0 和 从 0 到 oo 这 两 部 分 ， 
并 利用 关系 式 (52.2), 于 是 得 到 


Eira = Br f | [ nop|- | 


_ /\2 
x {ep - | — exp - | } dz dy dz', (52.3) 
这 个 公式 确定 了 整个 介质 中 的 温度 , 从 而 完整 地 给 出 了 所 提问 题 的 解 . 

如 果 初 始 温度 分 布 只 依赖 于 z, 则 公式 (52.3) 的 形式 变 为 

1 co (z 一 Z/)? (Z 十 Z/)2 

zm 让 (em - 4xt |- - axt 

我 们 来 研究 以 下 情形 作为 例子 : 在 初始 时 刻 , 设 温度 在 z = 0 之 外 处 处 等 
于 给 定 的 常 值 ; 不 失 一 般 性 , 可 以 令 该 温度 值 为 -1; 平面 z=0 上 的 温度 始终 
为 零 . 把 To(z) = 一 1 代入 (52.4), 可 以 直接 得 到 相应 的 解 . 把 (52.4) 中 的 积分 
拆 为 两 个 积分 , 并 在 每 一 个 积分 中 作 变 量 代 换 (z'- z)/2vzt = &, 我 们 就 得 到 
T(z,t) 的 以 下 表达 式 : 


ra) -< 
其 中 函数 erf z 定义 为 


| ja (2.9 


gh 
erf x = 万 1 ee dé (52.5) 





T(%, 1) = -et( 5 (52.6) 
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在 图 40 中 画 出 了 函数 erf& 的 图 像 . 空间 中 的 温度 分 布 随时 间 而 趋 于 均匀 . 在 
这 个 过 程 中 , 任何 给 定 温度 值 都 按照 正比 于 vt 的 规律 向 右 移 动 . 最 后 这 个 结 
果 显 然 可 以 预先 得 到 . 其 实 , 所 讨论 的 问题 仅仅 取决 于 一 个 参量 一 一 边界 平面 
与 其 余 空间 之 间 的 初始 温度 差 To (已 被 取 为 1). 从 我 们 所 掌握 的 参量 To, x 和 
变量 z, t 只 能 构成 一 个 无 量 纲 组 合 xz/Vxt, 于 是 所 求 温度 分 布 显 然 应 当 由 形 
如 工 = Tbf(z/VXE) 的 函数 给 出 . 





图 40 


现在 研究 介质 边界 面 绝 热 的 情形 . 换言之 , 在 平面 z = 0 上 必须 没有 热流 ， 
即 应 当成 立 9T/9zx = 0. 
因此 , 我 们 现在 有 以 下 边界 条 件 和 初始 条 件 : 


在 z=0 处 元 =0; 当 上 =0 时 ,在 z>0 处 卫 =7b(z， y, 2z). (52.7) 


为 了 求解 , 我 们 仿照 上 一 个 情形 下 的 做 法 , 仍然 设想 介质 在 平面 z =0 的 
两 边 都 是 无 穷 大 的 , 但 初始 时 刻 的 温度 分 布 现 在 相对 于 平面 xz =0 是 对 称 的 . 
言 之 , 现在 假设 函数 Tb(z,，y，z) 相对 于 zx 是 偶 函 数 : 
To(—% 1 划一 202 本 2) (52.8) 
于 是 
oe Vy， 2) _ -一 yy 2) 
并 且 在 z=0 处 有 67/9z = | 根据 对 称 性 显然 可 知 | 这 个 条 件 在 所 有 后 续 时 
刻 都 将 自动 成 立 . 重复 以 前 的 计算 , 但 是 用 (52.8) 代替 (52.2), 我 们 就 得 到 所 
提问 题 的 通 解 , 相应 公式 与 (52.3) 或 (52.4) 的 区 别 仅 仅 在 于 , 花 括 号 中 的 两 项 
之 差 现在 是 两 项 之 和 . 
我 们 再 来 研究 具有 男 一 类 型 边界 条 件 的 问题 , 这 时 也 能 得 到 热传导 方程 
的 通 解 . 考虑 以 平面 z = 0 为 边界 的 介质 , 有 热流 从 外 部 通过 该 边界 面 进入 介 
质 , 并 且 热 流 是 时 间 的 给 定 函 数 . 换言之 , 我 们 有 边界 条 件 和 初始 条 件 : 


在 z=0 处 -x 一 4 人 当 t= 一 00 时 , 在 >0 处 T=0， (52.9) 
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其 中 g(t) 是 给 定 的 函数 . 

我 们 首先 解决 一 个 辅助 问题 , 其 中 g(t) = 6(t). 容易 看 出 , 这 个 问题 在 物理 
上 等 价 于 从 点 源 释放 出 的 给 定 总 热量 在 无 穷 大 介质 中 传导 的 问题 .其实 , xz = 0 
处 的 边界 条 件 -x87T/8z = 6(t) 在 物理 上 表示 , 在 瞬间 就 有 单位 热量 通过 平面 
z= 二 0 上 的 单位 面积 区 域 . 而 在 条 件 为 上 t=0 时 人 =26(z)/pcr 的 问题 中 , 在 初 
始 时 刻 有 热量 [ pcpT dzx = 2 从 同样 区 域 中 集中 释放 出 来 , 其 中 一 半 沿 z 轴 正 
方向 传导 ( 另 一 半 沿 z 轴 负 方向 传导 ). 由 此 显然 可 知 , 这 两 个 问题 的 解 是 相同 
的 , 于 是 根据 (51.7) 求 出 


xzT(z, t) = /Ss en(- 起) 


因为 方程 是 线性 的 , 所 以 在 不 同时 刻 流入 的 热量 的 影响 可 以 简单 地 全 加 
在 一 起 , 于 是 在 条 件 (52.9) 下 , 所 求 的 热传导 方程 通 解 为 


MO, t) = 加 人 q(T) exp - 二 dT. (52.10) 


特别 地 , 平面 z = 0 上 的 温度 变化 规律 为 


xT(0, t) = J 1 人 q(T) dr. (52.11) 


利用 这 些 结果 可 以 直接 得 到 另 一 个 问题 的 解 , 在 这 个 问题 中 , 平面 zx = 0 
上 的 温度 7 本 身 是 时 间 的 给 定 函 数 : 


在 z=0 处 T=To(t); ， 当 t= 一 00 时 , 在 zz>0 处 T=0. (52.12) 


为 此 我 们 指出 , 如 果 某 个 函数 T(z, t) 满足 热传导 方程 , 则 导数 9T/8z 也 满足 
该 方程 . 男 一 方面 , 计算 表达 式 (52.10) 对 z 的 导数 , 我 们 得 到 


DO /f° zg(7) 22 
7 人 2(7rX)i72(t 一 575 op|- | 
这 个 函数 满足 热传导 方程 , 并 且 g(t) 是 它 在 x = 0 处 的 值 (根据 (52.9)); 显然 ， 


这 个 函数 正好 给 出 具有 条 件 (52.12) 的 问题 的 解 . 用 T(z, t) 代替 -x687T/9zx， 
用 To(t) 代替 q(t), 于 是 得 到 





了 ” To(7) 7Z2 

2(rx) 3 人 (t — 7)37 oo 上 - 4x(t— rmt] bs 

对 于 通过 边界 面 zx = 0 的 热流 值 g = -x8T/8z, 经 过 简单 的 变换 , 我 们 得 到 
dTo(7) dr 


0 


(到 (52.13) 








(52.14) 
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这 个 公式 是 积分 公式 (52.11) 的 逆 变 换 . 
很 容易 求解 带 有 周期 性 边界 条 件 的 一 个 重要 问题 , 这 时 边界 面 z =0 上 的 
温度 在 全 部 时 间 内 都 是 给 定 的 周期 函数 : 


在 T=0 处 T= Toe-™t. 


显然 ， 整 个 空间 中 的 温度 分 布 对 时 间 的 依赖 关系 也 表现 为 同样 的 因子 et. 
一 维 热传导 方程 在 形式 上 与 方程 (24.3) 相同 , 后 者 确定 了 黏 性 流体 在 振动 平 
面 上 的 运动 . 所 以 , 我 们 立即 可 以 模仿 公式 (24.5) 写 出 所 求 的 温度 分 布 , 其 形 


式 为 
: ep(-z/ 芝 ) ep 人 ii/ 芝 一 it ) (52.15) 
我 们 看 到 , 边界 面 上 的 温度 起 伏 以 热流 的 形式 从 边界 面向 介质 内 部 传播 ， 
其 衰减 很 快 . 
热传导 理论 的 另 一 类 问题 是 : 有 限 大 小 的 物体 受到 非 均匀 加 热 , 在 物体 表 
面 上 维持 给 定 条 件 , 研究 物体 温度 均匀 化 的 速度 . 按照 一 般 方 法 , 我 们 寻求 热 
传导 方程 的 以 下 形式 的 解 : 


T=T,(r)e— ~"t, 
其 中 和 是 常量 . 对 于 函数 T,, 我 们 得 到 方程 
XATy = = 人 NTs, (52.16) 
在 给 定 的 边界 条 件 下 , 这 个 方程 仅 对 一 些 特定 的 A， 才 有 非 零 解 , 这 些 入， 
是 方程 的 本 征 值 . 所 有 本 征 值 都 是 正 的 实数 , 而 相应 函数 T(z, y, z) 构成 完备 
的 正 交 函数 系 . 设 初 始 时 刻 的 温度 分 布 由 函数 Ti(z, y, z) 给 出 . 只 要 把 它 按 函 


数 系 Tn 展开 : 
To(r) = >, cnTh(r)， 


我 们 就 得 到 所 提问 题 的 解 , 其 形式 为 


T(R DH = .cal(r jo ™t. (52.17) 


温度 均匀 化 的 速度 显然 主要 取决 于 该 级 数 中 与 最 小 的 X。 相对 应 的 项 . 设 
Al 是 其 中 最 小 的 , 则 温度 均匀 化 所 需 时 间 可 以 定义 为 
1 


i 
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习 题 


1. 设 球面 (半径 为 RR) 的 温度 是 时 间 的 给 定 函数 Tu(t), 求 其 周围 的 温度 分 布 . 
解 : 对 于 中 心 对 称 的 温度 分 布 , 球面 坐标 下 的 热传导 方程 为 


ear X F(T) 
Ot 7 Or2 
把 T(r t) = F(r, t)/r 代入 , 它 化 为 一 维 热 传导 方程 类 型 的 方程 


ap _ PP 
Ot x Or2 
于 是 , 根据 (52.13) 直接 就 可 以 写 出 所 求 的 解 , 其 形式 为 
_ R(r—R) / To(7) (r— R)? 
nk ee We hes 站 4x(t — | 








2. 题目 同上 , 但 是 球面 温度 为 Tb e 一 所 
解 : 类 似 于 (52.15), 我 们 得 到 


-iwtR RE < fy ww 
T= Te exp| (1 —i)(r — RR) 艺 | 


3. 设立 方 体 ( 边 长 为 a) 的 表面 满足 条 件 : (a) 保持 给 定 温度 全 = 0; (b) 绝热 . 求 立 方 
体温 度 均匀 化 的 时 间 . 
解 : 在 情形 (a) 中 , 与 入 的 最 小 值 相对 应 的 是 方程 (52.16) 的 解 
Sn Sin 4 sin 
a a [0 


(坐标 原点 位 于 立方 体 的 一 个 角 上 ), 并 且 


1 本 


、 淘 372x 

在 情形 (b) 中 , 我 们 有 五 = cos(rz/a) (或 者 y 或 z 的 同样 的 函数 ), 并 且 T = a2?/n2x. 
4. 题目 同上 , 但 是 把 立方 体 改 为 半径 为 尽 的 球体 . 
解 : 与 入 的 最 小 值 相 对 应 的 是 方程 (52.16) 的 中 心 对 称 解 


区 


Ti 一 sin kr, 
到 
并 且 在 情形 (a) 中 太 =T/ 忌 ,于 是 
Mx 
在 情形 (b) 中 ,大 是 方程 tankR = 二 kkRR 的 最 小 正 根 , 由 此 求 出 k 必 二 4.493, 于 是 
R? 


T 三 0.050 一 一 . 
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§53 传 热 的 相似 律 


流体 中 的 传 热 过 程 比 固体 中 更 为 复杂 , 因为 流体 能 够 运动 . 浸没 在 运动 流 
体 中 的 高 温 物 体 , 其 冷却 过 程 比 它 浸没 在 静止 流体 中 时 快 得 多 , 因为 在 静止 流 


我 们 将 假设 流体 中 的 温度 差 足够 小 ,从 而 可 以 认为 流体 的 物理 性 质 与 温 

度 无 关 . 另 一 方面 , 我 们 又 假设 该 温度 差 足 够 大 , 从 而 在 与 之 相 比 时 可 以 忽略 

因为 内 摩擦 造成 能 量 耗 散 而 释放 热量 所 引起 的 温度 变化 ( 见 855). 于 是 , 在 方 

程 (50.2) 中 可 以 忽略 黏 性 项 , 剩 下 

+v+VT = XAT, (53.1) 

其 中 X = x/pecy 是 温 导 率 .这 个 方程 加 上 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 和 连续 性 方程 , 足 

以 描述 所 讨论 条 件 下 的 对 流 . 我 们 在 下 面 将 研究 定常 对 流 虽 . 于 是 , 所 有 对 时 
间 的 导数 均 为 零 , 我 们 得 到 下 列 基本 方程 组 : 

vv:VT = xAT, (53.2) 

(v.V)v = Ws +vAv, divv=(0. (53.3) 


在 这 个 方程 组 中 ,未 知 函 数 为 v, T 和 p/p, 而 不 变 的 参量 仅 有 两 个 : > 和 x. 
此 外 , 这 些 方 程 的 解 通过 边界 条 件 还 依赖 于 某 个 特征 长 度 1, 速度 UV 和 特征 漫 
度 差 一 To, 其 中 前 两 个 量 照 例 给 出 问题 中 的 相关 固体 尺寸 和 基本 流动 速度 ， 
而 第 三 个 量 则 给 出 流体 与 固体 之 间 的 温度 差 . 

在 用 我 们 所 掌握 的 参量 构成 无 量 纲 量 时 出 现 一 个 问题 : 温度 应 当 具 有 什 
么 样 的 量 纲 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 注意 到 温度 是 由 方程 (53.2) 确定 的 , 而 
这 是 了 的 线性 齐 次 方程 . 所以, 温度 在 乘 以 任意 常量 后 仍然 满足 该 方程 . 换 言 
之 , 可 以 任意 选取 温度 的 度量 单位 . 由 于 可 以 对 温度 进行 这 种 变换 , 所 以 在 形 
式 上 允许 温度 具有 某 个 特有 的 量 纲 , 该 量 纲 与 其 余 各 量 的 量 纲 无 关 . 度 (如 摄 
氏 度 ) 正好 就 是 这 样 的 量 纲 ， 人们 通常 用 这 个 单位 来 测量 温度 . 

因此 , 在 上 述 条 件 下 可 以 用 五 个 参量 来 表征 对 流 , 其 量 纲 为 : 

四 = [X =cm2s，[O =cm/s， 人 =cm， 四 一 而] = "CC. 
由 此 可 以 构成 两 个 独立 的 无 量 纲 组 合 .我 们 选取 雷诺 数 Re = Ul/v 和 被 定义 为 


Pr= 一 53.4 
(53.4) 


@ 为 了 使 对 流 保 持 定常 , 严格 地 说 , 在 与 流体 接触 的 那些 固体 内 必须 有 热源 ， 使 这 些 固 体 的 温度 
保持 不 变 . 
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的 普 朗 特 数 作为 这 样 的 无 量 纲 组 合 . 其 他 任何 无 量 纲 量 都 可 以 用 Re 和 Pr 表 
示 @. 普 朗 特 数 只 是 某 种 物性 常量 , 而 与 流动 本 身 的 性 质 无 关 . 对 于 气体 , 这 个 
数 的 量 级 总 是 1. 对 于 各 种 液体 ， Pr 值 的 范围 较 大 . 对 于 忒 性 非常 大 的 液体 ， 
Pr 可 以 达到 非常 大 的 值 . 作为 例子 , 我 们 列 出 一 些 物质 在 20*C 下 的 Pr 值 : 


人 0.733 
水 6.75 

酒 精 16.6 

甘 油 7250 

水 银 0.044 


采用 类 似 于 8$19 的 做 法 , 我 们 现在 可 以 作出 结论 : 在 (上 述 类 型 的 ) 定常 
对 流 中 , 温度 和 速度 的 分 布 具有 以 下 形式 : 
T—7 Tr 人 Tr 
= f (7 Re, pr); 地 =f (7， Re). (53.5) 
确定 温度 分 布 的 无 量 纲 函 数 同 时 依赖 于 Re 和 Pr 这 两 个 参数 ; 速度 分 布 只 依 
赖 于 参数 Re, 因为 速度 分 布 由 方程 (53.3) 确定 , 而 此 方程 根本 不 包含 热 导 率 . 
两 个 对 流 流动 在 雷诺 数 和 普 朗 特 数 相同 的 条 件 下 是 相似 的 . 
闫 体 与 流体 之 间 的 传 热 通常 用 比值 


二 (53.6) 


来 表征 , 其 中 g 是 通过 固体 表面 的 热流 密度 , 而 五 一 是 固体 与 流体 之 间 的 
特征 温度 差 . 由 比值 a 定义 的 量 称 为 传 热 系数 . 如 果 已 知 流体 中 的 温度 分 布 ， 
则 只 要 计算 流体 边界 上 的 热流 密度 g = 一 x97T/Bmn ( 治 固 体 表 面 法 向 取 导 数 )， 
就 容易 确定 传 热 系数 , 

传 热 系数 是 有 量 纲 量 . 作为 表征 传 热 的 无 量 纲 量 , 还 使 用 努 塞 尔 数 





Nu = 一 . (53.7) 


利用 相似 方法 可 知 , 对 于 每 一 种 给 定 类 型 的 对 流 , 努 塞 尔 数 只 是 雷诺 数 和 普 朗 
特 数 的 确定 函数 : 

Nu= f(Re, Pr). (53.8) 

对 于 雷诺 数 足 够 小 的 对 流 , 这 个 函数 具有 退化 的 简单 形式 . 低速 运动 对 应 

着 Re 很 小 的 情形 , 所 以 在 一 级 近似 下 可 以 忽略 方程 (53.2) 中 包含 速度 的 那 一 

项 , 于 是 温度 分 布 可 由 方程 AT = 0 来 确定 , 而 这 是 适用 于 静止 介质 的 通常 的 


@ 有 时 使 用 被 定义 为 Ui/x 的 佩 克 莱 数 , 它 等 于 乘积 RePr. 
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定常 热传导 方程 . 现在 , 传 热 系 数 显然 既 不 依赖 于 流体 速度 , 也 不 依赖 于 流体 
黏度 , 所 以 应 有 
Nu = const, (53.9) 


并 且 在 计算 该 常数 时 可 以 把 流体 当做 是 静止 的 . 


习 题 


设 流体 沿 国 管 (半径 为 RR) 作 泊 肃 叶 流动 , 且 管 壁 温度 按照 线性 规律 沿 管 长 变化 , 求 流 
体 中 的 温度 分 布 . 

解 : 管道 的 所 有 横 截 面 都 有 相同 的 流动 条 件 , 所 以 可 以 寻求 形式 为 荆 二 Az 十 f(7) 的 
温度 分 布 , 其 中 4z 是 管 壁 的 温度 (选取 柱 面 坐标 , z 轴 沿 着 管 轴 ). 对 于 速度 ,根据 (17.9) 有 


六 2 
Us> =v=w(1- 耕 ) 


其 中 五 是 平均 速度 . 把 它 代 入 (53.2), 得 到 方程 
a a ty 
(rE)= 于 (全 | 

这 个 方程 的 解 在 7 = 0 处 应 当 没 有 奇异 性 , 而 在 + 二 展 处 f= 二 0, 于 是 


| 





热流 密度 为 





它 与 热 导 率 无 关 ， 
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人 在 涯 诺 数 非常 大 时 , 流体 中 的 温度 分 布 表 现 出 与 速度 分 布 本 身 相 类 似 的 
特性 . 非常 大 的 Re 值 等 价 于 非常 小 的 黏度 . 但 是 , 因为 数 Pr = v/x 通常 不 是 
非常 小 , 所 以 应 当 认 为 温 导 率 x 就 像 v 那样 也 很 小 . 这 相当 于 , 在 足够 大 的 速 
度 下 可 以 把 流体 近似 地 看 做 理想 流体 一 一 在 理想 流体 中 应 当 既 没有 内 摩擦 过 

但 是 , 这 样 的 观点 仍然 不 适用 于 靠近 壁面 的 一 层 流体 , 因为 在 理想 流体 观 
点 下 , 在 固体 表面 上 既 不 成 立 无 滑 移 边界 条 件 , 也 不 成 立 流 体 与 固体 温度 相同 
的 条 件 . 所 以 , 在 边界 层 中 不 但 流体 速度 会 迅速 减 小 , 流体 温度 也 会 迅速 变化 
到 固体 表面 的 温度 . 边界 层 的 特征 就 是 其 中 的 速度 和 温度 都 具有 很 大 的 梯度 . 
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至 于 流体 所 占 主要 区 域 中 的 温度 分 布 , 则 容易 看 出 , 在 绕 加 热 物体 的 流动 
中 (在 Re 很 大 时 ), 流体 的 加 热 基 本 上 仅仅 发 生 在 尾 迹 中 , 而 尾 迹 以 外 的 流体 
温度 保持 不 变 . 其 实 , 当 Re 很 大 时 , 基本 流动 中 的 热传导 过 程 儿 乎 不 起 任何 
作用 . 所 以 , 只 有 在 边界 层 内 经 过 加 热 的 流体 , 才 会 通过 其 自身 的 运动 , 使 这 
部 分 流体 所 能 达到 区 域 中 的 温度 发 生变 化 . 但 是 , 我 们 知道 ( 见 835), 米 自 边 
界 层 的 流 线 只 有 在 分 离线 之 后 才 离 开 边 界 层 并 进入 基本 流动 区 域 , 它们 在 那 
里 进入 满 流 尾 迹 区 . 流 线 一 旦 进入 尾 迹 区 ,就 不 会 再 出 来 . 因此, 绕 加 热 物 体 
表面 流 过 并 且 位 于 边界 层 内 的 流体 全 部 会 进入 尾 迹 区 , 然后 一 直 留 在 尾 迹 中 . 
我 们 看 到 , 热传导 发 生 在 涡 量 不 为 零 的 区 域 中 . 

在 油 流 区 内 部 , 流体 因为 强烈 混合 而 出 现 高 强度 的 热 交 换 , 而 强烈 混合 是 
任何 淇 流 的 特征 . 这 种 传 热机 理 可 以 称 为 湛 流 传 热 , 并 且 可 以 仿照 我 们 已 经 引 
入 的 湛 流 黏度 vn 的 概念 (§33), 用 相应 的 系数 Xeurb 来 表征 它 . 满 流 温 导 
率 的 量 级 由 公式 

Xturb ~ LAu 
给 出 , 这 与 wurb 的 公式 (33.2) 相同 . 

因此 , 层 流 和 证 流 中 的 传 热 过 程 是 根本 不 同 的 . 在 黏度 和 热 导 率 都 任意 小 
的 极限 情形 下 , 在 层 流 中 完全 没有 传 热 过 程 , 所 以 流体 温度 在 空间 中 的 每 个 点 
都 保持 不 变 . 相反 , 即使 在 同样 的 极限 情形 下 , 在 满 流 中 也 要 发 生 传 热 , 这 导致 
流动 各 个 部 分 的 温度 迅速 均匀 化 . 


应 当 对 方程 (53.2) 作 类 似 的 简化 . 这 个 方程 在 分 量 记 号 下 具有 以 下 形式 (各 量 
均 与 坐标 z 无 关 ): 
oT oF oP FF 
Vp Wa = YX (过 Ds ) 4 
在 方程 的 右边 , 导数 827V/a8cz2 与 927/8y2 相 比 可 以 忽略 不 计 , 于 是 
oT oT oT 
Vg Ty = X Byz 
对 比 这 个 方程 与 (39.13) 中 的 第 一 个 方程 , 显然 可 以 看 出 , 如 果 普 朗 特 数 
的 量 级 为 1, 则 对 于 速度 wz 减 小 同时 温度 T 变化 的 这 一 层 流体 , 其 厚度 的 量 
级 5 仍然 由 在 839 中 得 到 的 公式 给 出 , 即 它 反比 于 VRe. 热流 值 


(54.1) 





Or 志 
所 以 , 我 们 得 出 结论 : gq 以 及 努 塞 尔 数 都 与 VRe 成 正比 . 但 是 , Nu 对 Pr 的 依 
赖 关 系 仍 未 确定 . 因此 , 我 们 得 到 


Nu = VRef(Pr). (54.2) 
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由 此 可 知 , 例如 , 传 热 系数 a 反比 于 物体 尺寸 1 的 平方 根 . 

我 们 现在 研究 灌流 边界 层 中 的 传 热 ,就 像 &42 那样 , 这 时 研究 沿 无 穷 大 
平板 的 平面 淇 流 最 为 方便 . 采用 量 纲 方 法 可 以 确定 这 种 平面 满 流 中 的 横向 温 
度 梯度 dT/dy, 同样 的 方法 曾经 被 用 来 确定 速度 梯度 du/dy. 用 gq 表示 由 温度 
梯度 引起 的 沿 y 轴 的 热流 密度 . 这 个 量 与 动量 流 o 一 样 是 常量 (与 y 无 关 ), 并 
且 同 样 可 以 作为 确定 流动 性 质 的 给 定 参量 . 此 外 , 我 们 现在 还 有 密度 p 和 质量 
热 容 cr. 我 们 再 引入 量 w 作为 代替 o 的 参量 . g 和 cp 分 别 具 有 量 纲 g.s-? 和 
cm2.s-2."C-. 至 于 黏度 和 热 导 率 , 它们 在 Re 足够 大 时 不 可 能 以 显 式 出 现在 
dT/dy 中 ， 

在 853 中 已 经 提 到 , 方程 相对 于 温度 是 齐 次 的 , 所 以 可 以 让 温度 改变 任何 
倍数 而 不 破坏 该 方程 . 但 是 当 温度 改变 时 , 热流 也 应 当 改 变 同样 的 倍数 , 所 以 
4 和 7 应 当成 正比 . 而 从 gq, ww, p, cp 和 yy 只 能 构成 一 个 具有 量 纲 "C .cm-: 同 
时 正比 于 4 的 量 , 这 样 的 量 是 g/pcpv,y, 所 以 应 有 

dE q 

dy 入 PCcpzeus3y 
其 中 B 是 应 当 通 过 实验 来 确定 的 常数 @. 于 是 有 

一 用 二 (Iny 十 c). (54.3) 
因此 , 与 速度 一 样 , 温度 也 按照 对 数 律 分 布 . 这 里 的 积分 常数 c 应 当 根 据 黏 性 
底层 条 件 来 确定 , 就 像 推 导 (42.7) 时 的 做 法 一 样 . 给 定点 上 的 流体 温度 与 壁面 
温度 (我 们 规定 后 者 为 零 ) 之 差 由 两 部 分 组 成 , 一 部 分 是 淇 流 层 的 温度 变化 , 一 
部 分 是 符 性 底层 的 温度 变化 . 从 对 数 律 (54.3) 仅 可 确定 汕 流 层 的 温度 变化 . 所 
以 , 如 果 在 对 数 的 自 变 量 中 引入 了 厚度 系数 yo, 从 而 把 (54.3) 写 为 
T= 6 一 二 一 (hn 一 + const ) 

HpCpU, v 
的 形式 , 则 const ( 乘 以 括号 前 的 系数 ) 应 当 是 黏 性 底层 中 的 温度 变化 . 该 温度 
变化 当然 也 依赖 于 v 和 x 因为 const 是 无 量 纲 量 , 所 以 其 形式 应 当 是 数 Pr 
的 某 个 函数 , 而 Pr 是 能 够 从 我 们 所 掌握 的 量 v, x, p, v,, cp 构成 的 唯一 的 无 
量 纲 组 合 (至 于 热流 g, 它 不 可 能 出 现在 const 中 , 因为 了 应 当 正 比 于 %, 而 4 











人 @ 这 里 的 x 是 速度 剖面 对 数 律 (42.4) 中 的 卡门 常数 . 根据 这 样 的 定义 ，B = zeurb/Xsurb， 其 中 
Vturb 和 Xturb 是 以 下 关系 式 中 的 系数 : 


oT Ou 
gq 三 PCcpXturb Oy’ CI 二 Pvturb By 
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已 出 现在 括号 之 前 的 系数 中 了 ). 于 是 , 我 们 得 到 以 下 形式 的 温度 分 布 规律 : 





T=B i [m+ f(Pn)| (54.4) 
(并 . 开 . 朗 道 , 1944). 在 这 个 表达 式 中 , 常数 B 的 经 验 值 为 8 = 0.9. 对 于 空气 , 图 
数 三 满足: f(0.7) 才 1.5. 

利用 公式 (54.4) 可 以 计算 沿 管道 ,平板 等 的 湛 流 传 热 ,这 里 不 再 详细 讨论 . 

温度 的 满 流 涨 落 . 我 们 在 上 面 所 讨论 的 注 流 中 的 温度 , 当然 是 指 它 对 时 间 
的 平均 值 . 在 空间 中 的 每 一 点 , 真实 温度 都 会 随时 间 而 发 生 类 似 于 速度 涨 落 的 
极 不 规则 的 变化 . 

我 们 将 认为 , 平均 温度 在 平均 速度 发 生变 化 的 距离 1 ( 满 流 的 基本 尺度 ) 
上 才 有 重要 变化 . 对 于 温度 的 小 尺度 涨 落 (在 入 之 1 的 尺度 上 ), 可 以 采用 在 
§33 中 研究 满 流 局 部 性 质 时 已 经 使 用 过 的 一 些 一 般 概念 和 相似 方法 ， 并 且 认 
为 数 Pr ~ 1 (否则 必须 引入 由 > 和 x 确定 的 两 个 内 尺度 ). 于 是 , 尺度 的 惯性 
区 同时 也 是 对 流 区 一 一 在 对 流 区 中 , 温度 均匀 化 是 通过 受热 情况 不 同 的 “流体 
微 元 ” 的 机 械 混 合 来 实现 的 , 真正 的 热传导 此 时 不 起 作用 , 温度 涨 落 的 性 质 在 
这 个 区 域内 与 大 尺度 运动 无 关 . 我 们 来 确定 惯性 区 中 的 温度 差 从 对 尺度 入 的 
依赖 关系 (A. M. 奥 布 誉 夫 , 1949). 

表达 式 x(VT)2T 给 出 由 热传导 引起 的 (单位 体积 中 的 ) 能 量 耗 散 率 ( 见 
(49.6) 或 后 文中 的 (79.1)). 除 以 pcy, 我 们 得 到 量 x(VT)YT = yp/T, 它 确定 由 
耗 散 引起 的 温度 下 降 率 . 假设 温度 的 灌流 涨 落 相 对 较 小 , 就 可 以 把 分 母 中 的 工 
替换 为 保持 不 变 的 平均 温度 . 这 样 引入 的 量 y 是 (与 < 一 起 ) 决定 非 均匀 加 热 
流体 中 的 消 流 局 部 性 质 的 又 一 个 参量 . 

按照 在 833 中 叙述 的 方法 ( 见 (33.1) 之 后 的 内 容 ), 我 们 用 表征 入 尺度 涨 
落 的 量 来 表示 vy: 

2 
P ~ Xturb ( 妆 ) ， 


把 Xeurb ~ zeurb ~ 和 va, va ~ (s 和 )13 (根据 (33.2) 和 (33.6)) 代入 此 式 , 就 得 到 
所 求 结果 : 





To pe SMS (54.5) 


因此 , 对 于 和 > Xo, 温度 涨 落 就 像 速度 涨 落 那样 正比 于 A1/3. 

在 入 < Xo 的 距离 上 , 温度 均匀 化 是 由 真正 的 热传导 引起 的 . 在 入 和 xo 的 
尺度 上 , 温度 平稳 变化 . 按照 同样 对 速度 进行 过 的 分 析 , 这 里 的 温度 差 仅 正 
红斑 区 
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习 题 


1. 设 Pr 和 Re 很 大 , 求 层 流 边界 层 中 努 塞 尔 数 对 普 朗 特 数 的 依赖 关系 的 极限 规律 . 
解 : 当 Pr 很 大 时 , 温度 发 生变 化 的 距离 8' 远 小 于 速度 vz 减 小 的 那 一 层 流体 的 厚度 6 
(6 可 以 称 为 温度 边界 层 的 厚度 ). 对 方程 (54.1) 中 的 各 项 进行 估计 ,就 可 以 得 到 6' 的 量 级 . 
在 从 y= 二 0 到 yy~6 的 距离 上 ,温度 变化 的 量 级 是 流体 与 固体 之 间 总 的 温度 差 卫 一 了 0, 而 
这 个 距离 上 的 速度 变化 具有 U6'/6 的 量 级 (速度 在 距离 5 上 才 有 量 级 为 U 的 总 变化 值 ). 
所 以 , 既然 ~ 8, 方程 (54.1) 中 各 项 的 量 级 为 
oT Ti—To oT 6 Ti—To 
X By ~ ~ 2 
对 比 这 两 个 表达 式 , 这 给 出 63 ~ x6L/U. 把 6~1/VRe 代入 ,我 们 得 到 
因此 , 当 Pr 很 大 时 , 温度 边界 层 厚 度 与 速度 边界 层 厚度 之 比 与 Pr 的 立方 根 成 反比 . 热流 





6 ~ 





最 后 得 到 传 热 的 极限 规律 作 : 
Nu = const . Re!/? Prl/3. 


2. 设 Pr 很 大 , 温度 分 布 满足 对 数 律 (54.4), 求 函 数 f(Pr) 的 极限 规律 . 
解 : 根据 842 中 的 讨论 , 壬 性 底层 中 的 横向 速度 量 级 为 v,(y/yo)”, 灌流 尺度 的 量 级 为 


zy2/yo. 因此 , 涡流 温 导 率 
y VY y VY 
xm ~ vo ( 二) ~v() 


(我 们 在 这 里 已 经 利用 了 关系 式 (42.5)). 在 yy ~ yoPr-!1/4 的 距离 上 , Xiturb 与 通常 的 温 导 
率 X 在 量 级 上 是 相当 的 . 因为 Xiturb 随 vy 增加 得 非常 快 , 所 以 显然 可 知 , 温度 在 黏 性 底层 
中 的 主要 变化 发 生 在 到 壁面 距离 的 量 级 为 如 的 地 方 , 并 且 可 以 认为 它 正比 于 人 态 ， 即 认为 


其 量 级 为 
dzy1 dy0 gq 3/4 
-一 ~ 一 ~ 一 一 Pr . 
x NPri/s Pet 


对 比 公式 (54.4), 我 们 求 出 函数 f(Pr) 的 形式 
f(Pr) = const . Pr3/4， 


其 中 const 是 常数 . 


@ 对 于 各 种 物质 的 实际 热 导 率 值 , 普 朗 特 数 达 不 到 使 这 个 极限 规律 成 立 的 值 . 但 是 , 这 样 的 规律 
可 以 应 用 于 对 流 扩散 , 因为 描述 对 流传 热 的 方程 同样 也 是 描述 对 流 扩 散 的 方程 , 并 且 温 度 起 溶质 浓度 
的 作用 , 热流 起 溶质 流 的 作用 , 而 传 质 普 朗 特 数 定义 为 Pp = v/D, 其 中 D 是 扩散 系数 .例如 , 对 于 水 
溶液 和 类 似 的 液体 , Pp 的 量 级 可 达 103, 而 对 于 黏度 非常 大 的 溶剂 ，Pp 的 量 级 可 达 105 甚至 更 高 . 
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3. 推导 非 均匀 加 热 涡流 中 的 以 下 局 部 关联 函数 之 间 的 关系 : 
Brr = (Ts — Ti)*), Birr = ((v2i 一 Wai)(T2 一 五) 


(A.M. 亚 格 洛 姆 , 1949). 
解 : 所 有 计算 类 似 于 834 中 的 推导 . 除了 函数 Brr 和 BirT, 我 们 引入 辅助 函数 


brr = (Ti1T2), birTT = (viiT1T2), 
并 且 为 了 简化 讨论 , 我 们 考虑 完全 均匀 的 各 向 同性 潢 流 . 于 是 有 : 
Brr = 2(T2) — 2brr, Birr = 4birr (1) 
(因为 流体 是 不 可 压缩 的 , 所 以 平均 值 
(ai = — (vaTiT2), 
而 形 如 (v1i 了 33) 的 平均 值 为 零 ; 可 以 对 比 (34.18) 的 推导 ). 利用 方程 
OE dew 


ot 


计算 导数 


ObrT _ 5 
二 2 十 2XAlbrr. (2) 


根据 各 向 同性 和 均匀 性 , 函数 biTT 具有 以 下 形 式 : 





PiTT = nibrTT (3) 
(其 中 nn 是 "二 72 一 rl 方向 上 的 单位 矢量 ), 而 brTT 和 brr 只 依赖 于 r. 利用 (1) 和 (3)， 
方程 (2) 的 形式 化 为 


= es 一 3 div(nBrrr) — XABrr = 


其 中 引入 量 


2 总 
BrTT) ra Br ( 








20BrT 
Or b 


1 0 
35 页 
p= -到 喜人 2) 
(与 正文 中 引入 的 量 相同 ). 因为 可 以 认为 局 部 涡流 是 定常 的 , 所 以 在 所 得 等 式 中 忽略 导数 
9BrTr/0t. 再 对 7 积分 , 就 得 到 所 需 的 关系 式 (类 似 于 (34.21)): 


Brzr 一 de -3 (4) 
当 7 污 Ao 时 ,含有 X 的 项 很 小 , 而 根据 (54.5), 函数 Brr x r2/3. 于 是 , 从 (4) 有 
BrTT [4 -Sry. 
在 7 之 和 0 的 距离 上 , 我们 有 BrT x 7T?, 而 项 BiTT 可 以 忽略 , 于 是 


1 2 
BrT 守 — 
yf 3x” ed 
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8 55 运动 流体 中 物体 的 加 热 


浸入 静止 流体 中 的 温度 计 所 指示 的 温度 等 于 流体 的 温度 . 如 果 流 体 是 运 
动 的 , 则 温度 计 所 指示 的 温度 略 高 于 流体 的 温度 . 这 是 因为 , 温度 计 表 面 附近 
的 流体 因 内 摩擦 而 减速 从 而 受到 加 热 . 

一 般 问题 可 以 用 以 下 方式 提出 . 设 一 个 任意 形状 的 物体 浸入 运动 流体 中 ， 
经 过 足够 长 时 间 后 达到 了 某 种 热平衡 ， 需 要 确定 这 时 出 现在 它们 之 间 的 温度 
差 TT. 

该 问题 的 解 由 方程 (50.2) 给 出 , 但 是 现在 已 经 不 能 像 方 程 (53.1) 那样 忽 
略 黏 性 项 ; 正 是 黏 性 项 决定 了 我 们 在 这 里 所 关注 的 效应 . 因此 , 对 于 定常 状态 ， 
我 们 有 方程 








DZ/ Ov; Ovk 
Vv:VT = XAT+ 20, ( 半 这 Be 8 (55.1) 


这 里 还 应 当 补 充 流体 本 身 的 运动 方程 (53.3), 严格 地 说 , 还 包括 固体 内 的 热 传 
导 方 程 . 在 物体 热 导 率 足 够 小 的 极限 情况 下 ， 可 以 完全 忽略 物体 中 的 热传导 ， 
从 而 认为 物体 表面 上 每 一 点 的 温度 就 简单 地 等 于 流体 在 该 点 的 温度 ， 而 流体 
的 温度 则 通过 求解 方程 (55.1) 来 获得 , 相应 边界 条 件 是 97/8n = 0, 即 没 有 热 
流通 过 物体 表面 . 相反 , 在 物体 热 导 率 足 够 大 的 极限 情况 下 , 可 以 近似 地 要 求 
物体 表面 上 各 点 的 温度 相同 . 这 时 , 整个 表面 上 的 导数 97V/an 一 般 不 为 零 , 应 
当 仅仅 要 求 通过 物体 整个 表面 的 总 热流 ( 即 97T/Bn 在 整个 表面 上 的 积分 ) 为 
零 即 可 . 在 这 两 种 极限 情况 下 , 物体 的 热 导 率 都 不 显 含 在 问题 的 解 中 ; 我 们 在 
下 面 将 假设 二 者 必 居 其 一 . 

方程 (55.1) 和 (55.3) 包含 常 参量 x, v 和 cj, 此 外 在 方程 的 解 中 还 有 物体 
的 尺寸 ! 和 来 流速 度 UV (温度 差 一 To 现在 不 是 任意 的 参量 , 它 本 身 应 当 通 
过 求解 方程 来 确定 )， 从 这 些 参量 可 以 构成 两 个 独立 的 无 量 纲 组 合 , 我 们 取 它 
们 为 Re 和 Pr. 于 是 可 以 断定 , 所 求 的 温度 差 一 To 等 于 某 个 具有 温度 量 纲 
的 量 (我 们 取 其 为 U3/cy) 乘 以 Re 和 Pr 的 一 个 函数 : 


U? 
T1—7T= f(Re, Pr). (55.2) 


当 和 雷 庄 数 非常 小 时 , 即 当 速度 UV 足够 小 时 , 容易 确定 这 个 函数 的 形式 . 这 
时 , 方程 (55.1) 中 的 wv:VT 远 小 于 xAT, 所 以 方程 (55.1) 简化 为 


vv /oo oY 
多久 二 2c, (六 直 。 (55.3) 


在 物体 尺寸 1 量 级 的 距离 上 , 温度 和 速度 发 生 显著 变化 . 所 以 , 对 方程 (55.3) 
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的 两 边 进行 估计 , 结果 给 出 


X(Ti—-7To) vo 
12 GCp12 


于 是 得 到 结论 : 当 Re 很 小 时 ， 
U2? 
Ti 一 Tb = const: Er (55.4) 


其 中 const 是 与 物体 形状 有 关 的 常数 . 我 们 注意 到 , 温度 差 与 速度 U 的 平方 成 
正比 . 

相反 , 在 Re 很 大 的 极限 情况 下 , 速度 和 温度 只 在 很 薄 的 边界 层 中 才 发 生 
变化 , 这 时 也 可 以 对 (55.2) 中 函数 f(Pr，Re) 的 形式 作出 某 些 一 般 结论 . 设 6 
利 6' 分 别 是 速度 和 温度 有 变化 的 距离 . 6 和 5' 相差 一 个 依赖 于 Pr 的 因子 . 在 
边界 层 中 , 因为 茜 性 而 在 单位 时 间 内 释放 的 热量 由 积分 (16.3) 给 出 . 如 果 折 合 
到 单位 面积 的 物体 表面 , 其 量 级 为 vp(U/6)6 = vpU”5. 另 一 方面 , 这 些 热 量 
应 当 等 于 散失 于 物体 的 热量 , 即 热 流 

二 Ty — 

SN “i 


比较 这 两 个 表达 式 , 我 们 求 出 结果 





U2 
Ri = — APY: (55.5) 
Cp 
因此 , 函数 f 在 这 种 情况 下 也 与 Re 无 关 , 但 它 对 Pr 的 依赖 关系 仍 未 确定 . 


习 题 


1. 设 流体 在 管 壁 温度 Tb 保持 恒定 的 圆 管 中 作 泊 肃 叶 流 动 , 求 流体 中 的 温度 分 布 . 
解 : 在 柱 面 坐标 下 (z 轴 沿 管道 轴线 ), 我 们 有 


r 2 
"== | 
其 中 五 是 平均 流速 . 代入 (55.3), 得 到 方程 


1d (' 宇 ) a 
dry Re Xe | 


在 r= 二 0 处 有 限 , 并 且 在 7 二 民 处 满足 条 件 芽 = To 的 解 为 


pr Tr 
T=-=T i= [= ) |. 
a ( 喜 ) | 
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2. 设 流体 绕 固 体 球 流动 , 雷诺 数 很 小 , 求 轿 体 球 与 流体 之 间 的 温度 差 . 假设 球 的 热 叶 
率 很 大 . 

解 : 取 球 面 坐 标 r, 6, p, 原点 位 于 球 心 , 极 轴 沿 来 流速 度 方 向 . 利用 公式 (15.20) 和 球 
体 绕 流速 度 公 式 (20.9) 计算 张 量 分 量 Bui/Bzk 十 Buk/Bri, 我 们 得 到 方程 (55.3) 在 球面 坐 
标 下 的 形式 


4 2 
-可 (= 逐 ) 十 = (sne 页 ) 一 -4 所 eos’ (3- 人 十 2 十 所 | ， 





72 Or Or r2sin0 00 DO r2 Tr4 T4 
其 中 
:了 一 Sr 2 
4cp 
我 们 寻求 形 如 


2 分 ) cos20 十 g(7) 
的 了 (r， 9)， 在 分 离 出 依赖 于 和 不 依赖 于 8 的 部 分 之 后 , 就 得 到 f 和 g 的 两 个 方程 : 


SR2 6R* 2 
r2 r4 * r6 3 











rf" +2rf’ —6f= -4( 


2 1 1 Re 
于 十 279 十 3 一 一 4 


从 第 一 个 方程 得 到 
1=4( 怠 泥 Rs ciRs 
4r2 信和 1276 7r3 
( 略 去 形 如 const .7? 的 项 , 因为 它 在 无 穷 远 处 不 为 零 ), 于 是 第 二 个 方程 给 出 解 


A /3R Rs R® oR caR 
= -和 (各 374 霹 ) NY 


常量 cl, c2, ca 可 以 根据 以 下 条 件 来 确定 : 





在 r 王 只 处 T= const， / Fr sin0d0=0 


Ep 
在 r=R 处 f(R)=0，g'(R)+ 计 1(R)=0; 
在 无 穷 远 处 应 当 有 T= Tb. 我 们 求 出 


c= PO ts = 76; 


3 
对 于 固体 球 (TI = T(R)) 和 流体 (Tb) 之 间 的 温度 差 , 我 们 求 出 
71 To 一 5Prt 
8 cp 


我 们 指出 , 所 得 到 的 温度 分 布 原 来 还 满足 条 件 : 


在 7 三 下 处 =0, Bp f'(R)= 9g'(R)=0. 


所 以 , 它 同 时 也 是 热 导 率 很 小 的 固体 球 的 同一 个 问题 的 解 . 
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856 自由 对 流 


我 们 在 83 中 已 经 看 到 , 如 果 流 体 在 重力 场 中 处 于 力学 平衡 态 , 则 其 温度 
分 布 应 当 只 取决 于 高 度 z T= 了 T(z). 如 果 温 度 分 布 不 满足 这 个 要 求 , 这 时 它 一 
般 是 三 个 坐标 的 函数 , 则 流体 中 的 力学 平衡 是 不 可 能 的 . 此 外 , 即使 了 = T(z)， 
但 如 果 坚 直方 向 上 的 温度 梯度 指向 下 方 , 并 且 其 大 小 超过 一 定 的 极限 值 ($4)， 
则 力学 平衡 仍然 是 不 可 能 的 . 

力学 平衡 的 破坏 导致 流体 内 部 流动 的 出 现 ， 这 种 流动 使 流体 各 点 的 温度 
趋 于 相同 . 重力 场 中 的 这 种 流动 称 为 自由 对 流 . 

我 们 来 推导 描述 自由 对 流 的 方程 . 假设 流体 是 不 可 压缩 的 , 这 意味 着 假设 
压强 沿 流 体 的 变化 足够 小 , 从 而 可 以 忽略 由 压强 变化 引起 的 密度 变化 . 例如 在 
大 气 中 , 压强 随 高 度 而 变化 , 上 述 假设 的 含义 是 我 们 不 研究 太 高 的 气 柱 , 因为 
在 这 样 的 气 柱 中 , 密度 随 高 度 有 显著 变化 . 至 于 由 流体 的 非 均 匀 加 热 引 起 的 密 
度 变化 , 这 当然 是 不 能 忽略 的 , 正 是 这 样 的 密度 变化 导致 了 引起 对 流 的 力 . 

我 们 把 可 变 的 温度 写 为 T= 十 T' 的 形式 , 其 中 Th 是 某 个 保持 不 变 的 
平均 温度 , 它 是 计算 温度 变化 T' 的 起 点 . 假设 T' 远 小 于 Th. 

我 们 把 流体 的 密度 也 写 为 p= po 十 p' 的 形式 , 其 中 po 保持 不 变 . 因为 温 
度 变化 T' 很 小 , 所 以 由 它 引起 的 密度 变化 p' 也 很 小 , 并 且 可 以 写 出 


/= (如 ) T' = -popT"， (56.1) 
p 
其 中 8 = (8p/8T)s/p 是 流体 的 定 压 体 膨胀 系数 @. 


在 压强 的 表达 式 p = po 十 p' 中 , po 不 是 常量 , 而 是 当 温 度 和 密度 (分 别 等 
于 To 和 po) 保持 不 变 时 与 力学 平衡 态 相 对 应 的 压强 . 它 按 流 体 静 力学 方程 


po = Pog *T + const 三 一 009z 十 const (56.2) 


随 高 度 而 变化 , 其 中 坐标 z 沿 竖 直 向 上 的 方向 计算 . 

在 高 度 为 h 的 流体 柱 中 , 流体 静 力学 压强 的 变化 为 pogh. 该 压强 差 导 致 
pgh/c2 量 级 的 密度 变化 , 其 中 ec 是 声速 ( 见 后 文中 的 (64.4)). 按照 条 件 , 无 论 
与 密度 本 身 相 比 , 还 是 与 温度 变化 所 导致 的 密度 变化 (56.1) 相 比 , 上 述 密度 变 
化 都 必须 小 到 可 以 忽略 . 换言之 , 应 当成 立 不 等 式 


号 < bo, (56.3) 
其 中 8 是 特征 温度 差 . 


@ 我 们 将 认为 8 > 0. 
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我 们 首先 对 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 进行 变换 . 在 重力 场 中 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方 
Ov 
把 7 sk 
在 (15.7) 的 右边 补充 单位 质量 流体 所 受 重力 g， 即 可 得 到 这 个 方程 . 下 面 把 
p= 二 po 十 Pp， Pp 二 po 十 p' 代入 方程 . 精确 到 一 阶 小 量 , 有 
人 


2 0 ， 
Pp po Po po 


或 者 , 再 把 (56.1) 和 (56.2) 代入 , 有 


V vp 
tT 
0 


(v0: Vo=— P+vAv+g 


p 
把 这 个 表达 式 代入 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 并 省 略 po 的 下 标 , 最 终 得 到 
+(v:V)v = -v2 +vAv 一 967 (56.4) 


可 以 证 明 , 在 自由 对 流 中 , 热传导 方程 (50.2) 中 的 恭 性 项 远 小 于 其 余 各 项 ， 
因此 可 以 忽略 该 项 . 于 是 得 到 


元 +v:VT' = xAT.. (56.5) 
方程 (56.4) 和 (56.5) 以 及 连续 性 方程 divv = 0 组 成 描述 自由 对 流 的 封闭 
方程 组 (A. 奥 伯 贝克 , 1879; J. 布 西 内 斯 克 , 1903)®@. 
对 于 定常 流 , 对 流 方程 的 形式 化 为 


/ 
(v:V)v = -We — ghT’ + vAYv, (56.6) 
v.VT' = xAT', (56.7) 
divv =0. (56.8) 


决定 未 知 函 数 w p/p, T' 的 这 五 个 方程 包含 三 个 参量 : v, x 和 98. 此 外 ， 
它们 的 解 还 包含 特征 长 度 h 和 特征 温度 差 9. 现在 没有 特征 速度 , 因为 没有 任 
何 由 其 他 外 部 原因 引起 的 流动 , 整个 流动 都 是 由 流体 非 均 匀 加 热 引 起 的 . 从 这 
些 参量 可 以 构成 两 个 独立 的 无 量 纲 组 合 (我 们 还 记得 , 这 时 应 当 让 温度 具有 特 
别 的 量 纲 , 见 853). 通常 选取 普 朗 特 数 Pr = v/x 和 瑞 利 数 @ 
_ gBeOh’ 

VX 


Ra 





(56.9) 


Q 这 样 的 近似 通常 称 为 布 西 内 斯 克 近 似 , 这 时 在 运动 方程 中 部 分 考虑 密度 扰动 的 影响 (与 重力 有 
关 ), 在 连续 性 方程 中 则 完全 忽略 这 种 影响 . 一 一 译 者 
@ 在 文献 中 还 使 用 格拉 斯 夫 夫 数 Gr = 9Beha/v2 = Ra/ Pr. 
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作为 这 样 的 无 量 纲 组 合 . 
普 朗 特 数 只 依赖 于 流体 物质 本 身 的 性 质 , 瑞 利 数 则 是 这 种 对 流 的 基本 特 
征 数 . 
自由 对 流 的 相似 律 为 
Y= f(T Ra, Pr)， T= 6 人 (一 ， Ra, Pr). (56.10) 


如 果 两 个 流动 的 Ra 和 Pr 相同 , 则 这 两 个 流动 相似 . 人 们 还 用 努 塞 尔 数 表征 
重力 场 中 的 对 流传 热 , 其 定义 仍然 是 (53.7). 努 塞 尔 数 现在 只 是 Ra 和 Pr 的 

对 流 既 可 以 是 层 流 , 也 可 以 是 满 流 . 湛 流 的 出 现 取 决 于 瑞 利 数 一 一 对 流 在 
Ra 非常 大 时 就 变 成 湛 流 对 流 . 


习 题 


1. 在 竖 直 平板 上 出 现 自 由 对 流 , 假设 速度 和 温度 差 仅 在 紧 贴 平板 表面 的 很 薄 一 层 边 
界 层 中 才 显 著 不 为 零 ， 把 确定 努 塞 尔 数 的 问题 化 为 求解 相应 的 常 微分 方程 (也 . 波 尔 豪 森 ， 
1921). 

解 : 在 平板 平面 内 沿 紧 直方 向 取 z 轴 , yy 轴 垂 直 于 平板 ,坐标 原点 位 于 平板 下 缘 . 在 边 
界 层 中 , 压强 沿 9 轴 不 变 ( 见 $39), 所 以 处 处 都 等 于 流体 静 力学 压强 po(z), 于 是 p' = 0. 
在 通常 的 边界 层 精 度 下 , 方程 (56.6) 一 (56.8) 的 形式 化 为 
OvUz O2vz 











Du ee. 
WD = + gB(T — To), 
oT oT yr 
wir TD XE (1) 
Do- Ovy 3 
| 


其 边界 条 件 为 
在 Y= 二 0 处 , Vz = 二 = 二 0, T=TI; 在 y=o0 处 , vz =0,T=Tb 
(TI 是 平板 温度 , Tb 是 远离 平板 处 的 流体 温度 ). 通过 引入 自 变 量 


Gr = 98(T To)h’ 


二 1/4 UV 
=Or pm 2 (2) 


(hh 是 平板 高 度 ), 可 以 把 这 些 方程 化 为 常 微分 方程 . 令 
Gr'2Vig(t), T-T= (7 — 7)0(é), (3) 
则 (1) 中 的 最 后 一 个 方程 给 出 





Vr 三 


vGr1/4 
vy = taza SP 一 3p)， 
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而 前 两 个 方程 给 出 p(E) 和 0(&) 的 方程: 


ld 


gp" +4+3pp — 2p +0=0,，0 +3Prp0 =0. (4) 


从 (3) 和 (4) 可 知 , 边界 层 厚 度 6 ~ (zha/Gr)L4. 使 这 个 解 成 立 的 条 件 6 安 凡 在 Gr 足够 
大 的 情况 下 是 成 立 的 . 
(单位 面积 平板 上 的 ) 总 热流 为 


dx ,, CTrN\1/4 
dz 一 一 了 0(0，Pr)(n — m)( 均 ) 





hh 


y=0 


努 塞 尔 数 
Nu = FLPr)GrL 4， 

其 中 函数 f(Pr) 由 方程 (4) 的 解 给 出 . 

2. 一 股 浸没 的 热气 体 油 流 射流 在 重力 场 影 响 下 发 生 弯曲 , 求 它 的 形状 (T.H. 阿布 拉 
英 维 奇 , 1938). 

解 : 设 T' 是 射流 和 周围 气体 之 间 温 度 差 的 某 个 平均 值 (在 射流 横 截 面 上 取 平 均值 )， 
以 是 射流 中 气体 的 某 个 平均 速度 , 1 是 沿 射流 的 距离 (从 射流 出 口算 起 , 假设 1 远大 于 射流 
出 口 的 尺寸 ). 热流 @ 沿 射流 保持 不 变 的 条 件 为 


Q ~ pcpT'uR? = const, 
又 因为 演 流 射流 的 半径 正比 于 1 ( 见 836), 所 以 
T'ul? = const ~ 人 (1) 
pep 
(我 们 指出 , 如 果 不 考虑 重力 场 , 则 wc 1/1 ( 见 (36.3)), 并 且 从 (1) 可 知 T' cx 1/1). 


通过 射流 横 截面 的 动量 流 矢量 正比 于 pu?R2n ~ gu?l?n (m 是 沿 射流 方向 的 单位 拓 
量 ). 它 的 水 平分 量 沿 射流 保持 不 变 : 


ul? cos 8 = const (2) 


(9 是 n 与 水 平方 向 之 间 的 天 角 ), 竖 直 分 量 的 变化 取决 于 作用 在 射流 上 的 升力 , 而 升力 正 
比 于 
phgT’R? ~ ppgT'l ~ E99. 
Cpu 
所 以 , 我 们 有 
nt sin0) ~ Se (3) 
根据 (2), 由 此 可 知 


dtang 


= 1/2 
ET const :licos /0， 


从 而 最 后 得 到 


8 
db 3 
| ost (4) 
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(bo 给 出 射流 在 出 口 的 方向 ). 
特别 地 , 如 果 角 8 沿 整个 射流 的 变化 不 大 , 则 (4) 给 出 


0 — bo =const.12. 
这 意味 着 , 射流 具有 三 次 抛物 线 的 形状 , 它 对 直线 轨迹 的 偏离 d = const .13. 
3. 一 股 热气 体 潢 流 射流 ( 瑞 利 数 很 大 ) 从 静止 热 物体 上 升 起 , 求 射 流 的 速度 和 温度 随 
高 度 的 变化 规律 ( 找 . B. 泽 尔 道 维 奇 , 1937). 
解 : 与 上 述 情形 一 样 , 射流 的 半径 正比 于 离开 射流 源 的 距离 , 于 是 类 似 于 (1) 有 


T'uz? = const, 


而 取代 (3) 的 是 
(2z27) IS co 
(z 是 从 物体 算 起 的 高 度 , 假设 它 远 大 于 物体 的 尺寸 ). 对 最 后 这 个 方程 进行 积分 , 求 出 


-1/3 
UXKZ se 


对 于 温度 则 相应 地 求 出 
.dt 
4. 题目 同上 , 但 射流 改 为 自由 升 起 的 层 流 对 流 射 流 ( 找 .BB. 泽 尔 道 维 奇 , 1937). 
解 : 除了 表示 热流 保持 不 变 的 关系 式 
T'’uR? = const， 
我 们 还 有 得 自 方程 (56.6) 的 关系 式 
2 
wr 
从 这 些 关 系 式 求 出 射流 的 半径 、 速 度 和 温度 随 高 度 的 以 下 变化 规律 ; 
RexVz, u=const, Tc i 
我 们 指出 , 瑞 利 数 
Racx TR cx Vz 


随 高 度 的 增加 而 增加 , 所 以 射流 在 某 个 高 度 上 会 变 为 江 流 . 
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在 流体 和 固 壁 具 有 给 定 相对 位 置 的 情况 下 , 如 果 逐 渐 增 加 瑞 利 数 , 则 流体 
的 静止 状态 终 将 变 得 对 任何 小 扰动 都 不 稳定 @, 结果 就 会 出 现 对 流 , 并 且 从 天 


外 不 要 把 这 种 不 稳定 性 与 在 8 28 中 讨论 过 的 对 流 不 稳定 性 混为一谈 ! 
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止 流体 中 的 纯 热传导 方式 向 对 流 方式 的 转变 是 连续 的 . 所 以 , 努 塞 尔 数 对 Ra 
的 依赖 关系 在 这 个 转变 中 不 发 生 间 断 , 只 发 生 偏 折 . 

为 了 从 理论 上 确定 临界 值 Racr, 应 当 按 照 已 经 在 8$26 中 阐述 过 的 方法 进 
行 分 析 . 我 们 在 这 里 对 上 述 情况 重复 这 一 分 析 过 程 . 

把 T' 和 ?表示 为 


T=T+7, p=p+pw (57.1) 


的 形式 , 其 中 TG 和 po 是 静止 流体 的 相应 参量 , 而 r 和 w 是 扰动 .1 和 pb 满 
足 方程 
2 4 
A = 2 = po = pgpTe. 

从 第 一 个 方程 得 到 7T% = 一 Az, 其 中 4 是 常量 ; 在 我 们 所 关心 的 从 下 部 加 热流 
体 的 情况 下 , 该 常量 4 > 0. 

在 方程 (56.4), (56.5) 中 , wv ( 未 受 扰动 的 速度 为 零 ), r 和 w 是 小 量 . 忽略 
二 次 项 并 认为 扰动 对 时 间 的 依赖 关系 表现 为 e-i%t, 我 们 得 到 方程 





—iwv = —Vw+ vAv 一 Brg, 
一 iT 一 Av; = XAT， 
divv = 0. 
最 好 把 这 些 方程 写 为 无 量 纲 形式 , 为 此 引入 其 中 所 有 量 的 度量 单位 : 对 于 长 


度 、 频 率 、 速 度 、 上 压强 和 温度 , 这 分 别 是 h, v/R?, v/h, pv?/h? 和 Ahv/x. 在 
本 节 下 文中 (包括 习题 ), 所 有 字母 均 表 示 相 应 的 无 量 纲 量 . 方程 的 形式 变 为 


—iwv = 一 VU 十 Av 十 Rarn, (57.2) 
一 iuTPr = AT 十 V， (57.3) 
divuo =0 (57.4) 


(n 是 z 轴 方 向 上 的 单位 矢量 , 它 竖 直 向 上 ). 这 里 明显 出 现 无 量 纲 参数 Ra 和 
Pr. 如 果 与 流体 接触 的 固体 表面 保持 恒定 的 温度 ， 则 在 这 部 分 表面 上 应 当成 
立 条 件 @ 

Y=0, =0. (57.5) 


@ 我 们 考虑 与 理想 传 热 壁 面相 对 应 的 最 简单 的 边界 条 件 . 当 壁 面 的 热 导 率 有 限时 , 在 方程 组 中 还 
应 当 补 充 壁 面 中 的 热传导 方程 。 我 们 也 不 考虑 流体 具有 自由 面 的 情况 ， 在 这 样 的 情况 下 ， 严 格 地 说 ， 
应 当 考 虑 由 扰动 导致 的 自由 面 变形 , 以 及 由 此 产生 的 表面 张力 . 
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方程 (57.2) 一 (57.4) 和 边界 条 件 (57.5) 确定 了 频率 w 的 本 征 频谱 . 如 果 
Ra < Racr, 则 其 虚 部 7 = Imw < 0, 所 以 扰动 衰减 .临界 值 Racr 就 是 ( 当 Ra 
增加 时 ) 最 先 出 现 满足 条 件 Y > 0 的 频率 本 征 值 的 那 一 个 Ra 值 . 当 Ra = Racr 
时 , 7 值 穿 过 零点 . 

静止 流体 的 对 流 不 稳定 性 问题 具有 以 下 特征 : 所 有 本 征 值 iw 都 是 实数 ， 
使 得 扰动 单调 衰减 或 增强 , 没有 振荡 . 所 以 , 静止 流体 失 稳 所 导致 的 稳定 运动 
是 定常 的 . 对 于 流体 充满 封闭 带 状 区 域 并 且 在 壁面 上 满足 边界 条 件 (57.5) 的 
情况 , 我 们 来 证 明 这 个 结论 @. 

让 方程 (57.2) 和 (57.3) 分 别 乘 以 w* 和 7*, 然后 沿 带 状 区 域 积 分 . 对 vw*. Aw 
和 r*Ar 这 两 项 作 分 部 积分 @, 并 注意 到 边界 条 件 使 区 域 边 界 上 的 积分 为 零 ， 
我 们 得 到 

-iw loav = /Clrotwh + Rarv:)av, 
(57.6) 

一 iwPr / |rl2dy = five +7*vVz)dV. 


取 这 些 等 式 的 复 共 轿 并 与 原来 的 等 式 相 减 , 我 们 求 出 
-本 / v2 dV = Ra Ff Ce 
i) jf rav = — W (Rs 一 
最 后 , 第 二 个 等 式 乘 以 Ra 并 与 第 一 个 等 式 相 加 , 得 到 
Rew /op 十 Ra Prl7|?)dV = 0. 


因为 积分 恒 为 正 , 这 就 是 所 需 结果 Rew = 0@. 我 们 指出 , 4 < 0 (流体 受热 上 


QO 我 们 按照 B. C. 索 罗 金 (1953) 的 结果 给 出 这 个 推导 过 程 和 下 面 的 变 分 原理 表述 . 
@ 利用 等 式 
v":AV=—v". rotrotv = div(v" x rot v) — |rot wl?, 
T"AT = div(7*V7) — |v7|?, 


Uv: Vw = div(wv)., 


@ 从 数学 观点 看 , 上述 推 导 归结 为 证 明 方 程 组 (57.2) 一 (57.4) 的 自 共 思 性 .从 物理 观点 看 , 可 以 
用 以 下 方法 来 解释 导致 这 个 结果 的 原因 . 设 一 个 流体 微 元 受到 扰动 后 开始 移动 ,例如 向 上 移动 . 它 在 
移动 到 周围 流体 温度 稍 低 的 地 方 后 会 因为 热传导 而 冷却 , 但 仍然 比 周围 介质 更 热 ， 所 以 , 作用 在 流体 
微 元 上 的 浮力 指向 上 方 , 它 将 继续 沿 原 方向 运动 .至 于 究竟 是 减速 运动 还 是 加 速 运动 ， 则 取决 于 温度 
梯度 与 各 种 耗 散 系 数 之 间 的 关系 . 无 论 那 一 种 情况 , 都 不 会 出 现 振动 , 因为 没有 “回复 力 ". 我 们 指出 ， 
当 存 在 自由 面 时 , 回复 力 会 由 于 表面 张力 而 出 现 ， 因 为 表面 张力 使 已 经 变形 的 表面 有 变 平 的 趋势 ， 而 
在 考虑 这 种 力 时 , 上述 结论 已 经 不 再 成 立 . 
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升 ) 在 形式 上 对 应 着 Ra < 0, 这 时 积分 可 以 为 零 , 于 是 iw 可 以 是 复数 . 
我 们 回 到 等 式 (57.6). 现在 让 第 二 个 等 式 乘 以 Ra, 然后 与 第 一 个 等 式 相 
加 , 就 得 到 增长 率 7 = -iw 的 以 下 表达 式 : 


-了 二 二， (57.7) 
其 中 J 入 表示 积分 


J = /ea v)* + Ra(V7T)? 一 2Raruz] dV, 
(57.8) 
N= fe 十 Ra Prr2) dy 


(假设 v 和 7 是 实 函数 ). 众所周知 , 自 共 思 线 性 微分 算 子 的 本 征 值 问 题 具 有 变 
分 表述 , 这 种 表述 恰好 基于 形 如 (57.7), (57.8) 的 表达 式 . 把 J 和 看 做 函数 v 
和 的 泛 函 ,要求 J 在 divv=0 和 N=1 的 附加 条 件 下 具有 极 值 , 后 者 起 “ 归 
一 化 条 件 ” 的 作用 . 按照 变 分 学 一 般 法 则 , 我 们 组 成 变 分 方程 


8J 二 75N 一 1/ 2 5(divv)dyY = 0, (57.9) 


其 中 的 常量 YY 和 函数 w(r) 起 待定 的 拉 格 朗 日 乘 子 的 作用 . 如 果 计 算 其 中 的 变 
分 (这 时 要 进行 分 部 积分 并 考虑 边界 条 件 (57.5)), 再 让 独立 变 分 5v 和 67 的 相 
应 表达 式 为 零 , 则 确实 得 到 方程 (57.2), (57.3)， 从 这 样 提出 的 变 分 问题 计算 出 
J 值 后 , 按照 (57.7) 就 得 出 -7 = -六 的 最 小 值 , 即 增强 (或 衰减 一 一 这 取决 于 
? 的 符号 ) 速度 最 快 的 扰动 的 增长 率 . 

根据 其 推导 过 程 的 含义 , 临界 值 Racr 确定 了 相对 于 无 穷 小 扰动 的 稳定 性 
边界 . 但 是 , 对 静止 流体 对 流 稳定 性 问题 的 研究 表明 , 该 临界 值 同 时 也 是 对 任 
何 有 限 扰动 的 稳定 性 边界 @. 换言之 , 当 Ra < Racr 时 , 除了 静止 状态 , 运动 方 
程 没有 任何 不 随时 间 衰 减 的 解 . 我 们 来 证 明 这 个 结论 (B.C. 索 罗 金 , 1954). 

对 于 有 限 扰 动 , 运动 方程 应 当 写 为 以 下 形式 : 

0 


=—Vw+Av+ Rarn— (vv)v, 


Pr 元 一 AT 十 xz — Prv.:Vr7, 


它们 与 (57.2), (57.3) 的 区 别 在 于 非 线 性 项 . 对 于 这 些 方程 , 我 们 可 以 完全 重复 
从 方程 (57.2), (57.3) 推导 关系 式 (57.6), (57.7) 的 上 述 过 程 . 根据 等 式 divo = 0， 


(57.10) 


@ 说 到 扰动 强度 有 限 , 我 们 在 这 里 是 指 对 于 这 种 扰动 在 方程 (56.4), (56.5) 中 不 能 忽略 非 线性 项 ， 
但 为 推导 这 些 方程 而 提出 的 那些 条 件 这 时 仍然 成 立 . 
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非 线 性 项 化 为 散 度 形式 : 
v:(v:V)v = div (到 TU VT = dv (F*) 


从 而 在 积分 后 消失 . 所 以 , 我 们 最 后 得 到 关系 式 


它 与 等 式 (57.7) YN = 一 J 的 区 别 仅 仅 在 于 , 乘积 YN 现在 被 改 为 对 时 间 的 导 
数 . 根据 上 述 变 分 原理 , 对 于 任何 函数 v 和 7 都 有 一 J < NN, 所 以 
dN(t) 
dt 





< 27Y1.N(t), 


从 而 
N(t) < N(0) ent. (57.11) 


但 是 , 在 临界 值 以 下 (Ra < Racr), 根据 线性 理论 得 到 的 包括 最 大 增长 率 六 在 
内 的 所 有 增长 率 都 是 负 的 . 所 以 从 (57.11) 可 知 , 当 t 二 0o0 时 N(t) 一 0, 又 因 
为 N 中 的 被 积 函 数 严格 为 正 , 所 以 函数 v 和 7 本 身 也 趋 于 零 . 

回 到 计算 Racr 的 问题 . 因为 所 有 本 征 值 i 都 是 实数 , 所 以 当 Ra = Racr 
时 成 立 的 等 式 7 = 0 意味 着 w = 0. 于 是 , 临界 值 Rae. 可 以 定义 为 方程 组 


Am 一 VuwU 十 Ra77m = 0, 
AT = 一 Uz， (57.12) 
divv 二 0 


中 的 参数 Ra 的 最 小 本 征 值 (这 个 问题 也 有 变 分 表述 , 见习 题 2). 我 们 注意 到 ， 
无 论 是 方程 (57.12) 本 身 , 还 是 它们 的 边界 条 件 , 都 不 含有 普 朗 特 数 Pr. 所 以 ， 
对 于 具有 相对 给 定位 置 的 流体 和 固体 ,由 这 些 方程 和 条 件 确定 的 临界 瑞 利 数 
也 不 依赖 于 组 成 流体 的 物质 . 

最 简单 同时 在 理论 上 又 很 重要 的 一 个 问题 ， 是 关于 两 块 无 穷 大 水 平平 板 
之 间 的 流体 层 在 平板 温度 维持 恒定 且 上 板 温度 更 低 条 件 下 的 稳定 性 问题 @. 

为 了 求解 这 个 问题 , 最 好 把 方程 组 (57.12) 化 为 一 个 方程 @. 对 第 一 个 方 
程 应 用 算 子 rotrot = V div -A, 然后 取 其 z 分 量 并 使 用 其 余 两 个 方程 , 得 到 


Asar = Ra A27 (57.13) 
@ 这 个 问题 最 先是 由 贝 纳 尔 通过 实验 提出 的 〈H. 贝 纳 尔 ，1900), 瑞 利 也 从 理论 上 研究 过 ( 瑞 利 ， 


1916). 
@ 珀 柳 和 索 思 韦 尔 证 明了 这 个 问题 中 的 iw 是 实数 (A. 珀 柳 , R.V. 索 思 韦 尔 , 1940). 
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(其 中 As = 92/8r2 + 92/8y2 是 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 ). 两 块 平 板 上 的 边界 条 件 为 : 


在 z=0, 1 处 77=0，vu=0， 0 
(根据 连续 性 方程 , 后 者 等 价 于 条 件 : 对 于 所 有 z, y 均 有 wz = 如 = 0). 根据 
(57.12) 中 的 第 二 个 方程 , 关于 w 的 条 件 可 以 替换 为 关于 7 的 高 阶 导数 的 条 件 : 


O27 O37 42 Or 


Bi Bi "~" 
我 们 寻求 以 下 形式 的 7: 
r= f(z)pls, W, v="" (57.14) 


(其 中 大 是 zy 平面 上 的 矢量 ), 并 且 对 于 f(z) 得 到 方程 


dz2 
这 个 方程 的 通 解 为 函数 cosh jz 和 sinh wz 的 线性 组 合 , 这 里 


d2 有 
( 京 -局 ) f+Rak*:f=0. 


2 Ss k2 SN Ra!/3k2/311/3, 


并 且 取 三 个 不 同 的 根 13. 该 线性 组 合 的 系数 取决 于 边界 条 件 , 由 此 引出 一 组 
代数 方程 , 其 相 容 条 件 给 出 一 个 超越 方程 , 它 的 根 就 定 出 依赖 关系 有 k=, (Ra)， 
n 二 1, 2, …. 反 函 数 Ra = Ran(k) 在 大 取 某 些 确定 值 时 有 极 小 值 , 这 些 极 小 
值 中 的 最 小 值 即 给 出 临界 值 RaeG. 它 等 于 1708, 并 且 以 1/h 为 度量 单位 时 
的 相应 波 数值 为 ker = 3.12 (H. 杰 弗 里 斯 , 1928). 

因此 , 如 果 厚 度 为 疡 的 水 平流 体 层 具有 向 下 的 温度 梯度 4, 则 这 层 流体 在 
以 下 条 件 下 是 不 稳定 的 @: a 

9 


eh (57.15) 
VX 


当 Ra > Racr 时 , 在 流体 中 会 出 现 定常 对 流 , 这 种 运动 在 zy 平面 上 是 周期 性 


在 以 下 书 中 可 以 找到 计算 细节 : Tepmyam 了 .3.，?KyxoaxrKn 痢 E. M，KonBeKkmHBHan yCTOMdH- 
BOCTb HecxkKHMaeMo 首 KHIKOCTH. MocKkBa: Hayra, 1972 (Gershuni G. 2Z., Zhukhovitskii E. M. Convective 
Stability of Incompressible Fluids. Jerusalem: Keter, 1976)， 还 可 以 参考 在 114 页 提 到 的 钱 德 拉 塞 卡 的 
书 以 及 德 拉 津 和 雷 德 的 书 . 

@ 当 4 给 定时 , 该 条 件 对 于 足够 大 的 h 总 是 成 立 的 ， 为 了 避免 误解 , 应 当 注 意 这 里 所 讨论 的 厚 
度 h 应 当 使 得 由 重力 场 造成 的 流体 密度 变化 无 关 紧 要 , 所以, 这 个 判 据 不 适用 于 较 高 的 流体 柱 . 在 这 
种 情况 下 应 当 使 用 在 84 中 得 到 的 判 据 ， 从 这 个 判 据 可 以 看 出 , 只 要 温度 梯度 不 是 过 大 ， 则 无 论 流体 
柱 高 度 如 何 , 都 不 会 出 现 对 流 . 
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的 . 两 块 平板 之 间 的 全 部 空间 分 为 诸多 互相 靠近 的 同样 的 单元 , 每 个 单元 内 的 
流动 都 沿 封闭 迹 线 进行 , 流体 不 会 从 一 个 单元 流 进 另 一 个 单元 . 这 些 单元 在 边 
界面 上 形成 某 种 栅 格 ©. 临界 值 ke* 确定 了 栅 格 的 周期 , 而 不 是 它 的 对 称 图 案 . 
线性 运动 方程 允许 (57.14) 中 的 函数 p(z, y) 具有 任何 形式 , 只 要 它 满足 方程 
(Az -ki2)p = 0. 在 线性 理论 的 范围 内 无 法 消除 这 种 不 确定 性 . 看 来 , 应 当 实 现 
某 种 “二 维 " 运动 结构 , 使 得 在 zy 平面 上 只 有 一 维 周 期 性 一 一 在 该 平面 上 只 有 
一 族 平 行 条 带 @. 


习 题 


1. 设 竖 直 放 置 的 柱状 圆 管 内 充满 流体 , 沿 管 轴 方向 维持 恒定 的 温度 梯度 . 在 以 下 情况 
下 求 流体 中 出 现 对 流 所 对 应 的 临界 瑞 利 数 : (a) 管 壁 理想 传 热 ; (b) 管 壁 绝热 (T. A. 奥 斯 特 
罗 乌 莫 夫 , 1846). 

解 : 我 们 寻求 方程 (57.2) 一 (57.4) 的 解 , 使 对 流速 度 内 处 处 指向 管 轴 (z 轴 ) 方向 ,而 
整个 流动 图 像 沿 管 轴 不 变 , 即 v. = uw, T, Buu/Bz 这 些 量 只 依赖 于 管道 横 截面 上 的 坐标 鳃 . 
方程 的 形式 为 

训 = 0， 2 =0， A2v = 一 RaT 十 2 A2zT =% 
( 瑞 利 数 Ra = gBAR/xv, 其 中 已 是 管道 半径 ). 从 前 三 个 方程 可 知 Bw/B8z = const, 再 利 
用 其 余 方 程 消去 T, 得 到 
A2v = Rav. 
在 管 壁 上 (r 二 1) 应 当成 立 条 件 v 二 0, 以 及 条 件 T = 二 0 (情况 (a)) 或 9r/6r =0 (情况 (b)). 
此 外 , 通过 管道 横 截 面 的 总 流量 应 当 等 于 零 . 

方程 具有 形 如 cosmp.Jn(kr)，cosmp :In(kr) 的 解 ,其 中 Jn, In 是 实 变 量 贝 塞 尔 函 数 
和 虚 变 量 贝 塞 尔 函 数 , k= 二 Ra; r, 9 是 管道 横 截 面 上 的 极 坐 标 . 当 对 流 开始 出 现时 , 相应 
的 解 具有 最 小 的 Ra 值 . 结果 表明 , 这 样 的 解 对 应 n= 1: 


v= vo cosgp[Ji(kr)L(k) — (kr)Ji(k)), 


Et a Cos Plli(kr)D(k) + Hi(kr)Ji(k)] 





@ 这 种 具有 楼 格 结构 的 定常 周期 对 流 称 为 贝 纳 尔 对 流 . 一 一 译 者 

@ 理论 分 析 指出 , 在 略 大 于 Racr 的 区 域内 , 只 有 这 种 结构 相对 于 小 扰动 是 稳定 的 ;“ 三 维 " 棱柱 
结构 是 不 稳定 的 ,实验 结果 特别 依赖 于 实验 条 件 (包括 容器 侧 壁 的 形状 和 尺寸 ), 并 且 不 是 单 值 的 . 在 
许多 情况 下 观察 到 的 三 维 六 边 形 结构 看 来 与 上 部 自由 面 上 表面 张力 的 影响 有 关 , 也 与 流体 黏度 对 温度 
的 依赖 关系 有 关 (在 上 述 理 论 中 当然 把 慕 度 v 当做 常量 ). 

@@ 方程 还 具有 沿 z 轴 的 周期 解 , 其 中 包含 因子 e**. 但 是 , 所 有 这 些 解 都 给 出 更 高 的 临界 值 Raer. 
我 们 注意 到 , 所 考虑 的 解 对 应 上 = 0, 它 还 满足 精确 的 ( 非 线 性 ) 方程 (57.10), 因为 非 线 性 项 (o.V)v 
和 ww. Vr 恒 等 于 零 . 
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(并 且 梯 度 Bao/Bz = 0). 由 这 些 公式 描述 的 运动 相对 于 通过 管 轴 的 一 个 竖 直 平面 是 反对 称 
的 , 这 个 平面 把 流动 区 域 分 为 两 部 分 : 流体 在 一 部 分 区 域 中 下 降 , 而 在 另 一 部 分 区 域 中 上 
升 . 上 述 解 满足 在 7 二 1 处 二 0 的 条 件 . 在 情况 (a) 中 , 条 件 了 = 0 导致 方程 1(k) = 0， 
它 的 最 小 根 给 出 临界 值 Racr = 有 ia 二 216. 在 情况 (b) 中 , 条 件 97/Br = 0 导致 方程 
Jo 有 , Jo(k) _ 2 
Ji(k) Ti1(k) 有 
这 个 方程 的 最 小 根 给 出 Racr = 68. 
2. 对 于 由 方程 (57.12) 确定 的 关于 Ra 的 本 征 值 问题 , 给 出 相应 变 分 原理 的 表述 . 
解 : 为 了 让 方程 (57.12) 具有 更 对 称 的 形式 ,我们 引入 新 函数 二 二 VRaT 来 代替 T, 即 
再 次 改变 温度 的 度量 单位 . 于 是 ， 


VRazn = Vw — Av, VRav: = 一 AF， divv=0. 
采用 推导 (57.7) 的 做 法 , 我 们 得 到 VRa = J/N, 其 中 
T= 3 /leet v) + (V7)]dV, N= /wa 
(容易 证 明 积分 N 为 正 , 只 要 把 它 化 为 Va [ va?ay 的 形式 即 可 ). 变 分 原理 可 以 表述 


为 : 在 divv= 二 0 和 NN 二 1 的 附加 条 件 条 件 下 求 J 的 极 值 . J 的 最 小 值 给 出 VRa 的 最 小 
本 征 值 . 


< 过 
湛 项 
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在 前 面 的 所 有 论述 中 一 直 假 设 流 体 按照 其 组 成 是 完全 均匀 的 . 如 有 果 我 们 
要 研究 混合 流体 , 并 且 其 组 成 沿 空间 而 改变 , 则 流体 动力 学 方程 会 有 重要 变化 . 

我 们 仅 限 于 研究 双 组 元 混合 流体 . 我 们 将 用 浓度 c 描述 混合 流体 的 组 成 ， 
它 被 定义 为 给 定 体 微 元 内 混合 流体 一 种 组 元 的 质量 与 这 部 分 流体 总 质量 之 比 . 

流体 中 的 浓度 分 布 一 般 随 时 间 而 变化 . 浓度 的 变化 有 两 种 方式 . 其 一 , 当 
流体 有 宏观 运动 时 , 任何 给 定 的 流体 微 元 都 作为 一 个 整体 而 运动 , 其 组 成 保持 
不 变 . 流体 的 纯 机 械 混合 就 是 通过 这 种 方式 实现 的 , 这 时 虽然 每 一 个 运动 流体 
微 元 的 组 成 保持 不 变 , 但 是 在 空间 中 每 一 个 给 定 的 静止 点 , 流体 的 浓度 会 随时 
间 变 化 . 如 果 不 考虑 可 能 同时 发 生 的 热传导 过 程 和 内 摩擦 过 程 , 则 这 样 的 浓度 
变化 是 热力 学 可 逆 过 程 , 并 不 导致 能 量 耗 散 . 

其 二 , 组 成 的 变化 可 以 通过 物质 的 分 子 输 运 来 实现 , 这 时 物质 从 一 个 流体 
微 元 同 男 一 个 流体 微 元 输 运 . 这 种 直接 改变 每 一 个 流体 微 元 组 成 的 浓度 均匀 
化 过 程 称 为 扩散 . 扩散 是 不 可 逆 过 程 , 并 且 与 热传导 和 黏 性 一 样 , 是 混合 流体 
中 能 量 耗 散 的 原因 之 一 . 

我 们 用 字母 p 表示 流体 的 整体 密度 . 对 于 流体 的 整体 质量 , 连续 性 方程 保 
持 以 前 的 形式 : 

Op 
t 

它 表 示 , 某 区 域 中 的 流体 总 质量 只 能 因为 流体 流入 或 流出 该 区 域 而 发 生变 化 . 
必须 强调 , 对 于 混合 流体 , 严格 而 言 应 当 重 新 定义 速度 这 个 概念 本 身 . 既然 已 
经 写 出 形 如 (58.1) 连续 性 方程 , 我 们 其 实 已 经 把 速度 定义 为 单位 质量 流体 的 


+ div(pv) = 0. (58.1) 
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总 动量 , 这 与 以 前 的 定义 一 致 
纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 (15.5) 也 保持 不 变 . 现在 推导 混合 流体 的 其 余 流体 动 
力学 方程 . 
假如 没有 扩散 , 则 每 一 个 给 定 流体 微 元 的 组 成 在 其 运动 过 程 中 保持 不 变 ， 
这 意味 着 全 导数 dc/dt 应 当 为 零 , 即 成 立方 程 
de _ oc 
dt ot 
利用 (58.1), 可 以 把 这 个 方程 写 为 


ed + div(pcv) = 0, 
即 写 为 混合 流体 中 一 种 组 元 的 连续 性 方程 的 形式 (pc 是 单位 体积 混合 流体 中 
该 组 元 的 质量 ). 再 写 为 积分 形式 : 


员 | pear = -focwas; 
这 表明 , 某 区 域内 给 定 组 元 质量 的 变化 率 等 于 穿 过 该 区 域 边 界面 的 运动 流体 
所 输 运 的 该 组 元 质量 
存在 扩散 时 , 除了 该 组 元 的 物质 流 pev, 还 有 另 一 个 物质 流 也 会 导致 泥 合 
流体 中 的 物质 输 运 , 即使 流体 在 整体 上 没有 运动 时 也 是 如 此 . 设 i 是 这 种 扩散 
流 的 密度 , 即 单位 时 间 内 因为 扩散 而 穿 过 单位 面积 的 上 述 组 元 的 质量 @. 于 是 ， 
对 于 某 区 域内 这 种 组 元 质量 的 变化 率 , 我 们 有 


员 /pear = ovar- fiar, 


或 者 在 微分 形式 下 有 


十 V+Vce=0. 





2 =—div(pcev) — divi. (58.2) 
利用 (58.1), 可 以 把 混合 流体 中 一 种 组 元 的 这 个 连续 性 方程 写 为 以 下 形式 : 
p (有 +v: ve) = (58.3) 


为 了 再 推导 一 个 方程 , 我 们 重复 549 中 的 做 法 . 我 们 注意 到 , 流体 的 热力 
学 量 现在 也 是 浓度 的 函数 . 在 通过 运动 方程 计算 导数 


0 /pv 
mT) 


@ 两 种 组 元 的 物质 流 密度 之 和 应 当 等 于 pv， 所 以 , 如 果 一 种 组 元 的 物质 流 密度 是 pcw + i 则 另 
一 种 组 元 的 物质 流 密度 是 p(1 一 c)v 一 
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时 ($49), 我 们 必须 完成 的 步骤 包括 对 pe/68t 和 一 v .Vp 进行 变换 . 这 个 变换 现 
在 有 所 不 同 , 因为 内 能 和 烩 的 热力 学 关系 式 包含 与 浓度 的 征 分 有 关 的 附加 项 : 


de 一 了 ds 十 万 dp 十 Hadc 


du 一 了 ds 十 Fdp+hdo 


其 中 j 是 按照 相应 方式 定义 的 混合 流体 化 学 势 PS. 因此 , 在 导数 p89e/6t 中 现 
在 出 现 一 个 附加 项 py 8c/Gt. 如 果 把 第 二 个 热力 学 关系 式 写 为 


dp=pdw—pTds— phudc 


的 形式 , 我 们 就 看 出 , 项 -v.:Vp 包含 一 个 附加 项 pp :Vc.， 所 以 , 在 表达 式 
(49.3) 中 应 当 补 充 
pk ( to-ve) = —jdivi. 


+p7 ( 完 tw-vs) -ol tdivg— pdivi (58.4) 
我 们 在 这 里 把 -kVT 改写 为 某 个 热流 g, 它 既 可 以 依赖 于 温度 梯度 , 也 可 以 依 
赖 于 浓度 梯度 ( 见 下 一 节 ). 我 们 把 等 式 右边 最 后 两 项 之 和 写 为 


divgq— jdivi= div(g — 1)++i: Vy. 
根据 g 的 定义 , (58.4) 中 散 度 算 子 下 的 表达 式 


v? ” 
pv —V:o 十 9 


@ 由 热力 学 可 知 ( 见 第 五 卷 885), 对 于 双 组 元 混合 流体 ， 
de=Tds—pdV 十 Ha dni 十 Ha dn2, 


式 中 ml, ma 是 单位 质量 混合 流体 中 两 种 组 元 的 粒子 数 ， 而 ji, js。 是 这 些 组 元 的 化 学 势 ， 粒 子 数 ni 
和 nz 满足 关系 式 nimi 十 nz2mz = 1 式 中 ml, ma 是 这 两 种 粒子 的 质量 ， 如 果 引 入 浓度 c = nimi 
作为 变量 , 我 们 就 得 到 
de=Tds 一 pdV 二 (从 一 笃 ) dc, 
731 m2 
与 正文 中 的 关系 式 进 行 比较 , 我 们 看 到 , 所 用 化 学 势 4 与 通常 的 化 学 势 jv), pa 之 间 的 关系 为 
Hi1 er 辐 


cr 
m m2 
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是 流体 中 的 总 能 流 . 第 一 项 是 与 流体 的 整体 运动 有 关 的 可 逆 能 流 , 而 后 两 项 之 
和 -5:a'+g 是 不 可 道 能 流 . 当 不 存在 宏观 运动 时 , 与 黏 性 项 有 关 的 能 流 w'cr 
消失 , 于 是 热流 就 是 gq. 


能 量 守 恒定 律 方程 为 
天 (使 + =-im| 四 (本 +oj-ww+ 台 ， (58.5) 
从 (58.4) 减 去 这 个 方程 , 即 得 所 求 的 方程 
pT (有 +v: vs) 一 oe —div(g — Ji) 一 和 VLh, (58.6) 


它 是 前 述 方程 (49.4) 的 推广 . 

于 是 , 对 于 混合 流体 , 我 们 得 到 了 封闭 的 流体 动力 学 方程 组 . 此 方程 组 的 
方程 数目 比 纯 流体 情形 多 一 个 , 因为 增加 了 一 个 未 知 函 数 一 一 浓度 . 这 些 方程 
是 : 连续 性 方程 (58.1), 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 , 混合 流体 一 种 组 元 的 连续 性 方程 
(58.2), 以 及 确定 烂 变 化 的 方程 (58.6). 但 是 应 当 注 意 , 方程 (58.2) 和 (58.6) 在 
本 质 上 暂时 只 确定 了 相应 流体 动力 学 方程 的 形式 , 因为 其 中 含有 未 定 的 量 : 物 
质 流 i 和 热流 gq. 只 有 用 浓度 梯度 和 温度 梯度 表示 出 i 和 gq, 这 些 方程 才 是 确 
定 的 , 相应 表达 式 将 在 §59 中 获得 . 

关于 流体 总 炉 变 化 率 的 计算 完全 类 似 于 849 中 的 计算 (用 (58.6) 代替 
(49.4)), 结果 是 


0 5 (q— 1i):vT -/Y 
x | oady = 73 dV 二 dV 十 (58.7) 


(为 简洁 起 见 , 我 们 没有 写 出 黏 性 项 ) 
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扩散 流 i 和 热流 g 之 所 以 产生 , 是 因为 在 流体 中 存在 浓度 梯度 和 温度 梯 
度 . 这 时 不 应 当 认 为 i 只 依赖 于 浓度 梯度 , 而 g 只 依赖 于 温度 梯度 . 相反 , 它们 
中 的 每 一 个 一 般 而 言 都 依赖 于 这 两 个 梯度 . 

如 果 浓 度 梯度 和 温度 梯度 不 大 , 就 可 以 认为 和 gq 是 Vu 和 VT 的 线性 
函数 (gqg 和 it 在 V 和 VT 给 定 的 条 件 下 与 压强 梯度 无 关 , 其 理由 已 经 在 849 
中 指出 , 那里 对 g 进行 了 讨论 ). 因此 , 我 们 把 i 和 q 写 为 4 的 梯度 和 工 的 梯 
度 的 线性 函数 : 

一 一 CCV1 一 5VT， 
三 一 0V1 一 TVT 十 11. 
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系数 B 和 6 之 间 有 一 个 简单 的 关系 , 这 是 动 理 系数 对 称 原理 的 推论 . 这 个 
一 般 原理 的 内 容 如 下 ( 见 第 五 卷 8120). 考虑 某 一 个 封闭 系统 , 设 zi, zz,… 是 
表征 其 状态 的 某 些 量 . 它们 的 平衡 值 可 由 下 述 事实 确定 : 在 统计 平衡 态 下 , 整 
个 系统 的 焙 5 应 当 具 有 最 大 值 , 即 应 当成 立 Xu = 0, 其 中 X。 表示 以 下 导数 : 
_ 05 
Oza 
假设 系统 处 于 近 平 衡 态 , 这 意味 着 所 有 的 zo 与 其 平衡 值 相差 很 小 , 而 量 X。 很 
小 . 在 系统 中 将 出 现 使 它 趋 于 平衡 态 的 一 些 过 程 . 这 时 , 量 za 是 时 间 的 函数 ， 
而 其 变化 率 取决 于 对 时 间 的 导数 jo. 我 们 把 后 者 表示 为 X。 的 函数 , 并 把 这 些 
函数 展开 为 级 数 . 精确 到 一 阶 项 , 我 们 有 


和 一 一 > Ts (59.2) 
b 


Xa = 





(59.1) 


昂 萨 格 动 理 系数 对 称 原 理 表明 , 量 Ya ( 称 为 动 理 系数 ) 关于 下 标 a, b 对 称 : 
Yab = Yoa: (59.3) 
炳 $ 的 变化 率 等 于 
$=— YXaks 
现在 设 量 ze 本 身 在 系统 的 不 同 点 上 各 不 相同 , 即 物体 的 每 一 个 体 微 元 都 应 当 


有 它 目 已 的 ze 值 . 换言之 , 我 们 认为 ze 是 坐标 的 函数 . 于 是 , 在 5 的 表达 式 
中 , 除了 对 a 求 和 以 外 , 还 应 当 在 系统 所 占 整个 区 域 上 积分 , 即 


$=— / ,XatadV. (59.4) 


至 于 Xo 与 za 之 间 的 关系 , 则 通常 可 以 断言 , 系统 中 任何 给 定点 上 的 ze 值 只 
依赖 于 该 点 的 Xu 值 . 如 果 这 个 条 件 成 立 , 就 可 以 对 系统 中 的 每 一 点 写 出 ze 与 
Xa 之 间 的 关系 , 我 们 于 是 得 到 前 面 的 公式 . 

在 这 里 所 研究 的 问题 中 , 我 们 选取 矢量 i 和 gq 一 yi 的 分 量 作 为 zw。. 于 是 ， 
通过 比较 (58.7) 和 (59.4) 即 可 看 出 , 矢量 (Vy)/T 和 (VT)/T? 的 分 量 分 别 起 


X。 的 作用 . 在 等 式 
-的 -"( 罗 
的- 到 


中 , 这 些 矢 量 的 系数 就 是 动 理 系数 7. 根据 该 系数 的 对 称 性 ,应 有 BT?=67, 即 
6=817. 
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这 就 是 待 求 的 关系 式 . 所 以 , 我 们 可 以 把 矢量 i 和 gq 写 为 
i=—aVp— BYT, 
q=—BTVp—7YVT+ pi, 


其 中 只 有 三 个 独立 的 系数 : a, 8, Y. 在 热流 表达 式 中 消去 梯度 Vu 是 有 益 的 ， 
为 此 只 要 用 宇和 VT 来 表示 它 . 结果 得 到 
i=—aVy— BYT, 


q = (+ 各 )-xvz 


(59.5) 


(59.6) 


其 中 已 经 引入 记号 
xz 一 了 一 一 一 . (59.7) 


(全 
如 果 没 有 扩散 流 i, 所 研究 的 过 程 就 是 纯粹 的 热传导 . 为 了 让 i = 0 成立， 
T 和 应 当 满 足 方程 aVy 十 BVT = 0, 即 


aduy+pBdT=0. 


对 这 个 方程 积分 , 得 出 形 如 f(c, T) = 0 的 关系 式 , 其 中 不 显 含 坐标 (化 学 势 不 
仅 是 c,T 的 函数 , 而 且 是 压强 的 函数 , 但 在 平衡 态 下 , 压强 沿 物体 保持 不 变 , 所 
以 我 们 令 p = const). 此 式 确定 了 没有 扩散 流 时 浓度 与 温度 之 间 的 关系 . 此 外 ， 
当 1=0 时 , 由 (59.7) 有 gq = 一 xVT. 因此 , x 正好 就 是 热 导 率 . 

现在 我 们 改 用 通常 的 变量 p, TT 和 c: 


an Op Bp 
Vi = ( 动 ,Vet | ( 动 如 


可 以 利用 热力 学 关系 式 
dp=—sdT+Vdp+yde (59.8) 
来 变换 上 述 表 达 式 中 的 最 后 一 项 : 


On _Op /VV 
(3 Opac 2 县 
这 里 yp 是 质量 热力 学 势 , Y 是 质量 体积 . 把 Vy 代入 (59.6) 并 引入 记号 


本 人 Ce 
”二 43 恨 T va 于) +h 0.0) 


(59.10) 
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我 们 得 到 
t=—pD (ve 十 好 VT 十 yp) 和 (59.11) 
; 了 
加 On On ER 
二 er # 寺 袁 ; (RR + xVT., (59.12) 


系数 D 称 为 扩散 系数 , 它 确定 只 存在 一 种 浓度 梯度 时 的 扩散 流 . 由 温度 
梯度 引起 的 扩散 流 取决 于 热 扩 散 系数 krD (无 量 纲 量 kr 称 为 热 扩散 比 ). 至 于 
(59.11) 中 的 最 后 一 项 , 只 有 当 流 体 中 存在 非常 大 的 压强 梯度 时 才 有 必要 考虑 . 
例如 , 这 样 的 压强 梯度 可 由 外 力 场 引起 . 系数 有 DD 可 以 称 为 压强 扩散 系数 , 我 
们 在 本 节 最 后 还 要 讨论 这 个 量 . 

在 纯 流体 中 当然 不 存在 扩散 流 . 因此 , kr 和 名 在 c=0 和 c=1 这 两 种 
极限 情况 下 显然 应 当 为 零 . 

燃 增 条 件 对 公式 (59.6) 中 的 系数 有 一 定 限制 . 把 这 两 个 公式 代入 入 变 化 
率 表达 式 (58.7), 我 们 得 到 


.2 
/rv= /ay+ {vt (59.13) 
由 此 可 见 , 除了 我 们 已 知 的 条 件 x > 0, 还 应 当成 立 a > 0. 根据 一 个 热力 学 不 
等 式 , 我 们 总 有 
On 
(i pe 


( 见 第 五 卷 8$96), 所 以 扩散 系数 必定 为 正 : D > 0. 量 kr 和 ks 则 可 正 可 负 . 

把 上 述 4 和 dg 的 表达 式 代 入 (58.3) 和 (58.6), 即 可 得 到 一 般 方程 , 但 是 我 们 
不 打算 写 出 这 些 元 长 的 方程 . 我 们 只 考虑 这 样 的 情形 : 没有 任何 明显 的 压强 梯 
度 , 并 且 流 体 浓度 和 温度 的 变化 很 小 , 从 而 可 以 认为 表达 式 (59.11) 和 (59.12) 
中 的 系数 为 常量 , 尽管 这 些 系 数 在 一 般 情 况 下 是 c 和 7 的 函数 . 此 外 , 我 们 还 
认为 在 流体 中 只 有 因为 存在 温度 梯度 和 浓度 梯度 才 出 现 的 运动 ,而 没有 任何 
其 他 宏观 运动 . 这 种 运动 的 速度 与 这 些 梯度 成 正比 , 所 以 方程 (58.3) 和 (58.6) 
中 包含 速度 的 那些 项 是 二 阶 小 量 , 从 而 可 以 忽略 不 计 . (58.6) 中 的 项 -i. Vp 也 
是 二 阶 小 量 . 因此 , 剩 下 的 方程 是 


pe + divi = 0, 
Te 十 div(g — 1i) = 0. 


把 i 和 9g 的 表达 式 (59.11) 和 (59.12) (不 包括 Vp 项 ) 代入 这 些 方程 , 并 按照 以 
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下 方式 变换 导数 9s/6t: 
Os Os oT Os 06 4 LE Op Oc 
3 (起 ) , 喜 (BE) ,a ( 址 ) Ot 
这 里 利用 了 来 自 (59.8) 的 等 式 


国有 网 
dc),r 5 51，。 


经 过 简单 变换 后 得 到 以 下 方程 : 
Oc kT 
ar 和 za ac _ 


这 个 线性 方程 组 确定 了 流体 中 的 温度 分 布 和 浓度 分 布 . 
浓度 很 小 的 情形 特别 重要 . 当 浓 度 趋 于 零 时 , 扩散 系数 趋 于 某 个 有 限 的 常 
量 , 而 热 扩 散 系 数 趋 于 零 . 所 以 , 在 浓度 很 小 时 , kr 也 很 小 , 于 是 在 方程 (59.14) 
中 可 以 忽略 krAT 这 一 项 , 它 就 变 为 扩散 方程 : 
Oc 


=DAc. (59.16) 


方程 (59.16) 的 边界 条 件 在 不 同情 况 下 也 各 不 相同 . 在 不 溶解 于 液体 的 固 
体 表面 上 ,扩散 流 i= 一 pDVece 的 法 向 分 量 必须 为 零 ,换言之 ,应 成 并 9c/6n = 0. 
但 如 果 讨 论 固体 可 溶解 于 液体 情况 下 的 扩散 ， 则 在 固体 表面 附近 会 迅速 建立 
平衡 , 使 得 紧 帖 固体 处 的 浓度 是 饱和 溶液 浓度 co. 物质 从 这 一 层 液体 的 扩散 
过 程 惕 于 溶解 过 程 . 所 以 , 这 种 固体 表面 上 的 边界 条 件 是 c = co. 最 后 , 如 果 固 
体 表 面 可 以 “吸收” 到 达 这 里 的 扩散 物质 , 则 边界 条 件 是 c=0 (例如 , 在 研究 固 
体 表面 上 的 化 学 反应 时 会 遇 到 这 样 的 情况 ). 

因为 纯 扩 散 方 程 (59.16) 和 热传导 方程 具有 相同 的 形式 , 所 以 在 $51, 852 
中 推导 出 的 全 部 公式 都 可 以 通过 简单 代 换 直接 用 于 扩散 情形 , 为 此 只 要 用 c 代 
替 了 T, 用 DD 代替 x. 扩散 情形 下 不 溶解 固体 表面 上 的 边界 条 件 对 应 着 绝热 表面 
上 的 边界 条 件 , 而 来 自 可 溶解 固体 表面 的 扩散 则 对 应 着 保持 恒定 温度 的 表面 . 

例如 , 与 (51.5) 作 比拟 , 可 以 写 出 扩散 方程 的 下 列 解 : 

et ) 夺 me" (59.17) 

如 果 溶 质 在 初始 时 刻 t = 0 全 部 集中 在 位 于 原点 的 无 穷 小 区 域内 (M 是 溶质 
的 总 质量 ), 则 此 式 给 出 任意 时 刻 的 溶质 分 布 . 
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对 本 节 内 容 必 须 作 出 以 下 重要 说 明 . 表达 式 (59.5) 或 (59.11), (59.12) 是 
扩散 流 和 热流 按照 各 热力 学 量 的 导数 展开 后 的 最 低 阶 非 零 项 ， 从 动 理 学 理论 
可 知 ( 见 第 十 卷 85, 86, 814), 这 样 的 展开 式 (对 于 气体 ) 在 微观 观点 下 是 气体 
分 子 自由 程 1 与 问题 特征 长 度 工 之 比 W/L 的 守 级 数 展开 式 . 假如 考虑 高 阶 导 
数 项 , 而 这 表示 考虑 上 述 比 值 的 更 高 次 项 , 则 除了 在 (59.5) 中 已 经 列 出 的 项 ， 
还 要 写 出 能 够 由 标量 人 和 了 的 导数 组 成 的 下 一 阶 项 , 即 三 阶 导 数 项 grad Ay 
和 grad AT. 这 些 项 与 已 经 考虑 的 那些 项 之 比 为 (1/ 厂 2, 所 以 根本 微不足道 . 

然而 , 扩散 流 和 热流 的 表达 式 也 可 以 包括 带 有 速度 导数 的 一 些 项 . 利用 一 
阶 导数 Bui/Buwk 只 能 构成 张 量 , 这 里 构成 黏 性 应 力 张 量 , 它 是 动量 流 密度 张 量 
的 一 部 分 . 至 于 具有 矢量 本 质 的 量 , 可 以 通过 二 阶 导数 来 构成 . 例如 , 在 扩散 
流 密 度 矢 量 中 可 以 出 现 这 样 的 项 : 


i = pAMAYv + pM2Y divv. (59.18) 


要 求 这 些 项 远 小 于 公式 (59.11), (59.12) 中 己 有 的 那些 项 , 即 给 出 这 些 公式 
的 附加 适用 条 件 . 例如 , 为 了 在 (59.11) 中 保留 Vp 项 同时 忽略 (59.18) 中 的 两 


项 , 必须 满足 条 件 
D ps —Ppi U 
» 


式 中 ps 一 pi 是 长 度 工 上 的 特征 压强 差 , 而 UV 是 特征 速度 差 (在 这 个 估计 中 取 
kp ~ 1, 见习 题 ). 根据 动 理学 理论 , 可 以 用 气体 分 子 热 运 动 特征 量 来 表示 D 和 
和 . 利用 量 纲 方 法 就 已 经 显然 可 知 , MD ~ 1/vr, 其 中 w7 是 分 子 的 平均 热 运动 
速度 . 再 考虑 到 气体 压强 p ~ pw#, 我 们 得 到 条 件 


1 
Py—P1 purU 了 (59.19) 


这 个 条 件 根本 不 会 自动 成 立 . 相反 , 在 低 雷 诺 数 定常 流 的 重要 情形 下 , 扩 
散 流 中 的 Vp 项 和 Aw 项 具有 同样 的 量 级 (1O.M. 卡 甘 , 1962). 其 实 , 对 于 这 样 
的 流动 , 压强 梯度 与 速度 导数 之 间 的 关系 由 方程 (20.1) 给 出 : 


1 
本 = vAv (59.20) 


(我 们 认为 气体 在 运动 过 程 中 是 不 可 压缩 的 ). 估计 运动 黏度 > ~ vnl, 于 是 从 这 
个 方程 求 出 四 , 
Pp2—P1~ 和 ~ pvrUT; 

它 取 代 了 不 等 式 (59.19). 因为 Au 可 以 按照 (20.1) 直接 通过 Vp 表示 出 来 , 所 
以 如 果 有 必要 同时 考虑 带 有 Vp 和 Aw 的 项 , 这 就 表示 压强 扩散 系数 如 可 以 
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替换 为 “等 效 压 强 扩 散 系 数 ” 
ky,eff = kp — zp (59.21) 


我 们 注意 到 , 这 个 系数 其 实 是 动 理学 量 , 而 不 是 纯 热力 学 量 . 根据 (59.10), 系 
数 及 , 则 是 纯 热 力学 量 . 


习 题 


求 两 种 理想 气体 混合 物 的 压强 扩散 系数 . 
解 : 对 于 质量 体积 , 我 们 有 
= (nm 十 mn2) 


(关于 符号 的 用 法 , 见 257 页 的 脚注 ), 而 化 学 势 具有 以 下 形式 ( 见 第 五 卷 893): 


Nn1 Nn2 
》 一 3 村 十 kT'l1 . 
tn fo(p, T) rt 


根据 nimi = c，n2zm2 三 1 一 c， 可 以 用 气体 1 的 浓度 来 表示 粒子 数 ni1，n2. 按照 公式 
(59.10) 进行 计算 , 得 出 


kp 一 (m2 一 mi)c(l 一 c) (> 十 去 ) 


= fi(p, T)+kTIn 
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在 流体 分 子 运动 的 影响 下 , 流体 中 的 悬浮 粒子 作 无 规则 的 布朗 运动 . 设 一 
个 这 样 的 粒子 在 初始 时 刻 位 于 某 一 点 (坐标 原点 ). 可 以 把 它 在 此 后 的 运动 看 
做 扩散 , 并 且 粒 子 在 流体 所 占 区 域 任意 一 个 体 微 元 内 出 现 的 概率 起 浓度 的 作 
用 . 因此 , 为 了 确定 这 个 概率 , 可 以 利用 扩散 方程 的 解 (59.17). 这 时 之 所 以 能 
够 这 样 处 理 , 是 因为 对 于 稀 溶 液 中 的 扩散 (这 时 c 之 1, 并 且 形 如 (59.16) 的 扩 
散 方 程 仅 适用 于 这 种 情况 ), 溶质 粒子 几乎 不 发 生 相 互 作 用 ， 因 而 可 以 独立 地 
研究 每 个 粒子 的 运动 . 

设 w(r t)dr 是 一 个 粒子 在 时 刻 t 到 原点 的 距离 介 于 7 与 r+dr 之 间 的 
概率 . 在 (59.17) 中 取 M/p = 1 并 乘 以 球面 薄 层 的 体积 4rr2 dr, 我 们 得 到 





w(7, t)dr = A e—" /4Dtr2 dy (60.1) 
Tn 
我 们 来 确定 粒子 在 时 间 t 内 离开 初始 点 的 距离 平方 的 平均 值 : 
72 = 22w(r ; : 
m= 人 mon bdr (60.2) 


借助 于 (60.1) 的 计算 给 出 
72 = 6Dt. (60.3) 
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因此 , 粒子 经 过 某 一 段 时 间 后 所 通过 的 平均 距离 与 这 段 时 间 的 平方 根 成 正比 . 
可 以 根据 所 谓 迁 移 率 来 计算 流体 中 悬浮 粒子 的 扩散 系数 . 
假设 有 某 个 不 变 的 外 力 f (例如 重力 ) 作用 在 这 些 粒 子 上 . 在 定常 状态 下 ， 

作用 在 每 个 粒子 上 的 外 力 应 当 与 流体 对 运动 粒子 的 阻力 平衡 . 在 速度 不 太 大 

时 , 阻力 与 速度 的 一 次 方 成 正比 . 把 它 写 为 v/b 的 形式 , 其 中 履 是 常量 , 再 让 它 

等 于 外 力 f, 我 们 得 到 

' 放 (60.4) 

即 粒子 在 外 力 影响 下 获得 与 这 个 力 成 正比 的 速度 . 常量 b 称 为 迁移 率 , 它 在 原 

则 上 可 以 借助 于 流体 动力 学 方程 来 计算 . 例如 , 对 于 球形 粒子 (半径 为 R), 阻 

力 等 于 6xrnRwv ( 见 (20.14)), 所 以 迁移 率 为 

1 
67nR 
对 于 非 球形 粒子 , 阻力 与 运动 方向 有 关 , 并 可 以 写 为 aikwk 的 形式 , 其 中 

aik 是 对 称 张 量 ( 见 (20.15)). 在 计算 迁移 率 时 必须 对 粒子 的 所 有 方位 取 平 均 . 

如 果 ai, az, aa 是 对 称 张 量 ai 的 主 值 , 我 们 就 得 到 

1 1 1 

b= 读 ( 去 + 亡 + 志 ) (60.6) 
迁移 率 5 与 扩散 系数 D 之 间 有 一 个 简单 的 关系 . 为 了 得 到 这 个 关系 , 我 

们 写 出 扩散 流 i, 其 中 不 仅 包含 与 浓度 梯度 有 关 的 普通 项 -pDVe (假设 温度 

为 常量 ), 还 包含 与 粒子 在 外 力 影 响 下 所 获得 的 速度 有 关 的 一 项 ,这 一 项 等 于 

pcv = pcbf. 因此 @， 





(60.5) 


i=—pDVe+ pebf. (60.7) 
我 们 把 这 个 表达 式 改 写 为 


ER 
"om td 


其 中 是 悬浮 粒子 的 化 学 势 (悬浮 粒子 起 溶质 的 作用 )., 化 学 势 对 浓度 的 依赖 
关系 ( 稀 溶 液 ) 可 由 表达 式 


1=TInc+ wp, T) 
给 出 ( 见 第 五 卷 $87), 所 以 


3 -vp + pcbf. 


@ 这 里 可 以 把 e 定义 为 单位 质量 流体 中 的 悬浮 粒子 数 , 而 把 i 定义 为 悬浮 粒子 数 流 密度 . 
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在 热力 学 平衡 态 下 没有 扩散 , 所 以 扩散 流 i 应 为 零 . 男 一 方面 , 当 存 在 外 力 场 
时 , 平衡 条 件 要 求 悬 浮 粒 子 的 化 学 势 与 它 在 该 外 力 场 中 的 势能 之 和 j++U 沿 
流体 保持 不 变 . 于 是 YA = 一 VU = 一 了 ,这样 从 等 式 i = 0 就 得 到 


D=Tb. (60.8) 


这 就 是 扩散 系数 与 迁移 率 之 间 的 待 求 关系 式 ( 爱 因 斯 坦 关系 式 ). 
把 (60.5) 代入 (60.8), 我 们 求 出 球形 粒子 扩散 系数 的 以 下 表达 式 : 
才 


除了 蔡 浮 粒子 的 平 动 布朗 运动 和 平 动 扩 散 , 还 可 以 研究 它们 的 转动 布朗 运 
动 和 转动 扩散 . 就 像 通过 阻力 计算 平 动 扩 散 系 数 那 样 , 可 以 通过 流体 中 的 转动 
粒子 所 受 力 算 来 表示 转动 扩散 系数 . 


(60.9) 


习题 


1. 设 平面 壁面 的 一 侧 充满 流体 , 一 些 粒 子 在 流体 中 作 布 朗 运动 , 粒子 碰 到 壁面 后 就 “ 秋 
附 ” 在 壁面 上 . 对 于 在 初始 时 刻 位 于 距离 壁面 为 ro 处 的 粒子 , 求 它 经 过 时 间 上 七 后 黏附 在 壁 
面 上 的 概率 ， 

解 : 概率 分 布 (z, t) (z 是 到 壁面 的 距离 ) 由 扩散 方程 确定 , 其 边界 条 件 为 :在 zx=0 
处 WU 三 0, 而 初始 条 件 为 : 在 t=0 时 了 凯 =6(z 一 zo). 这 样 的 解 由 公式 (52.4) 给 出 , 只 是 
现在 要 把 了 写 为 ww, 把 X 写 为 万 , 并 且 在 被 积 函 数 中 取 tuo(z') = 5(z' 一 zo). 于 是 得 到 


| -号 全 | 


在 单位 时 间 内 黏附 到 壁 上 的 概率 可 由 扩散 流 D Bw/8z 在 工 二 0 处 的 值 给 出 , 经 过 时 间 tt 
后 黏附 在 壁面 上 的 待 求 概率 W(t) 等 于 


ww=D/ 到 





Ws 圭一 


t. 





d 
Zz 二 0 


把 外 代入 , 得 到 





WO =1-orf (3) 


2. 求 流体 中 的 悬浮 粒子 绕 自 身 轴 线 转动 一 个 很 大 角度 所 需 时 间 T 的 量 级 . 
解 : 作 布 朗 运动 的 粒子 移动 相当 于 自身 尺寸 a 的 距离 所 需要 的 时 间 , 即 给 出 所 求 的 时 
间 7. 根据 (60.3), 我 们 有 T ~ a”/D, 根据 (60.9) 则 有 万 ~ T/ma. 因此 ， 
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在 这 一 章 里 , 我 们 研究 两 种 连续 介质 分 界面 附近 发 生 的 现象 (其 实 , 相互 
接触 的 两 种 介质 当然 是 由 一 个 很 薄 的 过 渡 层 隔 开 的 ,但 是 因为 过 渡 层 厚度 极 
小 , 所 以 可 以 把 它 看 做 一 个 曲面 ). 

如 果 分 界面 是 弯曲 的 , 则 两 种 介质 中 的 压强 在 分 界面 附近 有 所 不 同 . 为 了 
确定 这 种 压强 差 ( 称 为 表面 压强 ), 我 们 在 考虑 分 界面 性 质 的 情况 下 写 出 两 种 
介质 相互 处 于 热力 学 平衡 态 的 条 件 . 

设 分 界面 发 生 了 无 穷 小 位 移 . 我 们 从 发 生 移动 前 的 分 界面 上 每 一 点 引出 
法 线 , 并 用 8 表示 该 法 线 与 移动 前 的 分 界面 和 移动 后 的 分 界面 的 交点 之 间 线 
段 的 长 度 . 于 是 , 这 两 个 曲面 之 间 的 体 微 元 的 体积 是 86 df, 其 中 df 是 面 微 元 
的 面积 . 设 mn 和 ps 是 第 一 种 介质 和 第 二 种 介质 内 的 压强 , 并 且 , 比如 说 , 如 果 
分 界面 向 第 二 种 介质 移动 , 就 认为 8% 是 正 的 . 于 是 , 为 了 实现 上 述 体 积 变化 ， 
应 当做 功 

Ve 十 pz) 56 df. 


再 加 上 与 分 界面 本 身 的 面积 变化 有 关 的 功 , 即 可 得 到 分 界面 发 生 位 移 所 
需 的 总 功 5R. 众所周知 , 这 部 分 功 与 分 界面 面积 的 变化 8f 成 正比 并 等 于 a67， 
其 中 a 是 表面 张力 系数 . 于 是 , 总 功 等 于 


5R=— /wp)8Kdf+aay (61.1) 


我 们 知道 , 热力 学 平衡 的 条 件 是 5R 为 零 . 
进而 , 设 Ri 和 Rz 是 分 界面 在 给 定点 的 主 曲率 半径 . 如 果 尼 和 Rs 指向 
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第 一 种 介质 内 部 , 我 们 就 认为 它们 是 正 的 . 于 是 , 当 分 界面 发 生 无 穷 小 位 移 后 ， 
分 界面 与 其 主 截 面 交 线 的 长 度 微 元 dl 和 dlz 的 增 量 分 别 等 于 (5C/Ri) di 和 
(5C/R2) dl2 (应 当 把 dl 和 dls 看 做 以 RR 和 Rz 为 半径 的 圆 弧 微 元 ). 所 以 , 面 
微 元 面积 df = dhidlz 在 发 生 位 移 之 后 等 于 


了 aC 和 
dili @ 十 总 ) dls @ 十 起 )* dlidl» @ 中 过 二 总 ) ) 


即 其 变化 为 , 
cdf ( 读 十 亏 ) 2 


由 此 可 见 , 分 界面 面积 的 总 变化 为 


f= /x ( 遍 + 高) df. (61.2) 


把 所 得 表达 式 代入 (61.1) 并 让 它 等 于 零 , 我 们 得 到 形式 为 


/|@-p)-a( 训 + 站) = 


的 平衡 条 件 . 对 于 分 界面 的 任意 无 穷 小 位 移 , 即 对 于 任意 的 %, 这 个 条 件 都 应 
当成 立 . 所 以 , 积分 号 之 后 方 括号 内 的 表达 式 必 须 恒 等 于 零 , 即 


1 
P -mm=e( 志 + 遍 ) (61.3) 


这 就 是 确定 表面 压强 的 公式 ( 拉 普 拉 斯 公式 )@. 我 们 看 到 , 如 果 Ri 和 R。 
为 正 , 则 pl > pz?. 这 表明 , 在 这 两 种 介质 中 , 如 果 分 界面 一 侧 的 介质 上 西向 另 一 
种 介质 , 则 前 者 的 压强 更 大 . 如 果 Ri = Ra = oo, 即 如 果 分 界面 是 平 的 , 则 两 种 
介质 中 的 压强 理所当然 是 相同 的 . 

我 们 用 公式 (61.3) 来 研究 两 种 互相 接触 的 介质 的 力学 平衡 . 假设 分 界面 
和 介质 本 身 都 不 受 任何 外 力 的 作用 , 则 每 一 种 介质 中 的 压强 都 保持 不 变 . 利用 
公式 (61.3), 我 们 于 是 可 以 把 平衡 条 件 写 为 

1 


1 
+ EE = const (61.4) 


的 形式 . 因此 , 主 曲率 半径 倒数 之 和 沿 整个 自由 分 界面 应 当 保持 不 变 . 如 果 整 
个 分 界面 都 是 自由 的 , 则 条 件 (61.4) 表明 它 必定 是 球面 (例如 小 液 滴 的 表面 ， 


@ 上 述 推导 过 程 与 第 五 卷 $156 所 给 推导 过 程 的 本 质 区 别 仅 仅 在 于 , 这 里 考虑 的 分 界面 具有 任意 
的 形状 , 而 不 只 是 球面 形状 . 
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重力 对 小 液 滴 的 影响 可 以 忽略 不 计 ). 如 果 分 界面 具有 任何 一 条 起 支撑 作用 的 
曲线 (例如 固体 框架 上 的 液 腊 ), 其 形状 就 比较 复杂 了 . 

当 条 件 (61.4) 用 于 支撑 在 固体 框架 上 的 液 膜 的 平衡 时 , 右边 的 常量 应 当 
为 堆 . 其 实 , 两 项 之 和 1/Ri 十 1/Rz 在 液 膜 的 整个 自由 面 上 应 当 处 处 相同 , 与 
此 同时 , 它 在 液 膜 的 两 面 应 当 具 有 相反 的 符号 , 因为 这 两 面具 有 不 同 的 凹凸 性 ， 
其 曲率 半径 大 小 相等 而 符号 相反 . 由 此 可 知 , 液 膜 的 平衡 条 件 是 

-nn 
R11 RR 

现在 研究 重力 场 中 介质 表面 的 平衡 条 件 . 为 简单 起 见 , 我 们 假设 第 二 种 介 
质 是 大 气 , 其 压强 在 所 研究 介质 尺寸 的 距离 上 可 以 当做 常量 . 我 们 认为 第 一 种 
介质 本 身 是 不 可 压缩 的 液体 . 于 是 有 ps = const, 而 根据 (3.2), 液体 中 的 压强 为 
pi 二 const 一 pgz (z 坐标 轴 竖 直 向 上 ). 于 是 , 平衡 条 件 的 形式 变 为 

1 1 9 


p 
一 一 十 一 十 一 2 一 bt, y 
RR 十 RR 十 my = COns (61.6) 


此 外 应 当 指 出 , 为 了 确定 具体 情况 下 液体 表面 的 平衡 形状 , 方便 的 做 法 不 
是 使 用 形式 为 (61.6) 的 平衡 条 件 , 而 是 直接 求解 使 总 自由 能 为 极 小 值 的 变 分 
问题 . 液体 的 内 部 自由 能 只 依赖 于 体积 , 而 不 依赖 于 表面 形状 . 与 表面 形状 有 


关 的 量 , 一 是 表面 自由 能 
adf, 
二 是 外 力 场 (重力 场 ) 中 的 能 量 


op | zav 


因此 , 平衡 条 件 可 写 为 以 下 形式 : 


0. (61.5) 


of af + gp | zav =min (61.7) 
应 当 在 附加 条 件 
/ur = const (61.8) 


下 求 上 述 极 小 值 , 这 个 条 件 表示 液体 的 总 体积 保持 不 变 . 
在 平衡 条 件 (61.6), (61.7) 中 , 常量 a, p, g 仅仅 以 比值 a/gp 的 形式 出 现 . 
这 个 比值 具有 长 度 平方 的 量 纲 . 长 度 


20 
= /2 (61.9) 
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称 为 毛细 常量 @. 液体 的 表面 形状 只 取决 于 这 个 量 . 如 果 毛 细 常 量 很 大 (与 介 
质 尺 寸 相 比 ), 则 在 确定 表面 形状 时 可 以 忽略 重力 . 

为 了 从 条 件 (61.4) 或 (61.6) 确定 表面 的 形状 , 应 当 有 根据 曲面 形状 计算 
曲率 半径 的 公式 . 这 些 公 式 来 自 微 分 儿 何 , 但 在 一 般 情况 下 具有 相当 复杂 的 形 
式 . 它们 在 曲面 仅仅 稍微 偏离 平面 时 可 大 为 简化 . 我 们 在 这 里 直接 推导 相应 的 
近似 公式 , 而 不 使 用 微分 几何 的 一 般 公 式 . 

设 z= 5(z, y) 是 曲面 的 方程 . 我 们 假设 5 处 处 都 很 小 , 即 曲面 稍微 偏离 
平面 z= 0. 众所周知 , 曲面 的 面积 f 由 积分 


) dy 


给 出 , 而 当 很 小 时 , 该 积分 近似 等 于 


一 f+3 (2&) + } (¥) Jarav (61.10) 


OC 085 + O08cC 
5f = } 区 二 和 | dray, 


Ee 8 
=- 作 址 + 函 )xd 岂 


把 这 个 表达 式 与 (61.2) 进行 对 比 , 我 们 得 到 


2 2 
亏 十 元 一 -( 壹 + + 现 ) (61.11) 
这 就 是 所 需要 的 公式 , 它 给 出 稍微 弯曲 曲面 的 主 曲率 半径 倒数 之 和 . 

当 互 相 接触 的 三 种 介质 处 于 平衡 时 , 其 分 界面 所 满足 的 条 件 是 : 作用 于 三 
种 介质 公共 接触 线 的 三 个 表面 张力 的 合力 为 零 . 这 个 条 件 表 明 , 这 些 分 界面 应 
当 以 一 定 的 角度 ( 称 为 接触 角 ) 相交 , 这 些 角度 取决 于 各 表面 张力 值 . 

最 后 , 在 考虑 表面 张力 的 情况 下 , 我 们 来 研究 在 两 种 运动 流体 分 界面 上 应 
当成 立 的 边界 条 件 的 问题 . 如 果 不 考 虑 表面 张力 , 则 在 两 种 流体 的 分 界面 上 有 
(2) _ ct) =0, 


分 部 积分 后 求 出 


nk (ai 


这 表示 作用 在 两 种 流体 表面 上 的 摩擦 力 相 等 . 当 考 虑 表面 张力 时 , 应 当 在 这 个 


@ 例如 , 对 于 水 (20°C), a = 0.39 cm. 
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条 件 的 右边 补充 一 个 力 , 其 大 小 由 拉 普 拉 斯 公式 给 出 , 而 方向 与 法 线 一 致 : 


nkal2) — npc 一 (去 本 元】 ni. (61.12) 

还 可 以 把 这 个 方程 写 为 男 一 种 形式 : 
(pi — pa)ni = (ol) — ot) )ng+ a ( 遍 * 高 ) ni. (61.13) 
如 果 可 以 认为 两 种 流体 都 是 理想 的 , 则 黏 性 应 力 oi 为 零 , 我 们 又 得 到 简单 的 


方程 (61.3). 

但 是 , 条 件 (61.13) 仍然 不 是 最 一 般 的 . 其 实 , 表面 张力 系数 a 可 以 沿 表面 
变化 (例如 , 由 温度 非 均 匀 分 布 所 致 ). 于 是 , 除了 法 同 力 (在 表面 是 平面 的 情况 
下 为 零 ), 在 表面 上 还 出 现 某 个 附加 的 切 向 力 . 就 像 在 压强 不 均匀 时 会 出 现 体 
积 力 -Vp (作用 于 单位 体积 流体 ) 一 样 , 这 里 在 单位 面积 分 界面 上 会 出 现 切 向 
力 f= Va. 我 们 之 所 以 在 梯度 之 前 取 正 号 而 不 像 力 一 Vp 那样 取 负 号 , 是 因为 
表面 张力 倾向 于 使 表面 面积 减 小 , 而 压力 倾向 于 使 体积 增 大 @. 在 等 式 (61.13) 
的 右边 补充 这 个 力 , 我 们 得 到 边界 条 件 

Oa 


1 1 1 2 
区 -m-e( 志 + 总 ) ni = (ci) -0 jn + Be (61.14) 


(单位 法 向 矢量 n 指向 第 一 种 介质 ). 我 们 指出 , 这 个 条 件 只 能 用 于 和 忒 性 流体 . 
其 实 , 在 理想 流体 中 cx = 0, 于 是 等 式 (61.14) 的 左边 是 沿 法 向 的 矢量 , 右边 是 
沿 分 界面 切 癌 的 矢量 , 而 这 不 可 能 成 立 (当然 , 两 边 都 为 零 的 平凡 情形 除外 ). 


习 题 


1. 设 一 个 液 膜 张 于 具有 公共 对 称 轴 的 两 个 平行 圆 框 之 间 (图 41 表示 液 膜 的 子午 截 
线 ), 求 液 膜 形状 . 

解 : 问题 归结 为 寻求 一 个 具有 最 小 面积 的 曲面 , 它 是 以 给 定 的 
两 点 A 和 B 为 端点 的 曲线 7 二 7(z) 绕 直线 7 二 0 旋转 而 成 的 曲 
面 . 该 旋转 曲面 的 面积 是 

f= 27 fi Fl(r, r)dz, F=r(l+r®?)/?, 7 


,dr 
= 

这 个 积分 (被 积 函 数 玉 不 包含 z) 的 极 小 值 问 题 的 欧 拉 方程 有 首次 

积分 





oF 
Ws a = const. 41 


@ 原文 如 此 ， 其实, 对 于 流体 所 占 区 域内 的 任何 一 个 面 微 元 , 其 一 侧 流 体 对 另 一 侧 流 体 的 法 向 作 
用 力 通常 是 压力 而 非 拉 力 , 这 才 是 我 们 在 相应 表达 式 中 取 负 号 的 原因 . 参见 第 3 页 的 脚注 . 一 一 译 者 
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现在 它 给 出 
太一 clll 十 i 


积分 后 求 出 
0 
7 二 CI Cosh 一 一. 
cl 


因此 , 待 求 曲面 由 一 条 是 链 线 旋 转 而 成 ( 称 为 悬 链 面 ). 为 了 确定 常量 ck 和 c2, 应 使 曲线 
r(z) 通过 给 定 两 点 A 和 电 , 并 且 ca 只 依赖 于 坐标 原点 在 z 轴 上 的 位 置 . 对 于 常量 cl 可 
以 得 到 两 个 值 , 应 当选 取 其 中 较 大 的 值 ( 较 小 的 值 并 不 对 应 积分 的 极 小 值 ). 

当 圆 框 之 间 的 距离 h 增加 到 某 个 确定 的 值 时 , 决定 常数 cl 的 方程 不 再 有 实 根 . 当 圆 框 
之 间 的 距离 更 大 时 , 只 有 分 别 张 于 每 一 个 圆 框 的 液 膜 才 是 稳定 的 例如, 对 于 半径 同 为 RR 
的 两 个 圆 框 , 从 圆 框 之 间 的 距离 hh 超过 及 二 1.33R 起 , 就 不 可 能 出 现 悬 链 面 形状 的 液 膜 了 . 

2. 设 液体 处 于 重力 场 中 ,一 侧 以 竖 直 壁面 为 界 , 液体 与 壁面 物质 的 接触 角 为 9 (图 42)， 
求 液体 表面 形状 . 

解 : 按照 如 图 42 所 示 的 方式 选取 坐标 轴 . 平面 工 二 0 是 壁面 所 在 平面 , 而 平面 z= 二 0 
是 远离 壁面 处 的 液体 表面 . 表面 z 二 z(T) 的 曲率 半径 是 


_ + 


Z 
ps 


R=o00, R= zn 4 
所 以 方程 (61.6) 化 为 
2z 2 
5 F 3 ey (1 +23)33 = const (1) 
(a 是 毛细 常量 )， 因为 在 z= o0 处 应 有 z= 二 0,，1/R2 = 0, 所 以 const = 0. 
所 得 方程 的 首次 积分 为 
图 42 1 z2 





Ma 2 
根据 无 穷 远 条 件 (在 I 二 00 处 z= 二 0, z' = 0), 我 们 有 A = 二 1. 再 次 积分 给 出 


a | 2 
+=- 入 arcosh +a 2 一 二 十 20. 


在 壁面 (Tz = 二 0) 上 应 有 z = 一 cotg, 或 者 根据 (2) 应 有 z= 二 hh, 其 路 = aV1i 一 sin6 是 液 
体 沿 壁面 上 升 的 高 度 . 由 此 即 可 确定 常量 ro， 

3. 设 液体 在 两 块 竖 直 平行 平板 间 上 升 , 求 液体 表面 形状 (图 43). 

解 : 在 两 个 平板 的 正中 央 选 取 yz 平面 , 而 zy 平面 与 远离 平板 处 的 液体 表面 重合 . 习 
题 2 中 的 方程 (1) 表示 平衡 条 件 , 所 以 在 液体 表面 上 (两 板 之 间 和 
两 板 之 外 ) 处 处 成 立 . 工 二 oo 处 的 条 件 仍然 给 出 const = 0 在 方 
程 (1) 的 首次 积分 (2) 中 , 常数 4 对 于 |z| > d/2 和 |z| <d/2 是 
不 同 的 (函数 z(z) 在 |z| = d/2 处 有 间断 ). 对 于 两 板 之 间 的 区 域 ， 
我 们 有 以 下 条 件 :在 I=0 处 z=0, 在 z=d/2 处 z/ =cot0, 式 
中 9 是 接触 角 . 根据 (2), 对 于 高 度 z0 = z(0) 和 z1 = z(d/2), 我 
们 有 
图 43 zo=avVA—1, z=aVvVA— sing. 
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对 (2) 进行 积分 , 我 们 得 到 


4-zya VA 
1—(A— A 要 大 er 

其 中 上 是 一 个 新 变量 , 它 与 z 的 关系 是 z= 二 aVA 一 coSE. 这 是 椭圆 积分 , 不 能 表示 为 初等 
函数 . 为 了 确定 常数 4, 可 以 利用 条 件 : 在 T= d/2 处 z= zi, 或 

r/2-9 cos€ 

0 VA—cost 
上 面 得 到 的 这 些 公式 给 出 了 两 板 之 间 的 液体 表面 的 形状 . 当 d 一 0 时 , A 趋 于 无 穷 大 . 所 
以 ,在 d 之 a 时 有 


卜 一 记 dé. 


从 而 == (a/d)? cos* 909. 液体 上 升 的 高 度 


z0 Nz cos0 
了 


当然 , 也 可 以 用 初等 方法 得 到 这 个 公式 . 

4. 设 一 个 水 平平 板 上 有 一 层 受 热 不 均匀 的 液 膜 (在 重力 场 中 ), 其 温度 是 沿 水 平方 向 
的 坐标 了 的 给 定 函 数 , 并 且 可 以 认为 温度 与 沿 液 膜 厚度 方向 的 坐标 z 无 关 (因为 液 膜 很 
薄 )， 受热 不 均匀 导致 液 膜 内 出 现 定 常 流 , 所 以 液 膜 厚 度 C 沿 水 平方 向 发 生变 化 . 求 函 数 
6 三 6C(z). 

解 : 不 仅 液 体 的 温度 是 了 的 已 知 函 孝 , 其 密度 p 和 表面 张力 系数 a 也 是 工 的 已 知 函 
数 . 液体 中 的 压强 p= po 十 pg(C 一 2), 其 中 po 是 大 气压 (液体 自由 面 上 的 压强 ). 由 表面 
膏 曲 引起 的 压强 变化 可 以 忽略 不 计 . 可 以 认为 液 膜 中 的 速度 处 处 都 指向 z 轴 方 向 . 运动 方 
程 为 





ov Op [dpco dp 
az Or | dz : 开 (W 
在 平板 表面 上 (z = 二 0) 有 也 = 0, 而 在 自由 面 上 (z= 二 0) 应 当成 立 边界 条 件 (61.14), 它 这 时 
给 出 
dv _da 
了 dz i ~ dz: 
对 方程 (1) 进行 积分 并 使 用 这 些 条 件 , 我 们 得 到 


因为 流动 是 定常 的 , 所 以 通过 液 腊 横 截面 的 总 流量 应 当 为 零 ， [< vdz = 0. 把 (2) 代 
入 此 式 , 我 们 得 到 用 来 确定 函数 5C(z) 的 以 下 方程 : 


积分 后 得 到 
ge? > pr/4 Ey Re da 十 const ) (3) 
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如 果 温 度 (因而 p 和 a) 在 液 膜 内 只 有 微小 的 变化 , 就 可 以 把 (3) 写 为 以 下 形式 : 
po\34 3 
= (各) th 


其 中 避 是 CC 在 p= po 和 a = ao 时 的 值 . 


8 62 表面 张力 波 

无 论 是 在 重力 的 作用 下 , 还 是 在 表面 张力 的 作用 下 , 液体 的 表面 都 趋 于 达 
到 其 平衡 形状 . 在 812 中 研究 液体 表面 波 的 时 候 , 我 们 没有 考虑 表面 张力 . 我 
们 在 下 面 将 看 到 , 表面 张力 对 小 波长 重力 波 有 很 重要 的 影响 

与 $12 一 样 , 我 们 假设 振幅 远 小 于 波长 . 对 于 速度 势 , 我 们 仍旧 有 方程 

Ap=(0. 

但 是 , 液体 表面 上 的 条 件 现在 有 所 不 同 : 表面 两 侧 的 压强 差 不 再 像 $12 中 那样 
假设 为 零 , 而 是 应 当 由 拉 普 拉 斯 公式 (61.3) 给 出 . 

我 们 用 ¢ 表示 液体 表面 上 的 点 的 z 坐标 . 因为 《 很 小 , 所 以 可 以 利用 表达 
式 (61.11), 并 把 拉 普 拉 斯 公式 写 为 以 下 形式 : 

oo? 2 
2 一 四 三 一 CQ (过 + 孙 )， 

其 中 p 是 表面 附近 的 液体 压强 , po 是 恒定 的 外 部 压强 . 根据 (12.2)， 


本 Op 
p= —pg6 pp 


把 它 代 入 上 面 的 公式 , 求 出 


pg 十 Pr 一 9 Br + Ba 


(按照 如 8$12 所 述 的 同样 理由 , 如 果 用 相应 方式 定义 yp, 就 可 以 消去 常量 po). 
对 t 求 导 , 并 用 ap/az 代替 8C/6t, 我 们 得 到 势 函数 yp 的 边界 条 件 


Op yp 0 /Op yp 
[eg 十 PE 一 ax ( 壹 十 5 一 履 (62.1) 


我 们 来 研究 沿 > 轴 传 播 的 平面 波 . 同 $ 12 一 样 , 我 们 得 到 形 如 


Ow (过 5 二 


pP 一 4ekz cos(kz — wt) 
的 解 . 现在 可 以 从 边界 条 件 (62.1) 确定 大 与 w 之 间 的 关系 , 其 形式 为 


w? = gk+ Th (62.2) 
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(W. 汤姆 孙 , 1871). 
我 们 看 出 , 当 波 长 很 大 并 满足 条 件 有 和 (pg/a)22 即 
ke 
a 


(a 是 毛细 常量 ) 时 可 以 忽略 表面 张力 的 影响 , 这 样 的 波 是 纯 重力 波 . 反之 , 在 
短波 情况 下 可 以 忽略 重力 场 的 影响 , 于 是 
Ww = —k3. (62.3) 

这 样 的 波 称 为 表面 张力 波 , 中 间 情 形 的 波 称 为 表面 张力 重力 波 . 

我 们 再 来 确定 不 可 压缩 球形 液 滴 在 表面 张力 作用 下 的 本 征 振动 . 振动 使 
液 滴 形 状 偏离 球形 . 像 通 常 一 样 , 我 们 假设 振幅 很 小 . 

首先 确定 当 表 面 稍微 偏离 球面 时 其 主 曲 率 半 径 的 倒数 之 和 1/Ri 十 1/R。. 
我 们 在 这 里 的 做 法 类 似 于 推导 公式 (61.11) 时 的 做 法 . 众所周知 , 在 球面 坐标 
r, 9, p 下 包 由 函数 ”> = 7(9，p) 描述 的 表面 , 其 面积 等 于 积分 


27 
和 地 
一 | £ 7 ( 吉 5 ) 十 sm rsin0db dp. (62.4) 


球面 由 方程 + = const 三 R 描述 (R 是 球 半径 )， 而 与 球面 相近 的 表面 由 方程 
"二 十 4 描述 , 其 中 5 是 小 量 . 把 它 代入 (62.4), 我 们 近似 地 有 


f= 六 人 {e+ Ee = [( 的 ) 十 二 (的 } sinb d0 dy. 
我 们 来 计算 当 ¢ 变化 时 面积 的 变 分 5f: 


8f = [a RO + + ， 人 | sin0 d0 dw. 





00 00 sin20pp 8 
把 第 二 项 对 9 进行 分 部 积分 , 第 三 项 对 yp 进行 分 部 积分 , 我 们 得 到 


2 
5f = A [ laa+o- (sn $ ) - | singdo dy 


如 果 把 方 括号 内 的 表达 式 先 除 以 再 乘 以 R(R+20C), 则 根据 (61.2), 在 积分 号 之 
后 的 表达 式 中 ， 
SC df 5R(R+20 sin0dbdw 


@ 在 本 节 以 下 部 分 , p 表示 球面 坐标 中 的 一 个 方位 角 , 而 风 表示 速度 势 . 
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的 系数 恰恰 就 是 待 求 的 曲率 半径 倒数 之 和 . 因此 , 精确 到 〈 的 一 次 方 项 , 我 们 
得 到 


人 2 ( 曙 9 荔 )| 
和 -和 凑 - 京 | 过 70 Bp + sng 0 \s 50 ey 


第 一 项 对 应 精确 的 球面 , 即 Ri = Rz = R. 
速度 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 A = 0, 并 且 在 7 = R 处 有 以 下 形式 的 边界 
条 件 (类 似 于 平面 表面 的 情形 ): 


Ov 2 | 盐 ) 1 m3 |} 
p+ R: Ee AC "a 


在 这 个 条 件 中 仍然 可 以 略 去 常量 2a/ 尽 + po; 对 时 间 求 导 , 并 把 


代入 其 中 , 最 后 求 出 关于 多 的 边界 条 件 , 其 形式 为 








02 Oy [1 0 Ov 1 Oy 要 
62|_ 未 + Or Er 00 (mm 页 ) sin2 6 | 上 ee 
我 们 寻求 驻 波形 式 的 解 : 


站 二 全 
其 中 函数 f 满足 拉 普 拉 斯 方程 Af = 0. 众所周知 , 拉 普 拉 斯 方程 的 任何 一 个 
解 都 可 以 表示 为 所 谓 体 积 球 调和 函数 
riYim(9，op) 
的 线性 组 合 , 其 中 Yim(9，p) 是 拉 普 拉 斯 球 谐 函数 , 即 
Yim(0, p) 一 PP (cosg)eY 


这 里 
dmPi(cosb) 
d(cos0)™ 
是 连带 勒 让 德 函 数 (Pi(cos9) 是 1 阶 勒 让 德 多 项 式 ). 我 们 知道 , ! 取 所 有 非 负 
整数 值 , 而 m 在 ! 给 定时 取 值 0, 士 1, 土 2,…, 士 /. 
因此 , 对 于 上 述 问题 , 我 们 所 寻求 的 特 解 具 有 以 下 形式 : 


Pi (cos0) = sin™0 


v= Ae-itripr(cos0) ei™. (62.7) 


§62 表面 张力 波 A 


频率 w 满足 边界 条 件 (62.6), 由 此 确定 w. 把 表达 式 (62.7) 代入 上 述 方程 , 并 
利用 球 谐 函 数 Yi 满足 方程 


1 8 in Oo im 2 1 OYim 
sin0 80 ; 00 sin2 0 po2 


的 性 质 , 我 们 求 出 ( 略 去 公共 因子 多) 


二 二 


La 
pw? 十 Fab? -il(l+1)]=0, 


所 以 
w2 = DR 一 1)( 十 2) (62.8) 


( 瑞 利 , 1879). 

这 个 公式 给 出 球形 液 滴 在 表面 张力 作用 下 振动 的 本 征 频 率 . 我 们 看 到 , 这 
些 频率 只 依赖 于 数 1, 而 不 依赖 于 m. 对 于 给 定 的 !, 有 2 十 1 个 不 同 的 函数 
(62.7) 与 它 相对 应 . 因此 , (62.8) 中 的 每 一 个 频率 都 对 应 2 + 1 个 不 同 的 本 征 振 
动 . 具有 同样 频率 的 几 个 独立 的 本 征 振 动 称 为 简 并 振动 . 在 当前 情况 下 , 我 们 
有 21 十 1 重 简 并 . 

当 1=0 和 1= 1 时, 表达 式 (62.8) 等 于 零 . 值 1= 0 对 应 液 滴 的 径 向 振动 ， 
即 球 对 称 振动 . 在 不 可 压缩 流体 中 , 这 样 的 振动 显然 是 不 可 能 的 . 当 1 = 1 时 ， 
运动 是 液 滴 的 整体 平 动 . 液 滴 振 动 的 最 小 可 能 频率 对 应 1 = 2 并 且 等 于 


|/ 8a 
Wmin 一 pR3 h (62.9) 


习 题 
1. 设 液体 深度 为 hh, 求 其 表面 上 的 表面 张力 重力 波 的 频率 对 波 数 的 依赖 关系 . 


解 : 把 
p= Acos(kzr— wt)coshk(z+h) 


( 见 812 习题 1) 代入 条 件 (62.1), 我 们 得 到 
w= (gk+ tanh kh. 
p 
当 kh 污 1 时 , 我 们 又 回 到 公式 (62.2), 而 对 于 长 波 (kh 之 1) 则 有 


4 
w2 = ghk? 十 2 
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2. 求 表面 张力 波 的 阻尼 系数 ， 
解 : 把 (62.3) 代入 (25.5), 我 们 得 到 
277K2 加 2mw4/3 
A p ~ pl/3o2s 
3， 求 重力 场 中 沿 水 平方 向 的 切 向 间断 面 在 考虑 表面 张力 时 的 稳定 性 条 件 , 假设 间断 
面 两 侧 的 流体 不 同 (开尔文 , 1871). 
解 : 设 U 为 上 层 流 体 相 对 于 下 层 流 体 的 速度 .我 们 在 基本 流动 上 登 加 沿 水 平 坐标 轴 的 
周期 性 扰动 , 并 寻求 以 下 形式 的 速度 势 : 
在 下 层 流 体 中 w= Ae** cos(kz 一 ct)， 
在 上 层 流 体 中 w' = A'e** cos(kz 一 cut 十 Uz. 


对 于 下 层 流体 , 在 间断 面 上 有 
Ow 人 oc 


Vz 一 
G2 机 
(C 是 间断 面 的 竖 直 坐标 ); 对 于 上 层 流体 , 在 间断 面 上 有 


两 种 流体 内 的 压强 在 间断 面 上 相等 的 条 件 具 有 以 下 形式 : 


2 / 
pe + pg — os /EE +p'gk+ Sv -入 
(在 展开 表达 式 ”一 U? 时 只 要 保留 A' 的 一 阶 项 即 可 ). 我 们 寻求 形 如 C = asin(kz 一 wt) 
的 位 移 C. 把 p,yp',C 代 入 z= 二 0 时 的 上 述 三 个 条 件 ,我 们 得 到 三 个 方程 ,由 此 消去 a, A, A! 
后 求 出 
pV ， Es _ kppU? ak’ 1 
p+p PP 十 (P 十 P)2 p+p 
为 了 使 这 个 表达 式 对 于 所 有 的 天 都 是 实数 , 必须 成 立 条 件 
4 -4ag(p 一 P)(p 十 p)? 
人 
否则 存在 虚 部 为 正 的 复数 ww, 运动 是 不 稳定 的 . 


§ 63 吸附 膜 对 液体 运动 的 影响 


如 采 在 液体 自由 面 上 存在 吸附 物质 的 薄膜 ， 自 由 面 的 流体 动力 学 性 质 就 
会 发 生 重要 变化 . 其 实 , 当 自由 面 形状 随 着 液体 运动 而 发 生变 化 时 , 吸附 膜 被 
拉 伸 或 压缩 , 即 吸 附 物质 的 表面 浓度 发 生变 化 . 这 些 变化 导致 一 些 附加 力 的 出 
现 , 这 些 力 应 当 在 液体 自由 面 的 边界 条 件 中 加 以 考虑 . 

我 们 在 这 里 只 研究 不 溶 于 液体 本 身 的 物质 的 吸附 膜 . 这 意味 着 , 吸附 物质 
仅仅 分 布 于 表面 , 而 不 进入 液体 内 部 . 如 果 表 面 活性 物质 还 具有 某 种 显著 的 可 
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溶性 , 则 在 吸附 膜 浓度 发 生变 化 时 必须 考虑 这 种 物质 在 吸附 膜 与 液体 之 间 的 
扩散 

当 存 在 吸附 物质 时 , 表面 张力 系数 a 是 这 种 物质 表面 浓度 (单位 面积 表面 
的 物质 质量 ) 的 函数 . 我 们 用 字母 7 表示 该 表面 浓度 . 如 果 ?+ 沿 表 面 变化 , 则 
表面 张力 系数 a 同样 也 是 表面 上 各 点 坐标 的 函数 . 所 以 , 在 液体 表面 的 边界 
条 件 中 要 补充 一 个 切 向 力 , 我 们 在 $61 的 最 后 已 讨论 过 这 种 力 (方程 (61.14)). 
在 这 里 , a 的 梯度 可 以 通过 表面 浓度 梯度 表示 , 于 是 作用 于 表面 的 切 向 力 等 于 

= Ev (63.1) 
在 861 中 已 经 指出 , 考虑 这 种 力 的 边界 条 件 (61.14) 仅 对 黏 性 流体 才 成 立 . 由 
此 可 知 , 如 果 液 体 的 黏度 很 小 并 且 对 所 研究 的 现象 并 不 重要 , 就 没有 必要 考虑 
吸附 膜 的 存在 . 

为 了 确定 被 吸附 膜 履 新 的 液体 的 运动 ， 除了 流体 运动 方程 以 及 边界 条 件 
(61.14), 还 应 当 补 充 一 个 方程 , 因为 我 们 现在 又 多 了 一 个 未 知 量 (表面 浓度 >). 
这 个 新 补充 的 方程 是 连续 性 方程 , 它 表 示 吸 附 膜 中 吸附 物质 的 总 质量 不 变 . 该 
方程 的 具体 形式 依赖 于 表面 形状 . 如 果 表 面 是 平面 , 则 方程 的 形式 显然 是 

灵 + 基 oem)+ 元 um)=0 (63.2) 
其 中 所 有 的 量 都 取 液 体 表面 上 的 值 (选取 该 表面 为 zy 平面 ). 

对 于 被 吸附 膜 覆 盖 的 液体 的 运动 , 如 果 可 以 认为 吸附 膜 是 不 可 压缩 的 , 即 
如 果 可 以 认为 每 一 个 吸附 膜 微 元 的 面积 在 运动 过 程 中 都 保持 不 变 ， 则 相关 问 
题 的 解 会 有 重大 简化 . 

气泡 在 黏 性 流体 中 的 运动 是 吸附 膜 在 流体 动力 学 方面 起 重要 作用 的 一 个 
例子 . 如 果 在 气泡 表面 上 没有 任何 吸附 膜 , 则 气泡 内 的 气体 也 会 发 生 运 动 , 于 
是 液体 对 气泡 的 阻力 不 同 于 液体 对 同样 半径 固体 球 的 阻力 ( 见 820 习题 2). 如 
果 气 泡 表 面 被 吸附 膜 覆 盖 , 则 由 对 称 性 显然 直接 可 知 , 吸附 膜 在 气泡 运动 时 保 
持 静 止 @. 其 实 , 吸附 膜 的 运动 只 能 沿 气泡 表面 的 子午 线 进行 ， 这 将 导致 物质 
不 断 向 气泡 的 一 个 极点 聚集 (吸附 物质 不 会 进入 液体 或 气体 ), 而 这 是 不 可 能 
的 . 除了 吸附 膜 的 速度 为 零 , 气泡 表面 上 的 气体 速度 也 应 当 为 零 , 而 在 这 样 的 
边界 条 件 下 , 气泡 内 的 全 部 气体 也 必须 保持 静止 . 因此 , 被 吸附 膜 覆 盖 的 气泡 
将 像 冉 体 球 一 样 运动 , 特别 地 , 它 所 受 的 阻力 (在 小 涯 诺 数 情形 下 ) 将 由 斯 托 克 
斯 公式 给 出 . 


指 相 对 静止 . 下 面 也 应 这 样 理解 .一 一 译 者 
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习 题 


1. 设 两 个 容器 由 一 条 又 深 又 长 的 槽 道 相连 , 模 道 的 侧 壁 是 平行 平面 ( 档 道 的 宽 为 a， 
长 为 !). 容器 和 楼 道中 的 液体 表面 被 一 层 吸 附 膜 覆 盖 , 并 且 两 个 容器 中 的 吸附 膜 具 有 不 同 
的 表面 浓度 和 加， 从 而 导致 槽 道中 液体 表面 附近 出 现 运动 . 求 这 种 运动 中 的 吸附 膜 物 
质 输 运 量 . 

解 : 取 横 道 的 一 个 侧 壁 平面 为 zz 平面 , 液体 表面 为 zy 平面, 并 且 z 轴 沿 横道 长 度 方 
向 , 液体 所 在 区 域 对 应 z < 0. 因为 没有 压强 梯度 , 所 以 液体 的 定常 流 方程 为 ( 见 817) 

Ow Ov 
其 中 心 是 液体 速度 , 它 显 然 沿 z 轴 方 向 . 沿 柳 道 长 度 方向 有 浓度 梯度 d7/dz. 在 槽 道中 液 
体 的 表面 上 成 立 边 界 条 件 


攻 #= 春 站 n= 半 . (2) 
液体 在 模 道 壁面 上 必须 静止 , 即 

在 y= 二 0,a 处 v=0. (3) 
我 们 认为 槽 道 的 深度 为 无 穷 大 , 所 以 

当 zx 一 一 co 时 v==0. (4) 


方程 (1) 的 以 下 特 解 满足 条 件 (3) 和 (4): 


(27m 上 sa (27m re | 


const . sin 


其 中 n 为 整数 . 级 数 


2 oe 十 1)ry (2m 十 1)rz 
nm? dz (2n + 1)? 


满足 条 件 (2)，( 单 位 时 间 内 的 ) 吸附 膜 物质 输 运 量 等 于 
2 da 
Q = 人 ?|.-ody = 5 | 全 (2n + cr bs 
(向 a 增加 的 方向 运动 ). @ 值 沿 柳 道 长 度 方向 显然 保持 不 变 , 所 以 可 以 写 出 
da 1 
J = COnst 三 yk 7 dz 一 广 丧 Yda, 


其 中 aa = a(71)， Qa2z = a(Y2), 并 且 假 设 al > az. 因此 , 最 后 有 


oo az cl 
= 7 | 全 Et 人 To 人 Yda. 
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2. 设 液体 表面 被 吸附 膜 履 盖 , 求 表面 张力 波 的 阻尼 系数 ， 

解 : 如 果 液 体 的 黏度 不 太 大 , 液体 对 吸附 膜 的 ( 切 向 ) 拉 伸 力 就 不 大 , 所 以 可 以 把 吸附 
膜 看 做 不 可 压缩 的 . 

因此 , 在 计算 能 量 耗 散 率 时 可 以 只 局 限于 固 壁 附近 , 即 根据 公式 (24.14) 来 计算 . 写 出 
形 如 


yp = po @i(kz—wt) ee 一 kz 


的 速度 势 , 我 们 得 到 单位 面积 表面 上 的 耗 散 率 : 


Ekin 一 -yy A |kweo| 


总 能 量 为 (也 折算 到 单位 面积 上 ) 
E= pf wa: = kpol?. 


阻尼 系数 等 于 (利用 (62.3)) 
2 w/e /2 国 17/4 m1/2 alH4 
2V2al/3 pi/6 6 2V2 p3/4 


这 个 量 与 没有 吸附 膜 时 的 表面 张力 波 阻 尼 系 数 (862 习题 2) 之 比 等 于 
1 ap 1/4 
磺 ( 剖 ) ， 
并 且 只 要 波长 不 是 非常 小 ,这 个 比值 就 远大 于 1. 因此, 在 液体 表面 上 存在 吸附 膜 导致 表面 
张力 波 的 阻尼 系数 显著 增 大 . 


Y 


2 
声 弟 
864 声波 


我 们 开始 研究 可 压缩 流体 的 运动 , 首先 研究 流体 中 的 微小 振动 . 可 压缩 流 
体 中 的 小 振幅 振动 称 为 声波 . 在 声波 中 , 在 流体 的 每 一 点 交替 发 生 压 缩 和 膨胀 . 

在 声波 中 , 因为 振动 很 小 , 所 以 速度 v 也 很 小 , 在 欧 拉 方程 中 就 可 以 忽略 
(v.V)v 这 一 项 . 基于 同样 的 原因 , 流体 中 的 密度 和 压强 的 相对 变化 也 很 小 . 我 
们 将 把 变量 p 和 p 写 为 以 下 形式 : 


p=po+p, p=po+p,, (64.1) 


式 中 po 和 po 是 流体 的 平衡 密度 和 平衡 压强 , 它们 处 处 相同 , 而 p' 和 p' 是 声 
波 中 的 密度 变化 和 压强 变化 (p' < po, p' < po). 
把 (64.1) 代入 连续 性 方程 


并 忽略 二 阶 小 量 (此 时 应 认为 p', p',»v 是 一 阶 小 量 ), 其 形式 变 为 


4 + podivv = 0. (64.2) 
欧 拉 方 程 pg 
吉 + (Vv:V)v = -2 
在 同样 的 近似 下 化 为 方程 。 。 >， 
喜 ~ i 0. (64.3) 
po 
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线性 化 的 运动 方程 (64.2) 和 (64.3) 适用 于 声波 传播 的 条 件 是 : 声波 中 流 
体 点 的 速度 与 声速 相 比 是 小 量 , 即 v < c. 要 想得到 这 个 条 件 , 可 以 考虑 诸如 
Pp' 之 po 的 要 求 (参看 下 面 的 公式 (64.12)). 

方程 组 (64.2) 和 (64.3) 含有 未 知 函 数 w p' 和 p'. 为 了 消去 其 中 一 个 未 知 
函数 , 我 们 注意 到 , 正如 理想 流体 中 的 任何 其 他 运动 一 样 , 理想 流体 中 的 声波 
是 绝热 运动 . 所 以 , 压强 的 微小 变化 p' 和 密度 的 微小 变化 p! 之 间 的 关系 为 


re Fa 
六 志 ( 婵 ) 7 (64.4) 
利用 这 个 方程, 在 方程 (64.2) 中 把 p/ 代 换 为 zy, 得 到 
op /dp\ 
je (时 ) divv =0. (64.5) 


含 未 知 量 w 和 z 的 两 个 方程 (64.3) 和 (64.5) 完全 描述 了 声波 . 
为 了 把 所 有 未 知 量 用 其 中 一 个 未 知 量 表示 出 来 , 方便 的 做 法 是 按照 


v= gradw 


引入 速度 势 . 从 方程 (64.3) 得 到 z 与 yp 之 间 的 关系 式 (为 简便 起 见 , 这 里 和 下 
面 将 省 略 pp 和 po 的 下 标 ) 5 
wp 


二 一 (64.6) 
然后 从 (64.5) 得 到 速度 势 所 应 满足 的 方程 
— cAy = 0, (64.7) 
其 中 引入 了 记号 
= 
c= ( 器 (64.8) 


形 如 (64.7) 的 方程 称 为 波动 方程 . 取 (64.7) 的 梯度 , 我 们 得 到 , 速度 vw 的 三 个 
分 量 都 满足 同样 的 方程 . 取 (64.7) 对 时 间 的 导数 , 我 们 得 到 , 压强 变化 w 也 满 
中 波动 方 程 (所 以 p' 也 是 如 此 ). 

考虑 这 样 的 声波 , 其 中 所 有 的 量 只 依赖 于 一 个 坐标 , 例如 zx. 换言之 , yz 平 
面 内 的 流动 是 均匀 的 . 这 样 的 波 称 为 平面 波 . 波动 方程 (64.7) 化 为 


= 一 = 0. (64.9) 
为 了 求解 这 个 方程 , 我 们 引入 新 变量 


5 一 2 一 c 了 一 2 十 ct 
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来 代替 zx, t. 容易 证 明 , 在 这 些 变量 下 , 方程 (64.9) 的 形式 变 为 





Op 
Onoé 
对 & 积分 , 由 此 求 出 5 


其 中 F(n) 是 任意 的 函数 . 再 次 积分 , 得 到 yp = 及 (8) 十 到 (mn), 其 中 及 和 局 是 
p=fi(t—ct)+ fo (z+tet). (64.10) 


用 同样 形式 的 函数 还 可 以 描述 平面 波 中 的 其 余 各 量 (p', p', wv) 的 分 布 . 

为 明确 起 见 , 我 们 来 讨论 密度 . 例如 , 设 训 =0, 则 p' = 及 (z 一 ct). 我 们 米 
解释 这 个 解 的 意义 , 它 是 很 明显 的 . 在 每 一 个 平面 x = const 内 , 密度 随时 间 而 
变化 ; 在 每 一 个 给 定 的 时 刻 , 密度 对 于 不 同 的 z 是 不 同 的 ,显然 , 对 于 满足 关 
系 式 zx 一 ct = const 即 


人 一 COnst 十 ct 


的 坐标 z 和 时 刻 t, 密度 是 相同 的 . 这 表明 , 如 果 流 体 密度 在 某 一 时 刻 上 = 0 在 
某 一 点 具有 某 一 确定 值 , 则 经 过 一 段 时 间 上 以后, 在 与 原先 那 一 点 沿 zx 轴 相 距 
ct 的 位 置 , 密度 具有 同样 的 值 (对 于 声波 中 的 其 余 各 量 也 有 同样 的 情况 ). 我 们 
可 以 说 , 流动 情况 以 速度 c 沿 zx 轴 在 介质 中 传播 , 传播 速度 c 称 为 声速 . 

于 是 , 有 (zx 一 ct) 表示 同 zx 轴 正 方向 传播 的 所 谓 平 面 行 波 . 显然 , 户 (z 十 ct) 
表示 向 相反 方向 (z 轴 负 方向 ) 传播 的 波 . 

在 平面 波 中 , 速度 v = grady 的 三 个 分 量 中 只 有 wz = 9w/8z 不 为 零 . 因 
此 , 声波 中 的 流体 速度 指向 声波 的 传播 方向 . 由 于 这 个 原因 , 我 们 说 流体 中 的 
声波 是 纵波 . 

在 平面 行 波 中 , 速度 wz = v 与 压强 变化 p' 以 及 密度 变化 p' 之 间 有 简单 
的 关系 . 写 出 = f(z 一 ct), 我 们 有 

Y= 地 一 矿 (z 一 ct)， 
2 = -pe = pcf'(z — ct). 


对 比 这 些 表 达 式 , 我 们 得 到 


管 兰 z. (64.11) 
根据 (64.4), 把 z = cp/ 代入 此 式 , 就 得 到 速度 与 密度 变化 之 间 的 关系 : 
过 
ee (64.12) 
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再 指出 声波 中 的 速度 与 温度 变化 之 间 的 关系 . 我 们 有 T' = (8T/6p)sp', 再 
应 用 熟知 的 热力 学 公式 
翅 Ny (去 ) 
三 +2 入 慨 天 


i eat, (64.13) 


和 公式 (64.11), 就 得 到 


其 中 


是 定 压 体 膨胀 系数 . 
公式 (64.8) 是 根据 流体 的 绝热 压缩 系数 来 确定 声速 的 . 绝热 压缩 系数 与 
等 温 压 缩 系 数 的 关系 可 由 熟知 的 热力 学 公式 给 出 : 


1 
人 410) 
我 们 来 计算 (热力 学 意义 上 的 ) 理想 气体 中 的 声速 . 理想 气体 的 状态 方程 是 
SE 
pV 7 p n 》 


其 中 RR 是 气体 常量 , py 是 摩尔 质量 . 对 于 声速 , 我 们 得 到 表达 式 


JyRE 
过 (64.15) 
式 中 7 = cp/co. 因为 y 对 温度 的 依赖 性 通常 较 弱 , 所 以 可 以 认为 气体 中 的 声 
速 与 温度 的 平方 根 成 正比 @. 当 温 度 给 定时 , 它 与 气体 的 压强 无 关 @. 
有 一 种 特别 重要 的 情形 是 单 色 波 , 这 时 所 有 的 量 都 是 时 间 的 简单 周期 函 
数 ( 简 谐 函数 ). 把 这 样 的 函数 写 为 复数 表达 式 的 实 部 的 形式 通常 更 为 方便 ( 见 
824 的 开始 ). 例如 , 对 于 速度 势 , 我 们 写 出 


p= Relpo(z, y, 2)e 2 (64.16) 
式 中 w 是 波 的 频率 . 把 (64.16) 代入 (64.7), 即 可 得 到 函数 yo 所 满足 的 方程 : 


w2 


@ 注意 以 下 事实 颇 有 益处 : 气体 中 的 声速 与 分 子 的 平均 热 运动 速度 具有 同样 的 量 级 . 
@@ 形 如 c” = p/p 的 气体 声速 公式 最 初 是 由 牛顿 在 1687 年 得 到 的 ， 拉 普 拉 斯 后 来 指出 , 在 这 个 
公式 中 必须 补充 因子 7. 
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考虑 向 x 轴 正 方向 传播 的 平面 单 色 行 波 . 在 这 样 的 波 中 , 所 有 的 量 都 只 是 
Zz 一 ct 的 函数 , 所 以 速度 势 的 形式 为 


p= Re{4exp |-iwe(t- 二 川上 (64.18) 


式 中 4 为 常量 , 称 为 复 振 幅 . 利用 实 的 常量 a 和 a 把 它 写 为 4 = aseie 的 形式 ， 
则 有 
只 一 QcO5 (二 -wt+a) (64.19) 


常量 a 称 为 波 的 振幅 , 余弦 函数 的 日 变量 称 为 波 的 相位 . 我 们 用 n 表示 波 传 
播 方向 上 的 单位 矢量 . 矢量 


Ww 27 


称 为 波 矢 (其 大 小 经 常 称 为 波 数 ). 利用 此 记号 , 表达 式 (64.18) 可 以 写 为 以 下 
形式 : 
p= Re[Ae''"-o))]. (64.21) 
单 色 波 的 作用 极为 重要 ， 因 为 任何 波 都 可 以 表示 为 具有 各 种 波 矢 和 频率 
的 平面 单 色 波 的 登 加 . 波 的 这 种 展开 式 不 是 别 的 , 正好 就 是 傅 里 叶 级 数 或 傅 里 
叶 积分 (这 样 的 分 解 也 称 为 谱 分 解 )， 而 展开 式 中 单独 的 各 项 称 为 波 的 单 色 分 
量 或 傅 里 叶 分 量 . 


习题 


1， 一 个 弱 分 散 二 相 系 由 悬 浮 着 小 液 滴 的 蒸气 (“ 湿 蒸气 ") 或 含有 小 蒸气 泡 的 液体 组 
成 , 求 其 中 的 声速 . 设 声波 的 波长 远大 于 该 二 相 系 不 均匀 性 的 尺度 . 

解 : 在 二 相 系 中 ,D 和 了 不 是 独立 变量 , 它们 之 间 的 关系 由 相 平 衡 方程 给 出 , 系统 的 压 
缩 或 膨胀 伴随 着 物质 从 一 个 相 到 另 一 个 相 的 转变 . 设 工 是 系统 中 2 相 的 质量 分 数 , 则 


5 三 (1 一 Z)sl 十 zszo，V= 三 (1 一 zZ)W 十 ZI， (1) 


这 里 用 下 标 1 和 2 区 别 纯 的 1 相 和 2 相 的 相关 各 量 . 为 了 计算 导数 (9V/Bp),, 我 们 从 变 
量 Dp, s 变换 到 p, zx, 从 而 得 到 


( 吉 ), (器) 
人 
ap /。 \p 和 Os , 
(¥), 
把 (1) 代入 此 式 , 结果 给 出 


OV _ dV2> Vi—Vds, dVi V2— Vdsi 
[| -= 过 82 一 31 | + 相 | 呈 s2—s1 dp」 (2) 
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利用 (1) 和 (2), 按照 公式 (64.8) 即 可 求 出 声速 . 
展开 对 压强 的 导数 d/dp, 引入 从 1 相 到 2 相 的 相 变 潜 热 g = 二 了 T(sz 一 s1), 并 利用 关于 
沿 相 平衡 线 的 导数 的 克拉 珀 龙 - 克 劳 修 斯 方程 ( 见 第 五 卷 882) 


dE 
dT TT(V WV)’ 


我 们 得 到 (2) 中 第 一 对 方 括号 内 的 表达 式 , 其 形式 为 


(如 ) 和 (本 (WW) -mW 





op gq \87 92 


类 似 地 可 以 变换 第 二 对 方 括号 内 的 表达 式 ， 
设 1 相 是 液体 , 2 相 是 蒸气 . 我 们 把 后 者 看 做 理想 气体 , 而 质量 体积 Vi 与 他 相 比 可 
以 忽略 不 计 . 如 果 了 < 久 1 (液体 中 含有 少量 蒸气 泡 ), 则 对 声速 可 以 得 到 


qupVi (3) 


ER RT VcpiT 


( 民 是 气体 常量 , 由 是 摩尔 质量 ). 一 般 而 言 , 这 个 速度 非常 小 . 因此 , 当 液 体 中 形成 蒸气 泡 
(发 生 空 化 ) 时 , 其 中 的 声速 会 突然 急剧 下 降 . 
如 果 1 一 5 < 攻 1 ( 莱 气 中 含有 少量 液 滴 ), 就 得 到 
1 2 Tr 
CC2 i q | (4) 
与 纯 气体 中 的 声速 (64.15) 进行 对 比 , 我 们 发 现 , 这 里 增加 第 二 相 也 导致 声速 降低 , 尽管 降 
低 得 远 没 有 那样 显著 . 

在 两 者 之 间 , 当 x 从 0 增 大 到 1 时 , 声速 从 值 (3) 单调 地 增 大 到 值 (4). 

我 们 指出 ,对 于 工 二 0 和 = 1, 声速 在 系统 从 单 相 系 转变 为 二 相 系 时 会 发 生 突 跃 . 其 
结果 是 , 对 于 非常 接近 0 或 1 的 工 值 , 即使 声波 的 振幅 很 小 , 通常 的 线性 声学 理论 一 般 也 
不 再 适用 , 因为 在 这 些 条 件 下 ,由 声波 导致 的 压缩 和 膨胀 伴随 着 从 二 相 系 向 单 相 系 (以 及 
相反 的 ) 的 转变 , 而 这 完全 破坏 了 对 线性 理论 非常 重要 的 声速 不 变 假 设 . 

2、 设 气体 被 加 热 到 极 高 的 温度 , 以 至 于 其 中 的 平衡 黑体 辐射 压 与 气体 本 身 的 压强 相 
当 , 求 气体 中 的 声速 . 

解 : 物质 的 压强 等 于 





p=nT+ 77, 
而 炉 等 于 
3s 一 一 jn 十 一 一。 
Tn WA nn 
在 这 些 表达 式 中 , 第 一 项 与 粒子 有 关 , 第 二 项 与 辐射 有 关 ; n 是 粒子 数 密度 , mm 是 粒子 质量 ， 
a 一 4r2/45jc3 ( 见 第 五 卷 863)@.， 黑体 辐射 对 物质 密度 不 起 作用 , 所 以 p 二 mn 为 了 区 





@ 在 本 书 中 , 处 处 都 用 能 量 单位 来 度量 温度 . 
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别 于 光速 的 记号 c, 这 里 用 字母 凡 表示 声速 . 把 导数 写 为 雅 可 比 行列 式 的 形式 , 有 


” Ol(p, 5) 3 0(p, 5s) /站 
O(n, T 





a $57 [ 2a276 
5m 人 (9 十 2a73)| 


865 声波 的 能 量 和 动量 


我 们 来 推导 声波 能 量 表达 式 . 按照 一 般 公式 , 流体 的 体积 能 为 pe + pu2/2. 
如 果 把 p= po 十 p，s = so+e' 代入 此 式 , 这 里 带 撤 号 的 字母 表示 相应 各 量 相 
对 于 它们 在 流体 静止 时 的 取 值 的 偏离 , 则 因为 ww2/2 是 三 阶 小 量 , 所 以 在 精确 
到 二 阶 项 时 得 到 


alpe) 1 0°(pe) 1 
/ 一 机 三 2 


导数 是 在 等 炉 条 件 下 计算 的 , 因为 声波 是 绝热 过 程 . 根据 热力 学 关系 式 
de=Tds—pdV = 了 ds 十 dp, 
我 们 有 


| 


Ea A 


因此 , 流体 的 体积 能 等 于 


二 阶 导 数 为 


poso 十 Wop' 十 至 光 十 Pe 
2p0 2 


这 个 表达 式 中 的 第 一 项 (poeo) 是 静止 流体 的 体积 能 , 与 声波 无 关 . 至 于 第 
二 项 (wop'), 这 是 在 每 一 个 具有 单位 体积 的 给 定 区 域 中 仅仅 因为 流体 质量 变化 
而 引起 的 能 量变 化 . 如 果 把 体积 能 在 流体 所 占 整 个 区 域 上 积分 , 则 在 所 得 总 能 
量 中 没有 这 一 项 , 因为 流体 的 总 质量 保持 不 变 , | p' dV = 0. 于 是 , 因为 存在 声 
波 而 引起 的 流体 总 能 量 的 变化 等 于 积分 


2 
Pov Pp 
/等 +5)or 
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被 积 函数 可 视 为 声 能 密度 EE: 
p v2 ep 
如 = 一 十 
这 个 表达 式 在 平面 行 波 的 情况 下 可 以 简化 . 在 这 样 的 声波 中 , p' = pouy/e 
所 以 (65.1) 中 的 两 项 相等 , 于 是 


(65.1) 





E = pov’. (65.2) 


这 个 关系 式 对 任意 声波 并 不 成 立 . 在 一 般 情况 下 , 对 总 声 能 (对 时 间 ) 的 平均 
值 可 以 写 出 一 个 类 似 的 公式 , 它 直 接 得 日 力学 中 一 个 已 有 的 普遍 定理 : 小 振动 
系统 的 平均 总 势能 等 于 其 平均 总 动能 . 因为 平均 总 动能 此 时 等 于 [ povidV/2， 
所 以 我 们 求 出 平均 总 声 能 为 
/ EdV = / pov2dV. (65.3) 
接 下 来 考虑 流体 中 的 某 个 区 域 , 其 中 有 声波 在 传播 , 我 们 来 确定 通过 该 区 
域 的 封闭 边界 面 的 能 流 . 根据 (6.3), 流体 中 的 能 流 密度 等 于 pv(w 十 v3/2). 在 
所 考虑 的 情况 下 可 以 忽略 带 有 ?22 的 项 , 因为 它 是 三 阶 小 量 , 于 是 声波 中 的 能 
流 密 度 是 pvw. 把 = wo 十 w 代入 其 中 , 我 们 有 


pW = Wopy + pw'v. 


re) ys 
Ww (人 PP 


所 以 pwwv = wopv 十 p'v. 通过 上 述 曲 面 的 总 能 流 等 于 积分 


对 于 灼 的 微小 变化 , 有 


fluwopw +pv):df. 
这 个 表达 式 中 的 第 一 项 是 只 与 给 定 区 域 中 流体 质量 的 变化 有 关 的 能 流 . 不 


过 , 我 们 已 经 不 考虑 能 密度 中 wop' 这 一 项 ( 它 对 无 穷 大 区 域 积分 的 结果 为 零 ). 
所 以 , 为 了 让 能 流 密度 由 (65.1) 给 出 , 应 当 路 去 此 项 , 于 是 总 能 流 简化 为 


fv-af. 


q=pV (65.4) 


我 们 看 到 , 矢量 
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起 声 能 流 密 度 的 作用 . 容易 验证 , 成 立 关系 式 


+ div(p'v) = 0. (65.5) 


其 实 , 这 是 理所当然 的 , 因为 它 表示 能 量 定 恒定 律 , 而 天 量 (65.4) 恰好 起 能 流 
密度 的 作用 . 

在 (从 左 问 右 的 ) 平面 行 波 中 , 压强 变化 与 速度 的 关系 为 p' = cpov, 其 中 
速度 v = wz 的 符号 可 为 正 或 负 . 引入 声波 传播 方向 上 的 单位 矢量 m, 得 到 


g 一 cpov2m = cEn. (65.6) 


因此 , 在 平面 声波 中 , 能 流 密度 等 于 能 量 密度 乘 以 声速 , 这 自然 是 意料 之 中 的 

现在 考虑 这 样 的 声波 , 它 在 每 一 个 给 定时 刻 都 占据 空间 中 的 一 个 有 限 区 
域 (该 区 域 处 处 都 不 以 固 壁 为 边界 ) 波 包 . 我 们 来 确定 声波 中 流体 的 总 动 
量 . 单位 体积 流体 的 动量 等 于 质量 流 密度 了 = pv. 把 p= po 十 p' 代入 此 式 , 有 
j= 二 pov 十 p'v. 密度 变化 与 压强 变化 的 关系 是 让 =z/j/cz. 所 以 , 利用 (65.4) 得 到 





j= po 十 与 ， (65.7) 


如 果 符 性 在 所 研究 的 现象 中 无 关 紧 要 , 就 可 以 认为 声波 中 的 运动 是 有 势 的 , 从 
而 写 出 v = Vy (我 们 强调 , 这 个 结论 与 864 中 推导 线性 运动 方程 时 的 那些 近 
似 假 设 无 关 , 因为 满足 rot = 0 的 解 是 欧 拉 方程 的 精确 解 ). 所 以 , 我 们 有 
j= poVyp+ 与 . 
声波 的 总 动量 等 于 声波 所 占 全 部 区 域 上 的 积分 [7dV. 但 Vw 的 积分 可 以 变 


换 为 曲面 积分 : 
J veav = $var. 


而 在 声波 包 所 占 区 域 之 外 p = 0, 所 以 上 述 积分 为 零 . 因此, 声波 包 的 总 动量 
等 于 


基 天 三 / a (65.8) 
这 个 量 一 般 而 言 绝 对 不 等 于 零 . 但 非 堆 的 总 动量 表明 , 存在 物质 的 输 运 . 我 们 


得 出 结论 : 声波 包 的 传播 伴随 着 流体 中 的 物质 输 运 . 这 是 一 个 二 阶 效应 , 因为 
gq 是 二 阶 量 . 
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最 后 ， 我 们 来 研究 横 截 面 有 限 的 无 穷 长 空间 区 域 中 的 声场 (有 限 口 径 波 
列 ), 并 计算 压强 变化 zw 在 这 个 区 域 中 的 平均 值 . 一 阶 近似 对 应 着 通常 的 线性 
运动 方程 , 此 时 z 是 一 个 周期 变 号 函数 , 其 平均 值 为 零 . 但 是 , 这 个 结果 在 更 
高 阶 近似 下 可 能 不 再 成 立 . 如 果 只 精确 到 二 阶 小 量 , 就 可 以 通过 从 线性 声学 方 
程 计 算出 的 量 来 表示 z, 这 样 就 不 必 直 接 求 解 由 于 考虑 高 阶 项 而 得 到 的 非 线 
性 运动 方程 . 

这 里 所 研究 的 声场 具有 以 下 特点 : 速度 势 p 在 声场 中 不 同 点 的 取 值 之 差 
当 这 些 点 之 间距 离 无 限 增 大 时 仍然 是 有 限 的 (空间 中 给 定点 的 p 在 不 同时 刻 
的 取 值 之 差 也 是 有 限 的 )， 其 实 , 此 差 值 由 积分 


2 
Ps =| v:dl 


给 出 , 并 且 可 以 沿 点 1 和 点 2 之 间 的 任何 路 径 进 行 积分 . 如 果 注 意 到 , 这 时 可 
以 沿 波 列 长 度 方向 在 波 列 之 外 选取 路 径 , 速度 势 的 上 述 性 质 就 是 显然 的 @. 
根据 这 个 特点 , 我 们 取 伯 努 利 方程 


v2 Ov 
U 十 一 十 二 三 COonst 


2 ot 
的 时 间 平 均值 . 导数 Bw/8t 的 平均 值 为 零 @. 再 写 出 w = wo 十 w', 并 把 wo 列 
入 常量 const, 就 得 到 ww 十 如 /2 = const. 因为 const 在 整个 空间 中 处 处 相同 , 且 
w 和 vw 在 波 列 之 外 的 远 处 等 于 零 , 所 以 这 个 常量 必定 为 零 , 于 是 
v2 


w+ =0. (65.9) 


然后 按 z 的 具 展 开 w', 精确 到 二 阶 项 , 有 


lh 
py Op a 9 Op? 二 》 


又 因为 (Brw/6p)s = 1/p, 所 以 
Ni 了 (¥) 有 


po 2c2p8 


@ 为 了 得 到 (65.8), 在 本 质 上 也 使 用 了 类 似 的 方法 , 这 时 认为 在 波 包 之 外 的 远 处 总 有 ”= 0. 
@ 按照 平均 值 的 一 般 定义 , 对 于 某 函 数 f(t) 的 导数 的 平均 值 , 我 们 有 


| 


如 果 f(t) 对 于 所 有 的 t 都 是 有 限 的 , 则 当 取 平均 值 的 区 间 扩 大 时 ( 当 T 增加 时 ), 此 平均 值 趋 于 零 . 
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P= 名 +--+ (65.10) 

这 就 是 所 求 的 平均 压强 . 右边 的 表达 式 是 二 阶 小 量 . 为 了 计算 该 表达 式 , 应 当 
求解 线性 化 的 运动 方程 , 以 便 得 到 p' 和 wv. 对 于 平均 密度 , 我 们 有 

2- 

波 列 具 有 有 限 的 横 截 面积 , 它 不 能 表示 为 严格 的 平面 波 . 不 过 , 如 果 横 截 

面 尺 寸 远大 于 声波 波长 , 声波 就 非常 接近 平面 波 . 在 平面 行 波 中 v = cp'/po, 于 

是 好 = ce2p2/p2, 表达 式 (65.10) 变 为 零 , 即 压强 的 平均 变化 是 高 于 二 阶 的 效应 . 


密度 的 平均 变化 a 
7= 子 (起 ) 7 


并 不 为 零 中 . 对 于 (上 述 意 义 下 的 ) 平面 行 波 中 动量 流 密度 张 量 的 平均 值 在 同 
样 的 近似 下 有 














p' + PU 一 + Poviok. 
第 一 项 等 于 零 , 而 在 第 二 项 中 可 以 引入 声波 传播 方向 上 的 单位 矢量 m (与 v 的 
方向 相同 或 相反 ). 利用 公式 (65.2), 对 于 动量 流 密度 就 有 
I1ix 一 Eninx. (65.12) 


如 果 声 波 沿 z 轴 传 播 , 则 只 有 分 量 zz = 不 为 零 . 因此 , 在 这 种 近似 下 , 平 
均 动 量 流 只 有 z 分 量 , 并 且 它 在 z 轴 方 向 上 传播 . 

关于 上 面 最 后 一 段 中 的 全 部 内 容 , 我 们 再 一 次 强调 , 这 里 讨论 的 是 具有 有 
限 横 截 面 的 波 列 . 这 些 结果 在 严格 意义 上 对 平面 波 是 不 成 立 的 (例如 , p’ 在 二 
阶 近似 下 即 可 不 为 零 , 见 §101 习题 4). 在 形式 上 这 是 因为 , 对 于 严格 意义 上 的 
平面 波 (无 法 从 侧面 包围 ), 关于 速度 势 p 在 全 部 空间 中 (或 者 在 所 有 时 间 内 ) 
都 取 有 限 值 的 结论 一 般 而 言 并 不 成 立 . 而 从 物理 上 讲 , 这 样 的 区 别 在 于 , (对 于 
具有 有 限 横 截面 的 波 列 ) 可 能 出 现 的 横向 运动 导致 平均 压强 趋 于 均匀 . 
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声波 在 入 射 到 两 种 不 同 介质 的 分 界面 时 会 发 生 反射 和 折射 ， 于 是 第 一 种 
介质 内 的 运动 是 两 种 波 (入 射 波 和 反射 波 ) 的 合成 , 而 在 第 二 种 介质 内 只 有 一 
种 波 (折射 波 ). 全 部 三 种 波 之 间 的 关系 可 由 分 界面 上 的 边界 条 件 确定 . 


@ 我 们 指出 , 导数 (62p/8p2?)。 实际 上 总 是 负 的 , 所 以 在 行 波 中 p’ < 0. 
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我 们 来 研究 单 色 纵波 在 分 界面 是 平面 时 的 反射 和 折射 , 选取 该 分 界面 为 
yz 平面 . 容易 看 出 , 入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 这 三 者 都 有 相同 的 频率 w 和 波 
矢 分 量 如 , 大 > (但 冬 直 于 分 界 平面 的 波 失 分 量 各 不 同 ). 其 实 , 在 没有 边界 的 均 
质 介质 中 , k 和 w 为 常量 的 单 色 波 是 运动 方程 的 解 . 当 分 界面 存在 时 , 要 补充 
的 只 是 一 些 边界 条 件 , 在 上 述 情况 下 这 是 平面 z= 0 上 的 一 些 边界 条 件 , 并 且 
它们 与 时 间 和 坐标 y, z 都 无 关 . 因此 , 解 对 t 以 及 y, z 的 依赖 关系 在 整个 空间 
和 时 间 中 保持 不 变 , 即 w, ky, ks 等 于 入 射 波 中 的 相应 各 量 . 

从 这 个 结果 可 以 直接 导出 决定 反射 波 和 折射 波 传 播 方 向 的 关系 式 . 设 zy 
平面 为 入 射 波 所 在 平面 , 则 在 入 射 波 中 k&: = 0, 此 式 对 反射 波 和 折射 波 同 样 成 
立 . 因此 , 入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 的 传播 方向 是 共 面 的 . 

设 0 为 波 的 传播 方向 与 x 轴 之 间 的 夹 角 . 于 是 , 因为 i = (w/e)sing 对 入 
射 波 和 反射 波 是 相同 的 , 所 以 

01 =0, (66.1) 


即 入 射 角 2 等 于 反射 角 册 . 对 入 射 波 和 折射 波 有 类 似 的 等 量 关 系 , 由 此 可 得 
入 射 角 0 与 折射 角 9 之 间 的 关系 式 
sinbl Cl 
sinb co 
(cl 和 cz 是 两 种 介质 中 的 声速 ). 
为 了 得 到 入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 的 强度 之 间 的 定量 关系 , 我 们 把 这 些 波 
的 速度 势 分 别 写 为 以 下 形式 : 


I . 
pi 三 41 exp 巴 (二 coOS01 十 过 sinbi > 中 》 
C1 Cl 





(66.2) 


p1 = 41 exp 区 (- 革 coso + 了 sinb -| , 
C1 Cl 
I 5 
oa = A2exp jliw| 一 cos0 十 一 sinb 一 上 ||. 
C2 C2 


在 分 界面 (z = 0) 上 , 两 种 介质 的 压强 (p = -p8p/6b 和 法 向 速度 (wz = Bwp/8z) 
应 分 别 相 等 , 这 些 条 件 给 出 等 式 


cosb [él 
pi(A1+A)= phs, (hi A) = 9 


一 一 一 4， 
C2 
反射 因子 RR 被 定义 为 反射 波 和 入 射 波 中 的 (时 间 ) 平均 能 流 密度 之 比 . 因为 平 
面 波 中 的 能 流 密度 等 于 cpv?, 所 以 有 
eR cip1v?2 > 144 
R= oo 
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简单 的 计算 给 出 结果 


2 
= 二 一 全】 (66.3) 
pz tan bz 十 pitanb 


角 b 与 b 之 间 的 关系 由 (66.2) 给 出 . 用 % 表示 0, 就 可 以 把 反射 因子 写 为 
p= {2 cosb — pi Ve? — csin20 (66.4) 
po2C2 COSO1 + pi Vc? 一 cz sin201 


R= (2 a ] (66.5) 
pacz 十 Plcl/ 
当 入 射 角 满 足 条 件 
2 p2c2 一 ptct 


时 , 反射 因子 为 零 , 即 声波 发 生 全 折射 而 完全 不 发 生 反射 如 果 
ci1>cs， 但 poca > plci 


(或 者 不 等 号 都 反 过 来 ), 就 会 出 现 这 种 情况 . 


习题 


求 两 种 流体 分 界面 上 因 声 波 而 产生 的 压强 . 
解 : 反射 波 和 折射 波 的 总 能 流 之 和 应 等 于 入 射 波 的 能 流 . 取 单 位 面积 分 界面 上 的 能 流 ， 
我 们 把 这 个 条 件 写 为 以 下 形式 : 


c1B1 cosbl = ci Bi cosO01 + c2 Bz cos 0», 


其 中 EE1, EB1, E2 是 入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 中 的 能 量 密度 . 引入 反射 因子 慷 == 思 /万 ,由 
此 得 , 
二 cl COS O01 
ee C2 COS Do 


所 求 压强 p 可 定义 为 单位 时 间 内 (在 单位 面积 分 界面 上 ) 由 声波 引起 的 动量 损失 的 z 分 
量 . 利用 声波 中 动量 流 密度 张 量 的 表达 式 (65.12), 我 们 求 出 
p= Ecos’01+ EB’cos’ 0 — Ecos?0,. 
把 忆 , 的 表达 式 代 入 此 式 , 引入 RR 并 利用 (66.2), 得 到 
p= EsinQi cosOil[(l+ R)cot O01 — (1— R)cot 02]. 
对 于 垂直 入 射 (01 = 0) 的 情形 , 利用 (66.5) 得 到 


1 和 + p2c2 一 | 
; (pic1 + pac2)2 


(1 — R)E:. 
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平面 波 的 特性 在 于 , 其 传播 方向 和 振幅 在 整个 空间 中 处 处 相同 . 任意 的 声 
波 当 然 没 有 这 样 的 性 质 . 然而 , 可 能 存在 这 样 一 些 情 况 : 所 研究 的 声波 虽然 不 
是 平面 波 , 但 在 每 个 不 大 的 空间 区 域内 却 可 以 把 它 看 做 平面 波 . 为 此 , 必须 要 
求 振幅 和 传播 方向 在 波长 量 级 的 距离 上 基本 不 变 . 

如 果 这 个 条 件 成 立 , 就 可 以 引入 声 线 的 概念 : 这 是 这 样 一 些 曲 线 , 在 曲线 
上 的 每 一 点 , 切线 方向 都 与 声波 传播 方向 一 致 . 于 是 , 可 以 在 不 考虑 声音 波动 
本 质 的 情况 下 说 ， 声 音 是 治 声 线 传 播 的 . 在 这 样 的 情况 下 研究 声音 的 传播 规 
律 , 就 是 几何 声学 的 内 容 . 可 以 说 , 几何 声学 对 应 着 小 波长 极限 , 即 入 一 0 的 
情形 . 

我 们 来 推导 几何 声学 的 基本 方程 一 一 决定 声 线 方向 的 方程 把 声波 速度 
势 写 为 以 下 形式 : 

yp 一 Ge. (67.1) 


在 声波 不 是 平面 波 但 儿 何 声学 适用 的 情况 下 , 振幅 a 是 坐标 和 时 间 的 缓 变 函 
数 , 而 波 的 相位 多 是 “近乎 线性 ”的 函数 (注意 , 在 平面 波 中 水 = kr 一 wt 十 
其 路 和 w 为 常量 ). 对 于 很 小 的 空间 区 域 和 时 间 间 隔 , 相位 可 以 展开 为 级 
数 . 精确 到 一 阶 项 , 我 们 有 

v» 


B=Wo+r: grady + 3 


因为 在 每 一 个 不 大 的 空间 区 域 (和 不 长 的 时 间 间 隔 ) 内 可 以 把 声波 看 做 平面 
波 , 所 以 定义 每 一 个 点 上 的 波 撩 和 频率 为 


k= Pe = grady, wo= 一 起. (67.2) 
量 多 称 为 程 函 . 
在 声波 中 有 
扎 = 妇 一 习 二 局 十 尼 
把 (67.2) 代入 此 式 , 就 得 到 几何 声学 的 以 下 基本 方程 
, , , 2 
的 :的 :的 -二 的- on 


如 采 流 体 不 是 均 质 的 , 则 e? 是 坐标 的 函数 . 
在 力学 中 已 经 知道 , 质点 系 的 运动 可 以 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 来 确定 , 它 
与 方程 (67.3) 一 样 , 是 一 阶 偏 微 分 方程 . 此 时 , 质点 的 作用 量 S 是 类 似 于 的 
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量 , 而 作用 量 的 导数 则 按照 公式 
确定 质点 的 动量 p 和 哈密 顿 函 数 (能 量 ) 有 H, 这 些 公式 类 似 于 公式 (67.2). 我 们 
还 知道 , 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 等 价 于 哈密 顿 方程 , 其 形式 为 

oH . 3H 

让 二 一 各 远 全 二 Be 


根据 质点 力学 和 儿 何 声学 之 间 的 上 述 比拟 ,我 们 能 够 直接 写 出 关于 声 线 的 类 
似 方程 : 

Ow . Ow 
By 7 一 Bk 
在 均匀 各 向 同性 介质 中 w = ck, 其 中 ce 为 常量 , 所 以 及 = 0, 六 = cn (n 为 天方 
癌 上 的 单位 矢量 ), 即 声 线 沿 直线 延伸 , 同时 频率 w 保持 不 变 , 而 这 正 是 理应 得 
到 的 结果 . 

当然 , 当 声 音 在 定常 条 件 下 传播 时 , 即 当 介质 的 性 质 在 空间 中 每 一 点 都 不 
随时 间 而 改变 时 , 频率 沿 声 线 总 是 保持 不 变 . 其 实 , 频率 对 时 间 的 全 导数 等 于 
dy Ow Ow Ow 


TT 


它 确定 了 频率 治 不 断 延 伸 的 声 线 的 变化 率 . 把 (67.4) 代入 此 式 , 后 面 两 项 即 互 
相抵 消 , 而 在 定常 情况 下 8w/8t = 0, 所 以 dw/dt = 0. 

当 声 音 在 静止 的 非 均 质 介质 中 定常 传播 时 , w = ck, 其 中 ec 是 坐标 的 给 定 
函数 . 方程 组 (67.4) 给 出 


k= (67.4) 


=cn, k=—kvc. (67.5) 


波 矢 有 的 大 小 按照 大 = w/c (w = const) 的 简单 规律 沿 声 线 变 化 . 为 了 确定 n 
方向 的 变化 , 在 (67.5) 的 第 二 个 方程 中 令 及 = wn/e, 从 而 写 出 


村。 大 盖 
pi (7 Vc) = 一 KVc， 


所 以 
< =—Vc+n(n.:Vc). 
引入 声 线 微 元 的 长 度 di = cdt, 把 这 个 方程 改写 为 
on 二 -ve 十 =(n.ve). (67.6) 
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用 这 个 方程 即 可 确定 声 线 的 形状 . n 是 声 线 的 单位 切 向 矢量 包 . 

如 果 已 知 方程 (67.3) 的 解 , 并 且 程 函 少 是 坐标 和 时 间 的 已 知 函数 , 则 还 可 
求 出 声音 强度 的 空间 分 布 . 在 定常 条 件 下 , 它 得 自 方 程 divg = 0 (gq 为 声 能 流 
密度 ), 该 方程 在 声 源 之 外 的 整个 空间 中 都 应 成 立 . 写 出 g= cBm, 其 中 已 是 
声 能 密度 ( 见 (65.6)), 再 注意 到 n 是 天 = Vuy% 方向 上 的 单位 矢量 , 就 得 到 以 下 
方程 : 





div (ce ) 二 和 (67.7) 
该 方程 确定 了 五 的 空间 分 布 . 

根据 频率 对 波 矢 分 量 的 已 知 依赖 关系 ,从 (67.4) 中 的 第 二 个 方程 可 以 确 
定 波 的 传播 速度 . 这 是 一 个 重要 的 公式 , 它 不 但 适用 于 声波 , 也 适用 于 所 有 的 
波 (例如 , 我 们 在 81> 中 已 经 对 重力 波 应 用 过 这 个 公式 ). 这 里 再 给 出 这 个 公式 
的 一 种 推导 方法 , 这 有 助 于 揭示 由 它 所 定义 的 速度 的 含义 . 我 们 来 考虑 占据 着 
空间 中 某 个 有 限 区 域 的 波 (或 者 波 包 , 就 像 通常 所 说 的 那样 ). 假设 波谱 中 各 单 
色 分 量 的 频率 位 于 某 个 很 小 的 区 间 内 , 对 它们 的 波 矢 分 量 同样 作 此 假设 . 设 w 
为 波 的 某 个 平均 频率 , k 为 平均 波 失 . 那么 , 波 在 某 个 初始 时 刻 可 由 以 下 形式 
的 函数 来 描述 : 


p=e*'"f(r). (67.8) 


函数 f(r) 仅 在 空间 中 某 个 小 区 域内 显著 偏离 零 (但 该 区 域 的 尺寸 与 波长 1/k 
相 比 仍然 很 大 ). 根据 上 述 假设 , 它 的 傅 里 叶 积 分 展开 式 包 含 形 如 eir 人 Ak 的 分 
量 , 其 中 Ak 为 小 量 . 

因此 , 波 的 每 个 单 色 分 量 在 初始 时 刻 正比 于 形 如 


Pi = Const -eK+AR)'r (67.9) 


的 因子 , 相应 频率 是 w(k + Ak) (我 们 还 记得 , 频率 是 波 失 的 函数 ). 于 是 , 该 分 
量 在 时 刻 t 具有 以 下 形式 : 


Pk = Const: exp [i(k + Ak):T—iw(k+ Ak)t. 


@ 由 微分 几何 可 知 , 沿 声 线 的 导数 dn/di 等 于 N/R, 式 中 N 是 主 法 线 方向 上 的 单位 矢量 , 尺 是 

声 线 的 曲率 半径 如果 不 计 因 子 1/c, 方程 (67.6) 右边 的 表达 式 就 是 声速 沿 主 法 线 方向 的 导数 , 所 以 
可 以 把 这 个 方程 写 为 以 下 形式 : : , 
Se = Ve). 


声 线 向 声速 较 小 的 一 侧 弯 曲 . 
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利用 Ak 为 小 量 的 事实 , 我 们 写 出 
w(k+ Ak) ~ w(k) 十 2 .Ak. 


于 是 ,pk 的 形式 化 为 


Pk = Const: exp [i(k:m — wt)] exp 区 : (" 四 3) , (67.10) 


现在 , 如 果 把 波 的 所 有 单 色 分 量 再 加 起 来 (每 一 种 单 色 分 量 都 有 其 Ak)， 
则 通过 对 比 (67.9) 和 (67.10) 就 可 以 得 到 


_ oi(k*:T—wt) 
p=€ f (* i t) l (67.11) 


其 中 f 就 是 (67.8) 中 的 同一 个 函数 . 与 (67.8) 的 对 比 表 明 , 在 经 过 + 上 时 间 后 ， 
波 中 的 整个 振幅 分 布 图 像 在 空间 中 移动 了 距离 (8w/8k)t; (在 (67.11) 中 , f 之 
前 的 指数 因子 只 影响 波 的 相位 )， 因 此 , 波 的 传播 速度 等 于 


Ow 
U= 字 . (67.12) 

这 个 公式 给 出 了 波 的 传播 速度 ， 其 中 w 对 k 的 依赖 关系 是 任意 的 . 当 
w= 二 ck 且 c 为 常量 时 , 它 自然 给 出 UV =w/k=c 这 样 的 通常 结果 . 在 一 般 情 
况 下 , 对 于 任意 的 依赖 关系 w(k), 波 的 传播 速度 是 频率 的 函数 , 并 且 波 的 传播 
方向 可 以 不 同 于 波 矢 的 方向 . 

传播 速度 (67.12) 也 称 为 波 的 群 速 , 而 比值 w/k 称 为 相 速 . 然而 , 我 们 强调 ， 
相 速 并 不 对 应 任何 一 种 对 象 的 实际 物理 传播 . 

公式 (67.11) 表明 , 波 包 的 形状 在 运动 过 程 中 保持 不 变 . 我 们 指出 , 这 样 的 
结果 是 近似 的 , 这 与 范围 Ak 很 小 的 假设 有 关 . 一 般 而 言 , 当 速 度 U 与 w 有 关 
时 , 波 包 在 传播 过 程 中 向 外 “ 展 平 ” 波 包 所 占 空间 区 域 增 大 . 可 以 证 明 , 这 
种 “ 展 平 ” 的 程度 正比 于 波谱 中 波 矢 范围 Ak 的 大 小 的 平方 值 . 





习 题 


设 声音 在 处 于 重力 场 作用 下 的 等 温 大 气 中 传播 , 求 其 振幅 随 高 度 的 变化 . 
解 : 在 ( 视 为 理想 气体 的 ) 等 温 大 气 中 , 声速 是 常量 .显然 , 能 流 密度 沿 声 线 按照 与 声 
源 的 距离 7 的 平方 成 反比 的 规律 减 小 : 


-x 和 法 
cpu2 ~ 


由 此 可 知 , 在 声波 中 , 速度 的 振幅 沿 声 线 按照 反比 于 + VP 的 规律 变化 . 根据 气压 公式 ， 密 
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度 p 这 时 按照 以 下 规律 变化 : 





son(- 笑 ) 


(z 是 高 度 , 上 是 气体 的 摩尔 质量 , RR 是 气体 常量 ). 
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频率 与 波 数 之 间 的 关系 w = ck 只 对 在 静止 介质 中 传播 的 单 色 声 波 才 成 
立 . 对 于 在 运动 介质 中 传播 的 声波 (在 静止 坐标 系 中 观察 ), 不 难得 到 一 个 类 
似 的 关系 式 . 

考虑 速度 为 u 的 均匀 流 . 我 们 称 静 止 坐标 系 z, y, z 为 参考 系 K, 义 引 入 
相对 于 参考 系 KK 以 速度 二 运动 的 参考 系 K', 其 坐标 为 z', y', z'. 在 参考 系 KK' 
中 , 流体 是 静止 的 , 其 中 的 单 色 波 具 有 通常 的 形式 .: 


p = const .ei(k'™ 一 kcb). 


参考 系 K' 中 的 径 矢 ” 与 参考 系 K 中 的 径 矢 "7 之 间 的 关系 为 "=7 一 ut. 所 
以 , 在 静止 坐标 系 中 , 波 的 形式 为 


p= const:e 


在 指数 中 , 上 的 系数 是 波 的 频率 w. 因此 , 运动 介质 中 频率 与 波 失 kk 的 关系 为 


if 天 大 一 (大 c 十 玉 ， 也 ) 语 


内 三 ck 十 公开 . (68.1) 
波 的 传播 速度 等 于 
让 = co 了 十 由 (68.2) 


这 是 尺 方 同 上 的 速度 c 与 声音 在 运动 流体 中 的 “ 偏 移 ” 速度 ww 的 矢量 和 . 
我 们 来 确定 声波 在 运动 介质 中 的 能 量 密度 . 瞬时 总 能 量 密度 由 以 下 表达 
式 给 出 : 


3(p+p)(utv) t+ 





C2 p? pu? p'u? po? p C2 p2 
入 -= 号 + 和 +ma+( 全 +owiot 2p ) 


(请 对 比 (65.1), 表示 未 受 扰动 时 各 量 取 值 的 下 标 0 已 经 被 省 略 ). 这 里 的 第 一 
项 是 流动 未 受 扰动 时 的 能 量 , 接 下 来 的 两 项 是 一 阶 小 量 , 但 在 求 时 间 平 均值 时 
这 两 项 给 出 二 阶 小 量 , 它们 与 由 声波 引起 的 平均 流 的 能 量 有 关 . 所 有 这 些 项 都 
不 必 考 虑 , 于是, 我 们 所 关心 的 声波 能 量 密度 本 身 可 由 括号 中 的 最 后 三 项 给 出 . 
对 于 运动 介质 中 的 平面 波 , 速度 与 压强 变化 之 间 的 关系 为 


7 
(w—k:u)v = ko, 
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此 关系 式 得 日 线性 化 的 欧 拉 方 程 
Ov 
有 天 加 
再 利用 (68.1), 最 终 求 出 运动 介质 中 的 声 能 密度 : 


b= Bo 


(Ww: V)v = = 
p 


Dk WS 


其 中 Eo = czp'21p = p23/pe? 是 与 介质 一 起 运动 的 参考 系 中 的 声 能 密度 Q . 

利用 公式 (68.1) 可 以 研究 多 普 勒 效应 : 由 相对 于 声 源 运动 的 观察 者 所 接 
收 到 的 声音 频率 , 不 同 于 声 源 的 振动 频率 . 

设 一 个 以 速度 w 运动 的 观察 者 接收 到 由 一 个 (相对 于 介质 ) 静止 的 声 源 
发 出 的 声音 . 在 相对 于 介质 静止 的 参考 系 K' 中 , 我 们 有 大 = wo/e, 其 中 wo 是 
声 源 的 振动 频率 . 在 与 观察 者 一 起 运动 的 参考 系 KK 中, 介质 以 速度 -ww 运动 ， 
于 是 按照 (68.1), 声音 的 频率 为 w = ck 一 以 :kk. 引入 速度 人 方向 与 波 矢 天 方向 
之 间 的 夹 角 9, 再 令 大 = wo/c, 就 得 到 运动 观察 者 所 接收 到 的 声音 频率 


Ww = wo (1- 一 eosg) ， (68.4) 


在 某 种 意义 上 与 此 相反 的 情况 是 : 由 运动 声 源 发 出 的 声波 在 静止 介质 中 
传播 . 设 现在 表示 声 源 的 运动 速度 , 并 从 静止 坐标 系 变换 到 与 声 源 一 起 运动 
的 参考 系 K'. 在 参考 系 K' 中 , 流体 以 速度 -wv 运动 , 声 源 静 止 , 由 声 源 发 出 的 
声波 频率 应 当 等 于 其 振动 频率 wo. 改变 (68.1) 中 4 的 符号 并 引入 4 方向 与 
方向 之 间 的 夹 角 9, 则 有 


wo = ck Q 一 一 cosg) ， 


为 一 方面 , 在 原来 的 静止 参考 系 K 中 , 频率 与 波 失 的 关系 为 w = ck. 因此 , 我 
们 得 到 关系 式 


WD 


w = (68.5) 


全 " 
1 一 一 COS0O 
c 


此 公式 给 出 运动 声 源 的 振动 频率 wo 与 静止 观察 者 所 听 到 的 声音 频率 w 之 间 
的 关系 . 

如 果 声 源 逐 渐 远 离 观察 者 ， 则 声 源 速度 方向 与 声 源 到 观察 者 所 在 点 的 连 
线 方向 之 间 的 夹 角 9 介 于 r/2<9 和 大 的 范围 内 , 所 以 cosb < 0. 于 是 由 (68.5) 


@@ 从 量子 观点 可 以 直观 地 解释 这 个 公式 : 声 量子 数 (光子 数 ) N = EE/fiw = Eo/hi(w 一 此 -4) 与 参 
考 系 的 选取 无 关 . 
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可 知 , 如 果 声 源 向 远离 观察 者 的 方向 运动 , 则 观察 者 所 听 到 的 声音 频率 会 降低 
(小 于 wo). 

反之 , 对 于 逐渐 接近 观察 者 的 声 源 , 0 < 9<7/2, 从 而 cosg > 0, 于 是 频率 
w> wo, 并且 w 随 速 度 v 的 增 大 而 增 大 . 当 wcos9 > ec 时 , 按照 公式 (68.5), w 
变 为 负 值 , 这 表示 观察 者 所 听 到 的 声音 实际 上 是 以 相反 的 次 序 到 达 的 , 即 由 声 
源 在 更 晚 时 刻 发 出 的 声音 , 比 在 更 早 时 刻 发 出 的 声音 更 早 到 达观 察 者 . 

在 867 一 开始 就 已 经 指出 , 几何 声学 近似 对 应 着 波长 足够 小 ( 即 波 矢 值 足 
够 大 ) 的 情况 . 为 此 , 一 般 而 言 , 声音 频率 应 当 足 够 大 . 然而 , 在 运动 介质 声学 
中 , 如 果 介 质 的 运动 速度 大 于 声速 , 就 不 一 定 要 满足 后 一 个 条 件 . 其 实 , 在 这 种 
情况 下 , 即使 频率 为 零 ,k 也 可 以 很 大 , 因为 当 w= 0 时 , 从 (68.1) 得 到 方程 

人 (68.6) 


它 在 4 >c 时 有 解 . 因此 , 在 以 超声 速 运动 的 介质 中 , 可 以 存在 由 儿 何 声学 描 
述 的 定常 小 扰动 (如 果 天 足够 大 ). 这 意味 着 , 这 样 的 扰动 沿 声 线 传播 

例如 , 考虑 具有 恒定 速度 ww 的 超声 速 均匀 流 . 取 流 动 方向 为 z 轴 方 向 , 让 
流失 上位 于 zy 平面 , 其 分 量 之 间 的 关系 为 


(uv — ce)k2 = Ck. (68.7) 


在 方程 (68.6) 两 边 取 平 方 , 即 可 得 到 这 个 关系 式 . 为 了 确定 声 线 的 形状 , 我 们 
运用 儿 何 声学 方程 (67.4), 据 此 有 
,Ou . ww 
工 二 Bk, 2 一 5 
一 个 方程 除 以 另 一 个 方程 , 得 
dy Ow/Ok, 
dr Ow/Ok, 
但 是 , 按照 隐 函 数 微分 法 则 , 这 个 关系 式 恰好 是 频率 不 变 (此 时 频率 为 零 ) 条 件 
下 的 导数 -8kz/98ky. 因此 , 根据 如 与 有 之 间 的 给 定 关系 确定 声 线形 状 的 方 
程 为 











Me (os. 
把 (68.7) 代入 此 方程 , 得 
ee 
dz Vui—c2 
当 4 保持 不 变 时 , 这 个 方程 确定 了 两 条 直线 , 它们 与 z 轴 相 交 而 成 的 角 为 十 a， 


并 且 sin a = c/r. 
我 们 将 在 气体 动力 学 中 详细 研究 这 些 声 线 , 它们 在 那里 起 重要 作用 . 
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习 题 


1. 设 介质 以 速度 分 布 U(T，y，z) 作 定 常 运动 , 有 声音 在 介质 中 传播 , 并 且 处 处 都 有 
u < 鲜 c. 假设 速度 凡 仅 在 远大 于 声音 波长 的 距离 上 才 有 显著 变化 , 求 声 线 的 形状 . 
解 : 把 (68.1) 代入 (67.4), 就 得 到 描述 声 线 延伸 的 以 下 方程 : 


k=—(k:V)u — k x rotu, 
i=v0=cE + 


我 们 利用 这 些 方 程 来 计算 导数 d(kv)/dt, 精确 到 4 的 一 阶 项 . 在 计算 时 还 要 利用 等 式 


人 三 ~ +(v:V)u= (vv: Vu E(k: V)u. 
结果 是 
(kv) = —kvn x rot uv, 
其 中 ni 是 名 方向 上 的 单位 舌 量 . 另 一 方面 ， 
dn 
dt 
因为 n 与 dn/dt 互相 垂直 (从 nn 二 1 可知 RL: 二 0), 所 以 通过 对 比 上 面 两 个 方程 即 
可 得 出 家 二 (rotu) xm 引入 声 线 微 元 的 长 度 dl = cdt, 最 终 写 出 
dm 
dl 
这 个 方程 确定 了 声 线 的 形状 . no 是 声 线 的 单位 切 向 矢量 ( 它 现在 根本 不 与 同 向 !). 
2. 设 运动 介质 中 的 速度 分 布 为 uz = u(z), uy = tu: 二 0, 求 其 中 声 线 的 形状 . 
解 : 展开 方程 (1), 得 


d d 
天 (kw) 一 nz(kv) 二 kv 


Es 二 (rota xn. (1) 





oe) dny 
dl “\c/dz’ dl 
(不 用 写 出 关于 ns 的 方程 , 因为 n.n 二 1). 第 二 个 方程 给 出 


=0 


Uy = CODst 三 nyo. 
在 第 一 个 方程 中 取 mxz = dz/dl, 积分 后 得 出 


Nz 一 Nz0 十 2 


这 些 公式 就 是 所 提问 题 的 解 . 

假设 速度 以 在 z= 二 0 时 等 于 零 ， 并 且 向 上 递增 (du/dz > 0). 如 果 声 音 “ 北 风 " 传播 
(nz < 0), 声 线 就 会 向 上 弯曲 . 当 “ 顺 风 ” 传 播 时 (nz > 0), 声 线 向 下 弯曲 . 这 时 , 一 条 从 点 
2 一 0 出 发 且 与 rz 轴 夹 角 很 小 (nizo 接近 1) 的 声 线 , 只 能 上 升 到 有 限 的 高 度 z 二 zmax, 此 
高 度 可 用 以 下 方法 来 计算 . 在 zmax 高 度 上 , 声 线 是 水 平 的 , 即 n = 0, 所 以 有 


2 2 2 2 也 
Nz 十 my Nzo + nyo + 2nz0— = 


§69 本 征 振动 * 303 





4 到 


双人 之 
on,o max) 一 - n2o, 


¢ 
从 而 可 以 根据 给 定 的 了 浮 数 ul(z) 和 声 线 的 初始 方向 no 来 计算 Zmax. 
3. 对 于 定常 运动 介质 中 的 声 线 , 写 出 费 马 原理 的 表达 式 . 
解 : 费 马 原理 要 求 : 沿 两 个 给 定点 之 间 的 声 线 所 取 的 积分 | 有 .dl 达到 极 小 值 , 此 处 假 
设 开 被 表示 为 频率 由 和 上 声 线 方 向 n 的 函数 ( 见 第 二 卷 853). 从 关系 式 岂 三 c 十 全 .有 和 
vn 二 ck/ 十 4 中 消去 v 和 大 即 可 求 出 这 个 函数 . 费 马 原理 因而 具有 以 下 形式 : 





5 | sa lV td ud =0 


对 于 静止 介质 .该 积分 化 为 通常 的 形式 ， 
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至 此 , 我 们 讨论 了 没有 边界 的 无 穷 大 介质 中 的 振动 . 我 们 已 经 看 到 , 例如 ， 
在 这 样 的 介质 中 能 够 传播 任意 频率 的 波 . 

对 于 有 限 尺寸 容器 中 的 流体 , 情况 则 有 重要 变化 . 运动 方程 本 身 (波动 方 
程 ) 这 时 当然 是 相同 的 , 但 现在 必须 补充 一 些 边 界 条 件 , 这 些 条 件 应 当 在 固 壁 
上 (或 流体 自由 面 上 ) 得 到 满足 . 我 们 在 这 里 只 考虑 没有 交 变 外 力作 用 时 发 生 
的 自由 振动 ( 因 外 力作 用 而 产生 的 振动 称 为 受 迫 振动 ) 

对 于 有 限 体 积 的 流体 ,运动 方程 绝对 不 是 对 任何 频率 都 有 满足 相应 边界 
条 件 的 解 . 这 样 的 解 仅 对 一 系列 特定 频率 值 w 才 存 在 . 换言之 , 在 有 限 体积 的 
介质 中 , 自由 振动 仅 在 一 些 特定 频率 下 才能 出 现 . 这 些 频率 称 为 给 定 容器 中 流 
体 的 本 征 振动 频率 或 本 征 频率 . 

本 征 频 率 的 具体 数值 取决 于 容器 的 形状 和 尺寸 . 在 每 一 个 给 定 的 情况 下 ， 
都 存在 本 征 频 率 的 一 个 无 穷 递增 序列 . 为 了 求 出 这 些 值 , 需要 对 运动 方程 和 相 
应 边界 条 件 进行 具体 的 研究 . 

至 于 第 一 个 ( 即 最 小 的 ) 本 征 频 率 , 其 量 级 显然 可 以 用 量 纲 分 析 的 方法 直 
接 获 得 . 物体 的 尺寸 1 是 问题 中 唯一 具有 长 度量 纲 的 参数 , 所 以 显然 , 第 一 个 
本 征 频率 所 对 应 的 波长 Ai 应 当 是 1 量 级 的 量 , 声速 除 以 入 则 给 出 频率 wi 本 
身 的 量 级 . 因此 ， 


项 二 I: (69.1) 


我 们 来 确定 本 征 振动 的 运动 特性 . 如 果 寻 求 波动 方程 的 时 间 周 期 解 ， 例 
如 , 如 果 寻 求 形 如 yp = wo(z, yz)e “: 的 速度 势 , 对 于 wo 就 有 方程 


2 
Ww 
Aypo+t Po = 0. (69.2) 
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在 无 穷 大 介质 的 情况 下 不 必 考 虑 任何 边界 条 件 , 该 方程 这 时 既 有 实数 解 , 也 有 
复数 解 . 例如 , 它 有 一 个 正比 于 eik 7 的 解 , 速度 势 形式 为 p = constei**"-%9. 
这 样 的 解 代 表 以 确定 速度 传播 的 波 , 即 人 们 所 说 的 行 波 . 

然而 , 对 于 有 限 体积 的 介质 , 复数 解 一 般 而 言 并 不 存在 . 可 以 通过 以 下 分 
析 来 证 明 这 个 结论 . yo 满足 实数 型 方程 , 边界 条 件 也 是 实数 型 的 . 所 以 , 如 果 
po(Z 2 2z) 是 运动 方程 的 一 个 解 , 则 其 复 共 思 函 数 ys 也 是 一 个 解 . 另 一 方面 ， 
因为 满足 给 定 边界 条 件 的 解 一 般 而 言 是 唯一 的 @ (可 以 相差 一 个 常数 因子 ), 所 
以 应 有 yg8 = const :ypo, 其 中 const 是 模 为 1 的 某 个 复数 . 于 是 , wu 的 形式 应 为 


一 ja 


po = f(z, 2 z)e } 
式 中 了 为 实 函 数 , a 为 实 常数 . 因此 , 速度 势 yp 的 形式 为 ( 取 ypoe-i*t 的 实 部 ) 
p= f(z, y, 2)cos(wt+ a), (69.3) 

即 坐 标的 某 个 函数 与 时 间 周 期 函数 的 乘积 . 

这 样 的 解 具有 与 行 波 完 全 不 同 的 特性 . 在 行 波 中 , 除了 相互 之 间 的 距离 等 
于 波长 或 其 整数 倍 的 那些 点 , 空间 中 不 同 点 的 振动 相位 R.r 一 wt 十 a 在 同一 
时 刻 是 不 同 的 . 在 波 (69.3) 中 , 在 每 个 给 定 的 时 刻 , 所 有 点 的 振动 相位 wt 十 a 
都 是 相同 的 . 这 样 的 波 显然 谈 不 上 传播 , 我 们 称 之 为 驻 波 . 因此 , 本 征 振动 是 
驻 波 . 

我 们 来 研究 一 种 平面 驻 声 波 , 其 中 所 有 的 量 都 仅仅 是 一 个 坐标 (例如 z) 
以 及 时 间 的 函数 . 若 把 方程 


O20 2 
Be ”人 " 





的 通 解 写 为 
po = Qcos (=z 十 B) 
的 形式 , 则 有 
Pp = acos(wt + oa) cos (=z 十 B) 、 
适当 选择 坐标 原点 和 计时 起 点 , 就 可 以 使 a 和 6 为 零 , 于 是 
只 三 QCcoswtcos 一 2 (69.4) 
对 于 波 中 的 速度 和 压强 , 我 们 有 


0 _ 


"i 


Ww .区 
一 0 一 COSwtSin 一 2， 
c C 


KE aw sinwtco8 sz 
也 人 par 三 Pp c 4 


名 当 容 器 的 形状 高 度 对 称 时 , 例如 在 球形 容器 的 情况 下 , 此 结论 可 能 不 成 立 . 


一 2 全 
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在 相距 xc/w = 和 /2 的 点 z = 0, rc/w, 2rc/w, .…, 速度 vv 但 为 零 , 这 些 点 称 为 速 
度 的 波 节 . 在 它们 之 间 的 中 点 (z = rc/2w, 3rc/2w, …), 速度 随时 间 的 振幅 最 
大 , 这 些 点 称 为 波 腹 . 对 于 压强 p', 上 述 第 一 类 点 是 波 腹 , 第 二 类 点 是 波 节 . 因 
此 , 在 平面 驻 声波 中 , 压强 的 波 腹 是 速度 的 波 节 , 压强 的 波 节 则 是 速度 的 波 腹 . 

气体 在 有 一 个 小 孔 的 容器 内 振动 是 本 征 振 动 的 一 种 有 趣 情形 (这 样 的 容 
器 称 为 共振 器 ). 我 们 知道 , 封闭 容器 最 小 本 征 频率 的 量 级 为 c/ 其 中 1 是 容 
器 的 尺寸 . 当 容 器 有 一 个 小 孔 时 , 就 会 出 现 新 形式 的 本 征 振动 , 其 频率 要 小 得 
多 . 这 时 之 所 以 出 现 这 样 的 振动 , 是 因为 如 果 容 器 内 外 的 气体 有 压强 差 , 气体 
就 会 流入 或 流出 容器 来 平衡 这 个 压强 差 . 因此 , 这 样 的 振动 伴随 着 共振 器 与 外 
部 介质 之 间 的 气体 交换 . 又 因为 孔 很 小 , 所 以 这 种 交换 非常 缓慢 , 振动 周期 因 
而 很 长 , 频率 相应 地 也 就 很 低 (参阅 习题 2). 至 于 封闭 容器 中 的 普通 振动 , 其 
频率 实际 上 不 会 因为 一 个 小 孔 的 存在 而 发 生变 化 . 


习 题 


1. 求 盛 有 流体 的 长 方 体 容器 中 声波 的 本 征 频率 . 
解 : 我 们 寻求 方程 (69.2) 的 以 下 形式 的 解 : 


po = COnst + COs GZ COsS TY COS 52， 
并 且 g2 十 72 十 8 二 ?je 在 容器 壁 上 有 边界 条 件 : 


在 z 王 0, a 处 pe 
Or 


而 在 y= 二 0, 昌 及 z= 二 0,7Y 处 与 此 类 似 , 其 中 a, BB,7Y 为 长 方 体 的 各 边 长 . 由 此 求 出 g=mr/a， 
r= 二 nr/B,，s 二 pr/Y, 其 中 m,n,p 是 任意 整数 ,因此 , 本 征 频 率 等 于 
m2 n2 p? 1/2 
w= cn (到 十 历 三 ) 
2. 设 共 振 器 的 小 孔 与 一 根 细 管 相连 ( 细 管 的 横 截面 积 为 5, 长 度 为 1), 求 其 本 征 振动 
频率 . 
解 : 所 研究 的 振动 伴随 着 气体 从 共振 器 中 通过 细 管 流 进 和 流出 , 并 且 可 以 认为 只 有 细 
管 里 的 气体 才 有 明显 的 速度 , 而 共振 器 中 的 气体 速度 几乎 为 零 . 细 管内 气体 的 质量 为 Spl， 
这 部 分 气体 所 受 作 用 力 为 S(po 一 p) (p 和 po 分 别 为 共振 器 内 和 外 部 介质 的 气体 压强 ), 所 
以 应 有 Splv = 5S(p 一 po) (v 是 细 管 内 气体 的 速度 ). 另 一 方面 , 对 于 压强 对 时 间 的 导数 , 我 
们 有 万 = c2p, 并 且 可 以 认为 , 单位 时 间 内 共振 器 中 气体 密度 的 减 小 量 一 户 等 于 单位 时 间 内 
从 共振 器 流出 的 气体 质量 Spv 除 以 共振 器 的 容积 V. 因此 , 我 们 有 方 = 一 cz2Spu/V， 从 而 
得 到 





= ey = 3(p— po) 
i 
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此 方程 给 出 九 一 po 二 const . coswot, 其 中 本 征 频率 wo 等 于 


IV 
此 频率 值 与 c/ 五 相 比 是 小 量 (到 是 共振 器 的 尺寸 ), 而 波长 则 相应 地 远大 于 工 . 
我 们 在 求解 过 程 中 已 经 假设 , 细 管 内 气体 的 振幅 与 管 长 ! 相 比 很 小 . 在 相反 的 情况 下 ， 
振动 将 伴随 着 细 管 内 较 大 比例 的 气体 流出 细 管 ,此 时 就 不 能 对 细 管 中 的 气体 应 用 上 述 线 性 
运动 方程 了 . 


$70 球面 波 

我 们 来 研究 一 种 声波 , 其 中 密度 、 速度 等 的 分 布 只 依赖 于 到 某 个 中 心 的 距 
离 , 即 这 些 量 的 分 布 具 有 球 对 称 性 .这样 的 波 称 为 球面 波 . 

首先 求 出 描述 球面 波 的 波动 方程 的 通 解 . 对 诸如 速度 势 写 出 波动 方程 : 

1 Ow 
EO 

因为 p 只 是 到 中 心 的 距离 x 和 时 间 t 的 函数 , 所 以 , 利用 拉 普 拉 斯 算 子 在 球面 
坐标 下 的 表达 式 , 我 们 有 


Ot2 r2 Or Or 
令 p= Fr )/7, 对 函数 f(r, t) 得 到 方程 


2 
A 区 (= 如) (70.1) 


即 通 和 常 的 一 维 波 动 方程 , 其 中 半径 7 起 坐标 的 作用 . 我 们 知道 , 这 个 方程 的 解 
是 
f=fi(ct—7)+ fo(ct+r7), 
其 中 fi, fo 是 任意 函数 . 因此 , 方程 (70.1) 的 通 解 具有 以 下 形式 : 
We fi(ct—7) 训 fa(ct+"7) 


和 
第 一 项 是 从 坐标 原点 向 所 有 方向 传播 的 发 散 波 ， 第 二 项 则 是 向 中 心 传 播 
的 汇聚 波 . 与 振幅 保持 不 变 的 平面 波 不 同 , 球面 波 的 振幅 按照 反比 于 到 中 心 的 
距离 的 规律 减 小 . 振幅 的 平方 表示 波 的 强度 , 它 与 距离 的 平方 成 反比 . 这 是 理 
所 应 当 的 , 因为 波 的 总 能 流 沿 球面 分 布 , 而 球面 的 面积 正比 于 72. 
压强 变化 和 密度 变化 与 速度 势 的 关系 为 


(70.2) 
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它们 的 分 布 公式 与 (70.2) 的 形式 相同 . ( 径 向 ) 速度 分 布 由 速度 势 的 梯度 给 出 ， 
其 形式 为 
ott 
如 果 在 坐标 原点 没有 声 源 , 则 速度 势 (70.2) 在 7 =0 时 应 当 是 有 限 的 . 为 此 , 必 
须要 求 (ct) = 一 fz(ct), 即 
(ct 一 了) 一 ct 十 7) 


(70.3) 


(70.4) 
= 
(球面 驻 波 ). 如 果 在 坐标 原点 有 一 个 声 源 , 则 由 它 发 出 的 发 散 波 的 速度 势 为 
有 村 一 庆 
,a 
它 在 >= 0 时 不 应 当 保持 有 限 , 因为 这 个 解 一 般 只 用 于 物体 以 外 的 区 域 . 
单 色 球面 驻 波 的 速度 势 具 有 以 下 形式 : 
p= he (70.5) 


其 中 上 = w/c. 发 散 的 单 色 球面 波 则 由 以 下 表达 式 给 出 : 


@i(kr—wt) 





p=4- 一 一 (70.6) 
不 无 神 益 指出 , 该 表达 式 满足 微分 方程 
Ap 二 jj2p = —4A4rAe 6(r), (70.7) 


其 中 最 右边 是 坐标 的 5 函数 : 5(r) = 5(z)6(y)6(z). 其 实 , 除了 坐标 原点 ,处 处 
都 有 5(r) = 0, 我 们 于 是 回 到 齐 次 方程 (70.1). 在 一 个 包含 坐标 原点 的 小 球体 
上 对 (70.7) 积分 (在 此 区 域内 表达 式 (70.6) 化 为 4e-iwtr), 我 们 在 两 边 都 得 
到 -4r4e 一 这 4. 

我 们 来 考虑 这 样 的 发 散 球 面 波 , 它 在 空间 中 占据 球 壳 形 区 域 , 而 在 球 壳 之 
外 或 者 完全 没有 运动 , 或 者 即使 有 运动 , 这 种 运动 也 会 迅速 衰减 . 这 样 的 波 可 
以 由 一 个 仅 在 有 限时 间 间 隔 内 起 作用 的 声 源 产生 ， 也 可 以 由 某 个 存在 初始 声 
扰动 的 区 域 产生 (参看 872 的 末尾 和 8$74 的 习题 4). 在 空间 中 的 某 个 给 定 
点 , 当 声 波 尚 未 到 达 时 , 速度 势 yp =0. 当 声 波 通过 后 , 运动 又 应 衰减 . 这 意味 
着 , 在 任何 情况 下 都 应 当 有 ww = const. 然而 , 在 发 散 球 面 波 中 , 速度 势 为 形 如 
2= f(ct 一 7)/r 的 函数 , 这 样 的 函数 仅 在 函数 f 恒 等 于 零 时 才能 变 为 一 个 常 
数 . 因此 , 速度 势 在 声波 通过 之 前 与 通过 之 后 应 当 都 等 于 零 电 . 由 此 可 以 推出 
一 个 重要 结论 , 它 关 系 到 球面 波 中 的 玖 密 分 布 . 


@ 这 与 平面 波 的 情况 不 同 , 在 平面 波 通过 后 可 以 有 wp = const #0. 
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声波 中 压强 变化 与 速度 势 的 关系 为 p = -pp/8 根据 以 上 所 述 ， 显 然 ， 
如 果 在 7 给 定时 求 对 全 部 时 间 的 积分 , 则 所 得 结果 为 零 : 


/ p'dt=0. (70.8) 


这 意味 着 , 当 球面 波 通过 空间 中 的 一 个 给 定点 时 , 在 该 点 将 观察 到 稠密 (p' > 0) 
和 黎 中 (p' < 0) 两 种 状态 . 在 这 方面 , 球面 波 与 平面 波 显著 不 同 , 后 者 可 以 只 
包含 稠密 或 黎 玻 一 种 状态 . 

如 果 在 给 定时 刻 研究 p' 随 距 离 的 变化 , 则 也 会 观察 到 同样 的 情形 . 此 时 ， 
取代 积分 (70.8) 的 是 另 一 个 等 于 零 的 积分 : 


/ rp dr = 0. (70.9) 
0 


习题 


1， 在 初始 时 刻 , 球形 区 域 (半径 为 a) 内 的 气体 被 压缩 到 p' = const 三 人 A, 而 在 该 区 域 
之 外 p' = 0. 初始 速度 在 全 部 空间 内 均 为 零 . 求 此 后 的 气体 运动 . 
解 : 速度 势 yp 的 初始 条 件 为 : 


ln )=0, pn QO=F0= {a 
我 们 寻求 形 如 (70.4) 的 pp， 从 初始 条 件 求 出 
f(r)— f(r)=0, f(r)— f(r)= =F(r), 
所 以 
f(r)=-f(-7) = -P(r). 
最 后 , 把 FF(7) 的 值 代 入 , 对 导数 1'(&) 和 函数 f(&) 本 身 得 到 以 下 结果 : 


0, 上 | >a, 
cAé/2p, |é| <a, 


这 就 是 问题 的 解 . 考虑 7 > a 的 一 个 点 , 即 初始 压缩 区 外 的 一 个 点 . 对 于 密度 p', 此 处 有 


0, |é| > Q, 


r={ cA(€? — a?)/4p, ltl <a 


1 =1 


0， t < (一 a)/c， 
Pr, t= A(r—cet)/2r, (r—-a)/c<t< (r+ a)/o, 
0, t> (r+a)/c. 


声波 在 2a/e 的 时 间 间 隔 内 通过 该 点 , 换言之 , 声波 的 形状 是 一 个 厚度 为 2a 的 球 壳 , 它 在 
时 刻 t 介 于 半径 为 ct 一 a 和 ct 十 a 的 两 个 球面 之 间 . 在 此 球 壳 内 ,密度 按 线性 规律 变化 ， 
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并 且 在 球 壳 外 侧 部 分 (7 > ct), 气体 受到 压缩 (p' > 0), 而 在 球 过 内侧 部 分 (7 < ct), 气体 
变 得 稀薄 (p' < 0). 
2. 确定 球形 容器 内 中 心 对 称 声 波 的 本 征 频 率 . 
解 : 由 边界 条 件 , 当 r = 二 a 时 Bw/8r = 二 0 (a 为 容器 半径 , p 由 (70.5) 给 出 ), 我 们 得 到 
用 来 确定 本 征 频 率 的 方程 : 
tan(ka) = 


第 一 个 (最 低 的 ) 本 征 频率 是 wi = 4.49c/a. 


871 柱 面 波 


现在 研究 一 种 声波 , 其 中 所 有 量 的 分 布 沿 某 一 个 方向 是 均匀 的 (我 们 取 该 
方向 为 z 轴 ), 并 且 相 对 于 此 轴 具 有 完全 的 轴 对 称 性 . 这 样 的 波 称 为 柱 面 波 . 在 
柱 面 波 中 有 p = yp(R, t), 其 中 字母 RR 表示 到 z 轴 的 距离 . 我 们 来 确定 波动 方 
程 的 这 种 轴 对 称 解 的 一 般 形 式 . 可 以 从 球 对 称 解 的 一 般 形式 (70.2) 出 发 进行 
研究 . 距离 RR 与 > 的 关系 为 "2 = 忌 2 + 22, 于 是 , 由 公式 (70.2) 给 出 的 p 在 t 
和 RR 给 定时 还 依赖 于 z. 取 表 达 式 (70.2) 对 z 从 -co 到 +eo 或 者 从 0 到 co 
的 积分 , 就 可 以 得 到 仅 依 赖 于 R 和 t, 同时 还 满足 波动 方程 的 函数 . 把 对 z 的 
积分 变换 为 对 r 的 积分 : 

rdr 
= /rr2— R2, dz = rp 
当 z 从 0 变化 到 oo 时 ,7 从 RR 变化 到 co. 于 是 , 我 们 最 终 求 出 轴 对 称 解 的 一 
般 形 式 : 





w= 三 下 刀 \ct 一 六) j ~ folct+7) (71.1) 
R 


oy i i 
其 中 天 , fo 为 任意 函数 . 第 一 项 是 发 散 的 柱 面 波 , 第 二 项 是 汇聚 的 柱 面 波 . 
在 这 些 积分 中 作 变 量 代 换 ct 土 r = &, 把 公式 (71.1) 改写 为 以 下 形式 : 


i fo(é) dé 
Vi ct+R VE 一 cb 一 本 
我 们 看 到 ， en 速度 势 在 t 时 刻 (在 点 R) 的 值 完全 取决 于 函数 
及 (t) 在 从 -co 到 t 一 R/ce 的 全 部 时 间 内 的 值 . 类 似 地 , 在 汇聚 波 中 , 函数 f(t) 
在 从 t+ R/c 到 co 的 全 部 时 间 内 的 值 非常 重要 . 
如 同 球面 波 情形 那样 , 驻 波 是 在 fi(&) = 一 所 (8) 时 得 到 的 . 可 以 证 明 , 柱 
面 驻 波 也 可 以 表示 为 以 下 形式 : 
ct+R F(é) dé 


二 J $ (了 1.3) 


(71.2) 
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其 中 F(&) 仍 是 任意 函数 . 
我 们 来 推导 单 色 柱 面 波 的 速度 势 表达 式 . 在 柱 面 坐 标 下 , 速度 势 p(R, +t) 
的 波动 方程 具有 以 下 形式 : 


18 [op\_18%_1 
ROR\'dR) Go 


在 单 色 波 中 yg = e-*tf(R), 而 对 于 函数 f(R), 我 们 得 到 方程 

f"+ Bf + =0. 
这 是 零 阶 贝 塞 尔 方程 . 在 柱 面 驻 波 中 , y 在 RR=0 处 应 保持 有 限 , 相应 的 解 为 
Jo(kR), 其 中 Jo 是 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 . 因此 , 在 柱 面 驻 波 中 

p= Ae tJo(kR). (71.4) 


当 R=0 时 , 函数 Jo 等 于 1, 波 的 振幅 因而 趋 于 有 限 值 4. 在 远 距 离 的 RR 处 ， 
函数 Jo 可 以 替换 为 它 的 已 知 渐 近 表达 式 , 结果 得 到 以 下 形式 的 波 : 


p= hi i et (71.5) 
与 发 散 的 单 色 行 波 相对 应 的 解 为 
p= Ae-utHO(kR), (71.6) 
其 中 H 为 汉 克 尔 函数 . 当 RR 一 0 时 , 该 表达 式 有 一 个 对 数 奇 点 : 
pO 4 二 jn(K 玉 ) .ee 一 全 (71.7) 
在 远 处 成 立 渐 近 公 式 
二 > PE =x/ (71.8) 


我 们 看 到 , 柱 面 波 的 振幅 (在 远 处 ) 按 反 比 于 到 轴 距 离 平方 根 的 规律 减 小 , 而 
强度 按 1/R 的 规律 减 小 . 这 个 结果 是 很 自然 的 , 因为 波 的 总 能 流 是 在 圆柱 面 
上 分 布 的 , 而 随 着 波 的 传播 , 相应 圆柱 面 的 面积 按 正 比 于 RR 的 规律 增 大 . 

发 散 柱 面 波 与 球面 波 或 平面 波 的 重要 差别 在 于 ， 柱 面 波 只 有 前 波 阵 面 而 
无 后 波 阵 面 : 声音 扰动 一 旦 到 达 空 间 中 的 给 定点 , 就 已 经 不 会 在 那里 中 止 , 而 
是 随 着 上 一 oo 相对 缓慢 地 按照 一 定 渐 近 规 律 衰减 . 设 (71.2) 的 第 一 项 中 的 函 
数 fi(&) 仅 在 某 个 有 限 区 间 &1 < & < &。 内 不 等 于 零 , 则 在 满足 ct > R++é 的 
时 刻 , 我 们 有 
Sy $2 f1(€) dé | 

& VE —B 
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当 t 一 oo 时 , 这 个 表达 式 按 照 
1 /ea 
,ds = 万 (5) dé 


的 规律 趋 于 零 , 即 y 与 时 间 成 反比 . 

因此 , 如 果 发 散 柱 面 波 来 目 一 个 仅 在 有 限时 间 内 有 效 的 声 源 , 则 其 速度 势 
在 一 co 时 趋 于 零 , 尽管 趋 于 零 的 速度 很 慢 . 与 球面 波 情形 一 样 , 这 给 出 以 下 
积分 为 零 的 结果 : 


oo 
上 p dt = 0. (71.9) 


所 以 , 柱 面 波 也 像 球 面 波 那样 , 必然 包含 稠密 和 稀疏 两 种 状态 . 


§72 波动 方程 的 通 解 


现在 推导 一 个 一 般 公 式 ， 它 给 出 无 穷 大 区 域 中 流体 的 波动 方程 在 给 定 初 
始 条 件 下 的 解 , 即 根据 流体 速度 和 压强 在 初始 时 刻 的 分 布 给 出 这 些 量 在 任意 
时 刻 的 分 布 . 
首先 得 到 某 些 辅助 公式 . 设 plz，y，z, 和 W(z，y，z, t) 是 波动 方程 的 
任何 两 个 解 , 它们 在 无 穷 远 处 为 零 . 考虑 整个 空间 上 的 积分 
I= 站 (py — yp) dV 


并 计算 它 对 时 间 的 导数 . 因为 p 和 几 满足 方程 
Ap — $=0, Aw 一 三 省 =0， 
所 以 有 
= /ivarv=e feav- varav =0 [div(pvy -wvp)av 


最 后 的 积分 可 以 变换 为 无 穷 远 处 的 曲面 上 的 积分 , 所 以 该 积分 为 零 . 因此 , 我 
们 得 到 dI/dt = 0 的 结果 , 即 了 是 与 时 间 无 关 的 常量 : 


了 三 /ww — Wp) dV = const . 072.1) 


接 下 来 , 考虑 波动 方程 的 一 个 特 解 : 
Pp 67 c(to 人 t)] 
由 


y» (72.2) 
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其 中 7 是 到 空间 中 某 个 给 定点 O 的 距离 , to 是 某 个 确定 的 时 刻 , 6 表示 6 时 
数 . 我 们 来 计算 多 对 整个 空间 的 积分 : 
fvav = 人 drwr?dr = 4 [ rik — c(to —t)] dr. 


当 7+= c(to 一 t) 时 (假设 to > 刀 ,6 函数 的 自 变 量 为 零 . 所 以 , 根据 6 函数 的 性 
质 , 有 


fvav = drc(to — t). (72.3) 

求 此 等 式 对 时 间 的 导数 , 得 到 
和 wbdV = 一 4rc. (72.4) 
现在 , 把 函数 (72.2) 代入 积分 (72.1), 并 把 yp 理解 为 待 求 的 波动 方程 的 通 
解 . 按照 (72.1), 工 是 常量 . 据 此 , 我 们 写 出 工 在 时 刻 上 =0 和 t= to 的 表达 式 ， 
并 令 两 式 相 等 . 当 t=to 时 , 光 和 这 两 个 函数 仅 在 + = 0 时 才 不 等 于 零 . 所 


以 , 在 计算 积分 时 , 可 以 令 yp 和 gy 中 的 7 为 零 ( 即 可 以 取 它 们 在 点 O 的 值 ), 从 
而 可 以 把 gp 和 移 到 积分 号 之 外 : 


Fs 4) / bav -vo 7 io) /war 
(z, y, z 是 点 O 的 坐标 ). 根据 (72.3) 和 (72.4), 当 上 = to 时 , 这 里 的 第 二 项 为 零 ， 


而 第 一 项 给 出 
T=—47rcp(r, y, z, to). 


现在 计算 上 = 0 时 的 工 我 们 写 出 儿 = Bw/8t = -8w/bto, 并 用 yo 表示 函 
数 yo 在 t=0 时 的 值 @, 则 有 
| 0 . 
I= -|/ (wo 总 + ow) dV = -Be /eol oay- { ovloav. 


将 体积 微 元 写 为 dV = rdrdo 的 形式 (do 为 立体 角 微 元 ), 根据 5 函数 的 性 质 
即 得 
/oowl_oar f worstr cto) dr do = ato | wo -do 


(类 似 地 也 可 处 理 gov 的 积分 ). 因此 ， 
0 
二 (eto / ml -ao) 加 ato | 5 -do 


@ go 表示 函数 jg 在 t=0 时 的 值 . 一 一 译 者 
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最 后 , 让 了 的 两 个 表达 式 相 等 并 省 略 to 的 下 标 0, 我 们 得 到 最 终 的 结果 : 


BB = 二 | (# f vol do ) +t pola do (72.5) 

这 就 是 泊 松 公式 . 如 果 速 度 势 和 它 对 时 间 的 导数 在 某 个 初始 时 刻 的 空间 

分 布 是 给 定 的 (这 等 价 于 给 定 速 度 和 压强 的 分 布 ), 则 此 公式 给 出 速度 势 在 任 
何 时 刻 的 分 布 . 我 们 看 到 , 速度 势 在 t 时 刻 的 值 取决 于 wp 
和 yg 在 t=0 时 刻 在 一 个 球面 上 的 值 , 该 球面 的 半径 为 


| 

| 
ct, 球 心 位 于 点 O. \ \ ~ 
假设 p 和 g 在 初始 时 刻 仅 在 某 个 有 限 的 空间 区 域 qk 


中 不 为 零 , 该 区 域 的 边界 是 封闭 曲面 C (图 44). 我 们 来 飞人) 
研究 p 在 后 续 时 刻 在 某 点 O 的 值 . 这 些 值 取决 于 p 和 . 
9 在 距离 点 O 为 + = ct 的 点 的 值 . 然而 , 半径 为 ct 的 球 i 


面 仅 在 d/c < t+< D/c 时 才能 穿 过 曲面 C 内 部 的 区 域 , 其 

中 dd 和 D 是 点 0O 到 曲面 C 上 的 点 的 最 小 和 最 大 距离 .在 其 他 时 刻 ，(72.5) 
中 的 被 积 函 数 等 于 零 . 因此 , 点 O 处 的 运动 开始 于 时 刻 t= dy/e 并 终止 于 时 刻 
t= 二 D/c. 米 日 区 域 G 的 声波 具有 一 前 一 后 两 个 波 阵 面 . 当前 波 阵 面 达 到 流体 
中 的 给 定点 时 , 运动 随即 开始 ; 当 后 波 阵 面 到 达 时 , 原来 振动 的 各 点 就 转 入 静 
止 状态 . 


习题 


对 于 只 依赖 于 z 和 ?这 两 个 坐标 的 声波 , 导出 由 初始 条 件 确定 速度 势 的 公式 . 
解 : 对 于 半径 为 ct 的 球面 微 元 , 一 方面 可 以 写 出 df = czt2 do, 其 中 do 是 立体 角 微 
元 , 另 一 方面 , df 在 zy 平面 上 的 投影 为 


dz dy = We ay, 


其 中 p 是 点 Z,， 3 到 球 心 的 距离 . 对比 这 两 个 表达 式 , 可 以 写 出 
dz dy 
ctV(ct)2 一 p2 
如 果 用 z, y 表示 观察 点 的 坐标 , 用 &, n 表示 积分 域 中 动 点 的 坐标 , 则 在 所 考虑 的 情况 下 ， 
我 们 可 以 把 一 般 公 式 (72.5) 中 的 do 代 换 为 
dé dn 
ctV(ct)2 — (z —é€)2—(y—n) 
此 外 , 因为 dz dy 是 位 于 zy 平面 两 侧 的 两 个 球面 微 元 的 投影 , 所 以 应 把 所 得 表达 式 加 倍 ， 
最 终 得 到 


en polé, 7) dé dn 季 泊 wpolé, nN) dé dn 
rd =) tl (ry 


do = 
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积分 域 是 以 点 O 为 圆心 以 ct 为 半径 的 圆 . 如 果 初 始 时 刻 的 po 和 bo 仅 在 TU 平面 上 的 有 
限 区 域 C 内 (更 准确 地 说 , 仅 在 母线 平行 于 z 轴 的 菜 个 柱 形 区 域内 ) 不 等 于 零 , 则 点 O 处 
的 振动 (图 44) 开始 于 时 刻 t= 二 d/c, 其 中 d 是 点 O 到 该 区 域 中 的 点 的 最 短 距离 . 但 是 在 
此 时 刻 之 后 , 以 ct > d 为 半径 以 点 O 为 圆心 的 圆 将 一 直 包 括 区 域 C 的 一 部 分 或 者 全 部 ， 
所 以 yp 将 只 能 渐 近 地 趋 于 零 . 因此 , 与 “三 维 波 ”不 同 , 这 里 所 讨论 的 二 维 波 有 一 个 前 波 阵 
面 , 但 没有 后 波 阵 面 (参看 871). 


$73 侧面 波 


球面 波 在 两 种 介质 分 界面 上 的 反射 特别 有 趣 ， 因 为 可 能 出 现 侧面 波 这 种 
独特 的 现象 与 之 相伴 . 

设 Q (图 45) 是 球面 声波 的 声 源 (位 于 介质 1 中 ), 它 到 介质 1 和 2 之 间 无 
穷 大 分 界 平 面 的 距离 为 1. 距离 1 是 任意 的 , 并 且 根 本 不 必 远 大 于 波长 和 设 两 
种 介质 的 密度 为 pi, pz, 而 其 中 的 声速 为 cl cz. 





图 45 


首先 假设 cl > cz. 于 是 , 在 远离 声 源 处 (到 声 源 的 距离 远大 于 入 ), 介质 1 中 
的 运动 是 两 种 发 散 波 的 登 加 . 第 一 种 波 是 直接 由 声 源 发 出 的 球面 波 (直射 波 )， 
其 速度 势 为 


P= EE- (73.1) 
其 中 7 是 到 声 源 的 距离 , 而 振幅 被 约定 为 1; 为 简明 起 见 , 我 们 在 本 节 的 所 有 
表达 式 中 都 省 略 因 子 eiet. 

第 二 种 波 是 反射 波 , 其 波 阵 面 是 以 Q' ( 声 源 @ 对 分 界 平面 的 镜像 ) 为 球 
心 的 球面 ; 这 是 同时 从 点 Q 出 发 , 然后 沿 着 按 几 何 声 学 规律 在 分 界 平面 上 发 生 
反射 的 各 条 声 线 传播 的 声音 在 同一 个 时 刻 所 到 达 的 点 P 的 集合 (在 图 46 中 ， 
声 线 QAP 的 入 射 角 和 反射 角 均 为 9). 反射 波 的 振幅 与 到 点 Q' (有 时 称 之 为 
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虚 声 源 ) 的 距离 ” 成 反比 , 此 外 还 与 角 9 有 关 : 每 条 声 线 的 反射 因子 相当 于 
具有 给 定 入 射 角 6 的 平面 波 的 反射 因子 . 换言之 , 反射 波 在 远 处 可 由 以 下 公式 
描述 : 


ar _paczcosb 一 pl ci 一 c2 sin20 


Hn pac2 cosO + pi VC? — ca sin20 





(请 对 比 平面 波 有 反射 因子 公式 (66.4)). 此 公 P 
式 本 身 (对 于 大 的 ~) 自然 是 正确 的 , 也 可 。 。 
以 采用 下 文 所 述 方法 给 出 严格 的 推导 过 程 。 下 
更 有 趣 的 是 D 
| 
CG | 8 了 C 
的 情形 . 此 时 , 在 介质 1 中 不 但 有 普通 的 反 2 | 。 一 


射 波 (73.2), 还 会 出 现 另 一 种 波 , 其 基本 性 质 。 


从 以 下 简单 分 析 中 就 已 经 可 以 看 出 来 . 

普通 反射 波 的 声 线 Q4P (图 46) 在 以 
下 意义 上 满足 费 马 原理 : 在 完全 位 于 介质 1 以 内 并 且 只 发 生 一 次 反射 的 所 有 
路 径 中 , 声 线 是 声音 从 点 @ 传播 到 点 P 的 最 快 路 径 . 然而 , 另 一 条 路 径 ( 当 
cl < cz 时 ) 也 满足 费 马 原理 : 声 线 以 全 内 反射 角 00 (sinbo = ci/cz) 入 射 到 分 
界面 上 , 然后 在 介质 2 中 沿 分 界面 延伸 , 最 后 又 以 角 gb 返回 介质 1 (图 46 中 
的 QBCP). 显然 应 有 6 > b. 容易 看 出 , 这 样 的 路 径 也 具有 极 值 性 质 : 声音 沿 
该 路 径 传播 所 用 的 时 间 , 小 于 沿 其 他 任何 一 条 从 @ 到 P 并 部 分 通过 介质 2 的 
路 径 所 用 的 时 间 . 

同时 从 @ 出 发 , 然后 沿 着 通过 路 径 QB 并 从 不 同 的 点 C 返回 介质 1 的 各 
条 声 线 传播 的 声音 在 同一 时 刻 所 到 达 的 点 P 的 集合 , 显然 是 一 个 圆锥 面 , 其 
母线 垂直 于 通过 虚 声 源 Q' 且 与 分 界面 法 线 成 go 角 的 直线 . 

因此 , 如 果 cl < cz, 则 除了 波 阵 面 为 球面 的 普通 反射 波 , 还 有 一 个 波 阵 面 
为 圆锥 面 的 波 在 介质 1 中 传播 , 该 波 阵 面 从 分 界 平面 开始 ( 它 与 介质 2 中 折射 
波 的 波 阵 面 在 此 连 在 一 起 ), 一 直 延 伸 到 与 球面 反射 波 的 波 阵 面相 切 ( 相 切 处 
就 是 球面 波 阵 面 与 该 圆锥 面 的 交 线 , 相应 圆锥 的 底 角 为 90, 轴 为 直线 QQ', 见 
图 45). 这 个 锥 面 波 称 为 侧面 波 . 

通过 简单 的 计算 容易 证 明 , 声音 沿路 径 QBCP (图 46) 传播 所 需 的 时 间 少 
于 沿路 径 QAP 到 达 同 一 个 观察 点 P 所 需 的 时 间 . 这 表明 , 来 自 声 源 Q 的 声 
信号 首先 以 侧面 波 的 形式 到 达观 察 点 已 , 普通 反射 波 然后 才 到 达 这 一 点 ， 

应 当 注 意 , 虽然 利用 几何 声学 概念 可 以 给 出 侧面 波 的 上 述 直 观 解 释 , 但 这 
是 一 种 波动 声学 效应 . 我 们 在 下 面 将 看 到 , 侧面 波 的 振幅 在 入 一 0 的 极限 下 趋 
于 零 . 


图 46 
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现在 进行 定量 计算 . 由 点 源 产 生 的 单 色 声波 , 其 传播 由 方程 (70.7) 描述 : 
Ap + kw = 一 4rb(r 一 站， (73.3) 


其 中 天 =w/c, 而 【是 点 源 的 径 天 . 6 函数 的 系数 之 所 以 这 样 选取 , 是 为 了 让 直 
射流 具有 (73.1) 的 形式 . 下 面 , 我 们 选取 这 样 的 坐标 系 , 使 zy 平面 为 分 界 平 
面 , z 轴 沿 QQ@’ 方向 , 且 介 质 1 对 应 z > 0. 在 分 界 平 面 上 , 压强 和 速度 的 z 分 
量 应 当 连 续 , 或 者 , 同样 地 , 量 pp 和 2p/8z 应 当 连 续 . 

按照 一 般 的 傅 里 叶 方 法 , 我 们 有 以 下 形式 的 解 : 


十 co 
1 : 
3 i(xr T+ yy) 
本 // p,.(z)e dxzr dx,, (73.4) 
十 co 
p,.(z) = // pe (“T+xyy) dr dy. (73.5) 


根据 zy 平面 上 的 对 称 性 显然 可 以 预见 , p,, 只 能 依赖 于 量 二 = 闪 + 妆 . 因此 ， 
利用 已 有 的 公式 
1 27 
Jo(u) = 去 人 cos(u sin wp) dw 
可 以 把 (73.4) 写 为 以 下 形式 : 
p= 云 / Pp (2)Jo(xR)x dx, (73.6) 


其 中 R= Vz2z 十 妈 是 柱 面 坐标 (到 z 轴 的 距离 ). 对 于 此 后 的 计算 , 方便 的 做 
法 是 对 这 个 公式 进行 变换 , 使 积分 极限 对 应 从 -ee 到 +eo, 并 用 汉 克 尔 函 数 
HM (w) 表示 被 积 函 数 . 我 们 知道 , 汉 克 尔 函 数 在 点 w = 0 有 一 个 对 数 奇 点 . 如 
果 我 们 约定 , w 在 从 正 实数 值 变 到 负 实 数值 的 过 程 中 (在 复 平面 w 内 ) 从 点 
4 二 0 之 上 绕 过 , 则 成 立 关系 式 


HO’(-u) = HG" (wueir) = HI) — 2Jo(u). 


利用 它 可 以 把 (73.6) 改写 为 


1 十 co 
Pu(z)H) (xR)x dx. (73.7) 


一 A a 
从 方程 (73.3) 求 出 函数 yp, 的 方程 


2 信 
~ sy (= es 气 ) PP = -4rb(z —1). (73.8) 


Pp 
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如 果 对 函数 w(z) ( 它 满足 齐 次 方程 ) 提出 z = ! 处 的 边界 条 件 : 


t+0 
i, (73.9) 


pe(z)|10 = 0, a 





就 可 以 去 掉 方程 (73.8) 右边 的 6 函数 . z = 0 处 的 边界 条 件 为 





+0 
+0 dp, 
= st = U, | 
Ppxl-o = 十 0 (73.10) 
我 们 寻求 以 下 形式 的 解 : 
Ae 六， E> 
pe=§ Bem’+Cen’, ll>z>0, (73.11) 
Ders* #<0; 
这 里 


性 = 和 一 于 民 = 和 一 入 

(ki = w/c1, kz = w/cz), 同时 应 令 
+ Vx—k:, x>k, 
| 一 iVk? — x2, x<k. 
为 了 让 所 求 的 wp 在 无 穷 远 处 不 会 无 限 增 大 , (73.11) 中 的 第 一 个 表达 式 必须 这 
样 选取 . 至 于 第 二 个 表达 式 , 则 是 为 了 让 yp 代表 一 个 出 射 波 . 边界 条 件 (73.9) 


和 (73.10) 给 出 四 个 方程 , 它们 决定 系数 4, B, C, D. 简单 的 计算 给 出 以 下 表 
达 式 : 


(73.12) 


= (ae 2 


Hip2 十 Ha2pl 凡 
(73.13) 
= 丰 一 这 志 区 人 
Hip2 十 Hop1 


当 ps = pi, c2 = c1 时 ( 即 当 整个 空间 充满 一 种 介质 时 ), B =0, A = Cem, 
显然 , p 中 的 对 应 项 是 直射 波 (73.1). 因此 , 我 们 感 兴趣 的 反射 波 为 


7 二 B(x) emzHOY (xR)x dk. (73.14) 

还 应 当 指 明 这 个 表达 式 中 的 积分 路 径 . 如 前 所 述 , 积分 路 径 (在 复 平面 x 

内 ) 从 奇 点 x =0 的 上 方 绕 过 . 此 外 , 被 积 函 数 具 有 奇 点 (支点 ) x = 土 hh, 士 K2， 

此 处 ji 或 jo 为 零 . 根据 条 件 (73.10), 积分 路 径 应 当 从 点 +ja, 二 ia 的 下 方 和 
点 一 ki, 一 kz 的 上 方 绕 过 . 
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我 们 来 研究 所 得 表达 式 在 远离 声 源 处 的 形式 . 把 汉 克 尔 函 数 蔡 换 为 已 知 
的 渐 近 表达 式 , 得 到 





/ Hip2 — H2p1 X AM ; 
一 一 一 一 二 一 -上 exp| 一 咖 (> 十/) 十 jizcB dx (73.15) 
一 上 Ha (Hp2 + Hap1) (ep 


2i7R 


在 图 47 中 绘 出 了 ci > cz 时 的 积 
分 路 径 C. 可 以 用 著名 的 鞍点 法 
来 计算 积分 . 指数 
i[(z+D)V 友 二 六 + x 有] 
在 满足 以 下 条 件 的 点 有 极 值 : 
x _R rsing 
图 47 /Ri 3x z+l rcos0 
即 x = jsinb, 其 中 98 是 入 射 角 ( 见 图 45). 把 积分 路 径 变 换 到 通过 该 极 值 点 
并 与 横 坐 标 轴 成 r/4 角 的 曲线 C", 我 们 就 得 到 公式 (73.2). 
在 cl < cz ( 即 有 > io2) 的 情况 下 , 如 果 sin9 > 各 /ia = ci/cz = sinbo, 即 如 
果 0>6b ( 见 图 45), 则 点 x = jasngb 位 于 点 ko 和 所 之 间 . 此 时 , 曲线 C' 还 
应 当 包 括 围绕 点 kz 的 一 段 , 我 们 把 它 称 为 C" ( 见 图 48). 所 以 , 除了 普通 的 反 
射 波 (73.2), 还 要 添加 一 个 波 wy， 
它 由 沿 C" 的 积分 (73.15) 决定 . 
这 就 是 侧面 波 . 如 果 点 心 snb 不 ， 
是 过 于 接近 ko, 即 如 果 9 角 不 是 
过 于 接近 全 内 反射 角 60, 就 容易 
计算 这 个 积分 @. 
在 点 x = ko 附近, 1 很 小 . 
图 如 我 们 把 (73.15) 的 被 积 函 数 中 的 
指数 项 系数 展开 为 jw 的 震级 数 . 
零 阶 展开 项 在 x = ks 处 根本 没有 奇异 性 , 它 沿 0” 的 积分 等 于 零 , 所 以 有 





= tan 6, 











本 21201 ”x \1/2 二 ; 
= " 有 (二 ) ep[-ma(lz+D+iz 用 de (73.16) 


把 指数 展开 为 x 一 k2 的 震级 数 , 并 沿 包含 竖 线 的 C" 积分 , 经 过 简单 计算 就 得 
Q 在 角 9 的 整个 区 域内 对 侧面 波 的 研究 , 见 : Bpexoscknx JI. 并 T®, 1948, 18: 455. 那里 给 出 了 


普通 反射 波 对 A/R 的 究 级 数 展开 式 的 下 一 项 . 这 里 指出 , 对 于 接近 9o 的 角 6 ( 当 cl < cz 时 ), 修正 项 
与 主 项 之 比 随 距离 的 增 大 而 像 (和 /R)'* 那样 减 小 , 而 不 是 像 和 /R 那样 减 小 . 
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到 侧面 波 速度 势 的 以 下 表达 式 : 
1_ 2ipikzexplikir’ cos(0o — 0)] 
f1™ mapok2lcos Oo sinO sins(00 — 0)]1/2 
与 上 述 结 果 一 致 , 波 面 应 是 圆锥 面 


rcos(0 — 00) = Rsinbo + (z+1)costo = const. 


在 给 定 的 方向 上 , 侧面 波 的 振幅 按照 与 距离 ” 的 平方 成 有 反比 的 规律 减 小 . 我 
们 还 看 到 , 在 入 一 0 的 极限 情况 下 , 侧面 波 会 消失 . 当 0 一 00 时 , 表达 式 (73.17) 
不 再 成 立 . 其 实 , 在 这 个 范围 内 , 侧面 波 的 振幅 按照 -5/4 的 规律 随 着 距离 的 
增 大 而 减 小 . 


(73.17) 
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在 流体 中 振动 的 物体 引起 周围 流体 的 周期 性 压缩 和 膨胀 , 声波 因而 产生 . 
这 些 声波 所 携带 的 能 量 来 自 物体 的 动能 , 因此 可 以 说 , 振动 物体 向 外 辐射 声音 . 
下 面 将 处 处 假设 物体 的 振动 速度 v 远 小 于 声速 . 既然 u ~ aw (a 是 物体 的 
振幅 ), 这 就 意味 着 a < 入 @. 
在 任意 形状 物体 以 任意 方式 振动 的 一 般 情况 下 ， 应当 按 下 述 方法 求解 声 
辐射 问题 . 取 速 度 势 p 为 基本 量 , 它 满足 波动 方程 
1 02p 


Ap- A =(0 (74.1) 
在 物体 的 表面 上 , 流体 速度 的 法 向 分 量 应 当 等 于 物体 速度 w 的 相应 分 量 : 
.0 i (74.2) 
On 


在 远离 物体 的 地 方 , 声波 应 当 变 为 发 散 的 球面 波 . 方程 (74.1) 的 满足 这 些 边界 
条 件 和 无 穷 远 条 件 的 解 , 即 确定 了 物体 所 辐射 的 声波 . 

我 们 来 更 详细 地 研究 两 种 极限 情形 . 首先 假设 物体 的 振动 频率 足够 大 , 使 
得 所 辐射 的 声波 的 波长 远 小 于 物体 的 尺寸 1 


A 和 <L. (74.3) 


在 这 种 情形 下 , 可 以 把 物体 表面 划分 为 若干 部 分 , 每 一 部 分 的 尺寸 从 一 方面 讲 
很 小 , 从 而 可 以 近似 地 把 它们 看 做 平面 , 从 另 一 方面 讲 又 很 大 , 远大 于 波长 . 这 


@ 一 般 而 言 , 还 要 假设 振幅 远 小 于 物体 的 尺寸 , 否则 物体 附近 的 流动 不 是 势 流 ( 见 $9)， 只 有 纯 
脉冲 振动 才 不 需要 这 个 条 件 , 下 面 所 用 到 的 解 (74.7) 即 属于 这 种 情况 , 它 在 本 质 上 是 连续 性 方程 的 直 
接 推论 . 
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样 就 可 以 认为 , 这 样 的 每 一 部 分 表面 在 其 运动 过 程 中 都 辐射 出 平面 波 , 并 且 波 
中 的 流体 速度 简单 地 等 于 这 部 分 表面 的 法 向 速度 分 量 wn. 而 在 平面 波 中 , 平 
均 能 流 等 于 cpv? ( 见 §65), 其 路 是 波 中 的 流体 速度 . 把 v= ws 代入 其 中 并 沿 
物体 全 部 表面 积分 , 就 得 到 物体 在 单位 时 间 内 以 声波 形式 辐射 出 的 平均 能 量 ， 
即 声 辐射 总 强度 , 其 结果 为 


Es ow fa (74.4) 


( 当 速 度 振幅 给 定时 ) 它 与 振动 频率 无 关 . 
现在 考虑 相反 的 极限 情形 , 这 时 所 辐射 的 声波 的 波长 远大 于 物体 的 尺寸 : 


入 之 1. (74.5) 


在 这 种 情形 下 , 在 物体 附近 (在 远 小 于 波长 的 距离 上 ) 可 以 忽略 一 般 方程 (74.1) 
中 的 cB2p/Bt? 这 一 项 .其 实 ,在 所 考虑 的 区 域 中 , 它 的 量 级 为 w?yp/e? ~ yp/X2， 
而 对 化 标的 二 阶 导数 项 的 量 级 为 p/2. 

于 是 , 物体 附近 的 流动 可 由 拉 普 拉 斯 方程 Ap = 0 来 确定 , 而 这 是 不 可 压 
缩 流 体 的 势 流 方程 . 因此 , 在 所 考虑 的 情形 下 , 物体 附近 的 流体 像 不 可 压缩 流 
体 一 样 运动 . 声波 本 身 , 即 压缩 膨胀 波 , 只 出 现 于 远离 物体 的 地 方 . 

在 物体 尺寸 量 级 的 距离 或 更 小 的 距离 上 , 方程 Ap =0 的 待 求 的 解 不 能 写 
为 一 般 形式 , 它 与 振动 物体 的 具体 形状 有 关 . 而 在 远大 于 1 但 远 小 于 入 (使 方 
程 Ap =0 仍然 适用 ) 的 距离 上 , 就 可 以 求 出 解 的 一 般 形式 , 因为 yp 应 当 随 着 
距离 的 增 大 而 减 小 . 我 们 已 经 在 811 中 讨论 过 拉 普 拉 斯 方程 的 这 种 解 . 按照 
那里 的 结果 , 我 们 把 解 的 一 般 形式 写 为 


a 1 
Pm (74.6) 


(r 是 到 坐标 原点 的 距离 , 原点 选 在 物体 内 任何 一 点 ). 当然 , 这 里 重要 的 是 , 所 
讨论 的 距离 仍然 远大 于 物体 的 尺寸 . 仅仅 根据 这 个 理由 , 就 可 以 在 y 的 表达 式 
中 只 考虑 随 7 增 大 而 减 小 得 最 慢 的 几 项 . 我 们 在 (74.6) 中 保留 了 写 出 的 两 项 ， 
但 要 注意 , 第 一 项 并 非 在 所 有 情况 下 都 会 出 现 (参看 下 文 ). 

我 们 来 说 明 , 在 哪些 情况 下 -a/r 这 一 项 不 等 于 零 . 在 $11 中 已 经 指出 ， 
如 果 一 个 封闭 曲面 把 物体 包围 在 内 ， 则 速度 势 -a/r 所 对 应 的 通过 该 封闭 曲 
面 的 流量 不 等 于 零 ， 而 等 于 4rpa. 但 在 不 可 压缩 流体 中 , 仅 在 封闭 曲面 内 的 
流体 总 体积 发 生变 化 的 情况 下 才 有 可 能 出 现 这 样 的 流量 . 换言之 , 物体 的 体 
积 应 有 变化 , 从 而 导致 流体 从 所 考虑 的 空间 区 域 中 排出 , 或 者 相反 , 导致 流体 
包 l“ 吸 入 ” 该 区 域 . 因此 , 如 果 发 出 辐射 的 物体 在 振动 的 同时 还 伴随 有 体积 的 变 
化 , (74.6) 中 的 第 一 项 就 会 出 现 . 


874 声 辐 射 . 321 ， 


假设 存在 这 一 项 , 我 们 来 确定 声 辐射 总 强度 . 单位 时 间 内 流 过 封闭 曲面 的 
流体 体积 4ra, 应 当 等 于 物体 体积 V 在 单位 时 间 内 的 变化 , 即 导数 dV/dt ( 体 
积 V 是 时 间 的 给 定 函数 ): 

4nra=V. 
因此 , 在 满足 条 件 1 之 + 之 和 的 距离 7+ 上 , 流动 由 函数 
_ _V(t) 


drr 


描述 . 男 一 方面 , 在 > 之 入 的 距离 上 (在 声波 区 中 ), ” 应 当代 表 一 个 发 散 的 球 
面 波 , 即 yp 的 形式 应 当 为 


y= 人 (74.7) 

我 们 因而 下 结论 说 , 在 (远大 于 1 的 ) 所 有 距离 上 , 辐射 出 的 声波 具有 以 下 形式 ; 
V(t-r/o) 

= -一 人， (74.8) 


它 是 用 t 一 r/c 代 换 V(t) 中 的 自 变 量 上 而 得 到 的 . 

速度 v= grady 在 每 一 点 都 指向 径 矢 方向 , 其 大 小 为 v= 8Bp/6r. 在 计算 
(74.8) 的 导数 时 (在 7 > 入 的 距离 上 ), 只 计算 分 子 的 导数 即 可 , 因为 对 分 母 部 
分 求 导 将 给 出 1/r 的 高 阶 项 , 而 这 些 项 应 忽略 不 计 . 又 因为 


gv- -0-9). 


所 以 得 到 (n 是 指向 7 方向 的 单位 矢量 ): 


v= Ve (74.9) 


47ce7 
取决 于 速度 平方 的 辐射 强度 在 这 里 与 辐射 方向 无 关 ， 即 辐射 对 所 有 方向 
都 是 对 称 的 . 单位 时 间 内 所 辐射 的 总 能 量 的 平均 值 为 
Br 2 
r=pc f waf = re 


l6cnm? 
积分 域 为 一 个 包围 原点 的 封闭 曲面 . 取 半 径 为 + 的 球面 作为 该 封闭 曲面 , 并 注 
意 到 被 积 函 数 只 依赖 于 到 原点 的 距离 , 最 后 得 到 
-Bw 
drc 


这 就 是 声 辐射 总 强度 . 我 们 看 到 , 它 取决 于 物体 体积 对 时 间 的 二 阶 导数 的 平方 . 


a 





(74.10) 


. 322 ， 第 八 章 声音 


如 果 物 体 以 频率 w 作 简 谐振 动 , 则 体积 对 时 间 的 二 阶 导数 正比 于 振动 的 
频率 和 速度 振幅 , 该 导数 的 方 均值 正比 于 频率 的 平方 . 因此 , 当 物 体 表面 上 各 
点 的 速度 振幅 给 定时 , 辐射 强度 正比 于 频率 的 平方 . 而 当 振动 本 身 的 振幅 给 定 
时 , 速度 振幅 义 正比 于 频率 , 所 以 辐射 强度 正比 于 w4. 

现在 研究 没有 体积 变化 的 振动 物体 的 声 辐 射 , 此 时 , 在 (74.6) 中 只 剩 下 第 
二 项 , 我 们 把 它 的 形式 写 为 


-dy at| 


就 像 前 一 种 情形 那样 , 我 们 推断 , 在 > 之 ! 的 所 有 距离 上 , 解 的 一 般 形式 为 
= 
rT 
此 表达 式 确实 是 波动 方程 的 解 , 因为 函数 A(t 一 r/c)/r 满足 该 方程 , 它 对 坐标 
的 各 阶 导数 从 而 也 满足 该 方程 . 仍然 只 对 分 子 进行 微分 , 我 们 得 到 (在 7 > 
的 距离 上 ) 


gr 人 (74.11) 


在 计算 速度 w = Vy 时 , 还 是 只 要 对 A 进行 微分 即 可 . 所 以 , 根据 矢量 分 析 中 
众所周知 的 标量 自 变量 函数 微分 法 则 , 我 们 有 


ve) 


再 把 V(t 一 r/c) = 一 Vr/c= 一 n/c 代入 此 式 , 最 后 得 到 
v= 二 n(n.AA). (74.12) 
辐射 强度 现在 正比 于 辐射 方向 (n 方向 ) 与 矢量 4 之 间 夹 角 的 余弦 的 平 
方 (这 样 的 辐射 称 为 偶 极 辐射 )， 声 辐射 总 强度 等 于 积分 


r= 


仍然 选取 半径 为 + 的 球面 作为 积分 曲面 , 并 引入 球面 坐标 , 让 极 轴 指向 矢量 4 
的 方向 . 简单 的 积分 运算 给 出 最 后 的 声 辐 射 总 强度 公式 : 
_ dnp “2 

一 5 人 

失 量 4 的 分 量 是 物体 速度 wv 的 分 量 的 线性 函数 ( 见 $11). 因此 , 这 里 的 声 辐 
射 强 度 是 物体 速度 分 量 对 时 间 的 二 阶 导数 的 二 次 函数 . 


(74.13) 
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如 果 物 体 作 频率 为 w 的 简 谐振 动 , 则 按照 如 前 所 述 的 讨论 , 我 们 下 结论 
说 , 声 辐 射 强度 在 速度 振幅 值 给 定时 正比 于 w4. 当 物 体 振 动 的 振幅 给 定时 , 速 
度 振幅 本 身 正比 于 频率 , 所 以 声 辐射 强度 正比 于 ws. 

用 类 似 的 方法 可 以 解决 任意 截面 柱 体 年 直 于 自身 轴线 振动 时 的 柱 面 声波 
辐射 问题 . 为 了 今后 的 应 用 , 我 们 在 这 里 写 出 相应 的 一 些 公式 . 

首先 研究 圆柱 体 的 小 振动 , 并 设 5 = S(t) 是 其 可 变 的 横 截 面积 , 在 到 圆柱 
体 轴线 的 距离 ” 满足 1 之 "之 和 (1 是 横 截 面 的 尺寸 ) 的 地 方 , 类 似 于 (74.8) 可 
以 得 到 


_ $0 
We ln fr, (74.14) 


其 中 f(t) 是 时 间 的 函数 (ln fr 的 系数 之 所 以 这 样 选取 ， wp ee 
圆柱 面 的 正确 流量 值 ). 根据 发 散 柱 面 波 的 速度 势 公式 (公式 (71.2) 的 第 一 项 )， 
现在 我 们 有 , 速度 势 在 7 > 1 的 所 有 距离 上 均 可 由 以 下 表达 式 确定 : 
生 雹 t—r/c s(t) dt’ 
Pe 9787 a c2(t a t")? —72 

当 7 二 0 时, 此 表达 式 的 主 项 与 (74.14) 相同 , 并 且 (74.14) 中 的 函数 f(t) 也 可 
以 自动 确定 下 来 (假设 导数 S(t) 在 t 一 -oo 时 足够 快 地 趋 于 零 ). 对 于 非常 大 
的 7 值 (在 声波 区 中 ), t 一 + ~7/c 的 那些 值 在 积分 (74.15) 中 起 主要 作用 , 所 
以 在 被 积 函 数 的 分 母 中 可 以 取 


r2 2r 六 
t-t)? -~ (tt 二 )， 
( ) C2 C C 


(74.15) 


于 是 得 到 
国有 . re Sadr 
a 2rV2r / ct) = 
最 后 , 在 积分 中 作 代 换 t 一 + 一 r/c = &: 
i £2 o St—r/c—é) 
27 27 0 VE 上 


使 积分 的 上 下 限 中 都 不 包含 +, 这 样 才 便 于 通过 微分 运算 求 速度 v = 8p/16r. 
不 必 计 算 积分 之 前 的 因 式 ~-Y2 的 导数 , 因为 这 将 给 出 1/r 的 高 阶 项 . 在 积分 
号 下 进行 微分 , 然后 再 回 到 变量 #, 得 到 


(74.16) 


t—r/c S(t)dt dt’ 


a va 


(74.17) 
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声 辐 射 强度 取决 于 乘积 2rrpcv2. 我 们 注意 , 与 球面 波 的 情况 不 同 , 这 里 的 声 辐 
射 强度 在 任何 时 刻 都 取决 于 函数 S 在 从 -co 到 t 一 r/c 的 全 部 时 间 内 的 变 
化 过 程 . 

最 后 , 对 于 无 穷 长 圆柱 体 在 垂直 于 其 轴线 方向 上 的 平 动 振动 ,在 1 之 + 之 入 
的 距离 上 , 速度 势 的 形式 为 


p=div(4inyfr)， (74.18) 


其 中 A(t) 是 通过 求解 不 可 压缩 流体 中 圆柱 体 绕 流 问 题 的 拉 普 拉 斯 方程 而 确 
定 的 . 我 们 由 此 又 下 结论 说 , 在 7 > ! 的 所 有 距离 上 ， 


t—r/c A(t’) dt’ 
一 oo (t—t)2— r/c 


作为 结束 语 , 还 必须 作出 以 下 说 明 . 我 们 在 这 里 完全 忽略 了 流体 黏 性 的 影 
啊 , 因而 认为 所 辐射 的 声波 是 有 势 的 . 然而 , 在 振动 物体 附近 的 厚度 为 (yz/w)2 
的 一 层 流体 内 , 流动 其 实 不 是 势 流 ( 见 $24). 因此 , 为 了 应 用 以 上 所 有 公式 , 这 
一 层 流 体 的 厚度 必须 远 小 于 物体 的 尺寸 7 


Ce <l. (74.20) 


p=—div (74.19) 


当 频 率 过 低 或 者 物体 尺寸 过 小 时 , 这 个 条 件 不 一 定 成 立 . 


习题 


1. 设 一 个 以 频率 w 作 平 动 小 幅 ( 简 谐 ) 振动 的 球体 辐射 出 声波 , 并 且 波 长 与 球 半径 民 
大 小 相当 , 求 声 辐 射 总 强度 . 

解 : 把 球体 速度 写 为 取 =uoe-iet 的 形式 . 这 时 , yp 对 时 间 的 依赖 关系 也 由 因子 e-i*t 
给 出 , 并 且 yp 满足 方程 Ap 十 人 ep = 0, 其 中 大 =w/c. 寻求 形 如 yp 二 以 :Vf(r) 的 解 (选取 
球 心 在 给 定时 刻 所 在 位 置 为 坐标 原点 ). 对 于 f, 我 们 得 到 方程 (w-V)(Af 十 kf) =0, 所 
以 Af 十 kf = const. 准确 到 相差 一 个 无 关 紧 要 的 常量 , 由 此 得 到 f 二 4eikr/r, 而 常量 4 
可 从 以 下 条 件 求 出 : 当 了 = 只 时 By/8r = ur. 结果 得 到 


3 a 
_，. uik(r-R) (RR ikr—1 
本 (3 2 — ZikR — k2 Ra 


这 是 偶 极 发 射 ， 在 离 球体 足够 远 的 地 方 , 1 与 ikr 相 比 可 以 忽略 不 计 , 于 是 p 的 形式 变 为 
(74.11), 其 中 拓 量 4 等 于 


ik(r—R) p3 iw 


减 二 BE 
下 2 — 2ikR — kiR2 
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注意 到 (Re 及)? = |A|2/2, 根据 (74.13) 就 得 到 声 辐射 总 强度 


_ 2rp 2 Rw 
I= 36 lw| 34 Re 
当 wR/c < 1 时 , 这 个 表达 式 变 为 
ey TpR® 2 4 
Pe ol 





(把 $11 的 习题 1 中 的 表达 式 妨 二 wuR3/2 直接 代入 (74.13)， 也 能 得 到 这 个 结果 )， 当 
wR/c 沁 1 时 , 我 们 有 


1 = ER?luol’, 
它 与 公式 (74.4) 相对 应 . 
在 球面 上 对 压力 (p 二 -py|,_R) 在 也 方向 的 分 量 进行 积分 , 可 以 得 到 流体 对 球体 的 


ee 47 _k3R3 十 i(2 + k2R?) 
ma Tp 

(关于 复数 阻力 的 意义 , 见 824 最 后 ). 

2. 题目 同上 , 但 设 球 半径 忆 与 Vv/w 大 小 相当 (同时 和 > R). 

解 : 如 果 物 体 尺寸 并 非 远大 于 Vv/w, 则 为 了 确定 辐射 出 的 声波 , 不 应 使 用 方程 Awp 二 0， 
而 应 使 用 不 可 压缩 黏 性 流体 的 运动 方程 . 对 于 球体 绕 流 问题 , 该 方程 的 解 由 824 习题 5 中 
的 公式 (1)，(2) 给 出 . 在 远 处 可 以 忽略 (1) 中 的 第 一 项 , 因为 它 按 指数 规律 随 7 的 增 大 而 
减 小 .第 二 项 给 出 速度 

Ws -b(w.V)V 二 . 

与 (74.6) 的 对 比 表明 


R’ 3 3 
A=-w= -| 


其 中 x = RVw/2v, 即 A 与 理想 流体 情况 下 相应 表达 式 的 区 别 在 于 方 括 号 内 的 因子 . 结 
果 得 到 
A NE 
bm (+ ++) uo 
当 xz 六 1 时 ,这 个 表达 式 就 变 为 习题 1 中 得 到 的 公式 , 而 当 x 1 时 则 有 


3rpR?2v? 
一 一 wsluol 





了 


即 声 辐射 总 强度 正比 于 频率 的 二 次 宕 , 而 不 是 四 次 需 . 
3. 设 一 个 球体 以 任意 频率 作 小 幅 ( 简 谐 ) 振动 , 求 声 辐射 总 强度 . 
解 : 寻求 以 下 形式 的 声波 : 


》 


2 = Qu eik("—R) 


(R 是 球体 的 平衡 半径 ), 并 根据 以 下 条 件 来 确定 常量 a: 


Op —iwt 
Wl 
7 一 尺 
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其 中 以 是 球面 上 的 点 的 径 向 速度 . 由 此 得 到 


R? 
ST 
声 辐 射 总 强度 为 Ne 
"6 
ee 2rpclvo| 1 ++ k2R2 
当 kR1 时 


== Pw? Reluol?, 
这 符合 (74.10), 而 当 kkR 污 1 时 
I = 2rpcRR2|uo|2， 


这 符合 (74.4). 

4. 设 一 个 球体 (半径 为 中 ) 作 小 幅 振 动 , 其 表面 上 各 点 的 径 向 速度 是 时 间 的 任意 函数 
u(t), 求 此 球体 所 辐射 的 声波 . 

解 : 寻求 形 如 yp = f(t)/r 的 解 ,其 中 t= 二 tt 一 (7 一 民 )/c, 并 根据 边界 条 件 


来 确定 f, 该 条 件 给 出 方程 


df | cf __ 
二 十 i —Recul(t). 


解 出 这 个 线性 方程 , 再 把 解 中 的 自 变量 tt 换 为 +t, 我们 得 到 
p(7,t) = - 守 e/aR Fa u(T) esr/Rd7. (1) 


如 果 在 某 一 时 刻 , 例如 在 时 刻 七 = 0, 球体 停止 振动 ( 即 当 T > 0 时 wu(r) = 0), 则 在 距离 球 
心 为 + 处 , 速度 势 对 时 间 的 函数 关系 从 时 刻 寺 = (7 一 RR)/c 开始 将 具有 op = const . ect/R 
的 形式 , 即 运 动 按 指数 规律 衰减 . 

设 荆 为 速度 u(t) 发 生 显著 变化 所 需要 的 时 间 ， 如 果 人 六 RR/c ( 即 所 辐射 声波 的 波长 
入 满足 条 件 入 全 cT > R), 在 (1) 中 就 可 以 把 缓慢 变化 的 因子 u(T) 放 到 积分 号 之 外 并 写 
为 u(t'). 于 是 ,在 7 污 RR 的 距离 上 得 到 


R? 人 
i 
这 与 公式 (74.8) 一 致 . 如 果 了 全 < 入 RR/c, 则 类 似 地 得 到 


Op 


5 ch 让 R / 
=- un)ar, YO zult ); 


这 符合 公式 (73.4)， 
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5. 设 一 个 半径 为 尽 的 球体 在 理想 可 压缩 流体 中 任意 平 动 (运动 速度 远 小 于 声速 ), 求 
由 此 导致 的 流动 . 
解 : 寻求 以 下 形式 的 解 : 
p= div ZO) (1) 
(7 是 到 坐标 原点 的 距离 ,原点 位 于 球 心 在 时 刻 t 二 t 一 (7 一 民 )/c 所 在 的 点 ; 因为 球体 速度 
也 远 小 于 声速 , 所 以 坐标 原点 移动 的 效应 可 以 忽略 不 计 ). 流体 的 速度 为 
3 时- 二 { > / 711 
和 34 a) 3 + (2) 
(ni 是 m 方向 上 的 单位 拓 量 , 撒 号 表示 了 对 其 自 变 量 的 导数 )、 边界 条 件 为 : 当 r 二 必 时 
vr 二 以 "nn, 于 是 
f°"() + f+ f(t) = Re?ult). 
用 常数 变易 法 求解 这 个 方程, 得 到 函数 f(t) 的 一 般 表达 式 : 
f(t) = cR2e 一 :5 a u(T) sin en ec7/Rd7. (3) 
在 代入 (1) 时 , 应 把 t 写 为 这 里 之 所 以 选取 一 oo 为 积分 下 限 , 是 为 了 在 t= 一 oo 时 有 
f=0. 
6. 设 一 个 半径 为 尽 的 球体 在 t= 二 0 时 开始 以 常 速度 wo 运动 , 求 在 运动 初始 时 刻 出 
现 的 声 辐射 . 
解 : 在 习题 5 的 公式 (3) 中 , 令 


| 7 <0, 
wu(7) = 
wos > 


然后 代入 公式 (2) ( 仅 保留 最 后 一 项 , 它 随 距离 的 增加 而 减 小 得 最 慢 ), 从 而 求 出 远离 球体 处 
的 流体 运动 速度 : 


1 7 
v= -n(n.uo) £2 et/R sin (站 一 4) (t > 0). 


4 
声 辐 射 总 强度 按照 以 下 规律 随时 间 衰 减 : 
eR 
I= PR we sin? (名 7) 
全 部 时 间 内 辐射 出 的 总 能 量 为 
本 PR 


7. 设 一 个 作 简 谐振 动 的 无 穷 长 圆柱 体 (半径 为 RR) 辐射 出 声波 , 波长 入 六 R, 求 声 辐 
射 强度 . 
解 : 首先 根据 公式 (74.14) 求 出 , 在 7 之 入 的 距离 上 (习题 7, 8 中 的 7+ 是 到 圆柱 轴线 
的 距离 ), 速度 势 为 
v= Raulnkr, 


.328 . 第 八 章 声音 


其 中 以 二 uoe-'*t 是 圆柱 体 表 面 各 点 的 速度 . 与 公式 (71.7) 和 (71.8) 进行 对 比 , 就 求 出 速 


度 势 在 远 处 的 形式 为 
p= -Ru RE Ge, 


时 一 Rut/ =— kh ma eikr 
2i7 


(mn 是 垂直 于 圆柱 轴线 的 单位 矢量 ), 声 辐 射 强度 (对 单位 长 度 圆 柱 体 而 言 ) 为 


于 是 , 速度 为 


2 
A= pwR2u? 


8. 设 一 个 圆柱 体 在 垂直 于 其 轴线 的 方向 上 作 平 动 简 谐振 动 , 求 由 该 圆柱 体 发 出 的 声 
辐射 . 
解 : 在 7 < 入 的 距离 上 有 
p= — div(R?w ln kr) 


(参看 公式 (74.18) 和 8 10 的 习题 3)， 由 此 得 到 的 结论 是 , 在 远 处 有 


* i A 
~ R? 17 5 di e 2 eikr 
2 iv 一 -一 一 -让 一 玉 也 ， mnt/ 7 De 
所 以 速度 为 


wps 卫 的 余弦 的 平方 . 总 强度 为 
2 
T = Tap Rluol?. 


9. 设 一 块 平板 的 表面 温度 发 生 周 期 性 变化 , 其 频率 w < cz/X , 式 中 X 是 流体 的 热 导 
率 , 求 该 平板 的 声 辐射 强度 . 
解 : 设 表 面 温度 变化 为 Te “'*. 这 种 温度 振动 使 流体 中 产生 一 种 衰减 的 热 波 (52.15): 


T/ sa ga e 一 这 t Gv/Axe 


流体 密度 因而 也 发 生 振动 : 


其 中 B 为 定 压 体 膨 胀 系数 . 这 本 身 又 引起 一 种 运动 , 它 可 由 连续 性 方程 来 确定 : 
Ov : / 
pa = -Pe = 一 iwp8T . 
在 平板 表面 上 , 速度 vz 二 v= 0, 而 在 远离 平板 处 , 速度 趋 于 极限 值 
一 v=-ivp T'dz = 一 et oe 
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在 大 约 VXJw 的 距离 上 可 以 达到 这 个 值 , 该 距离 远 小 于 c/w 此 极限 值 可 作为 所 产生 的 声 
波 的 一 个 边界 条 件 . 由 此 求 出 单位 面积 平板 表面 上 的 声 辐射 强度 ; 


1 
T= 5cpB wxlZ8P 


10. 设 流 体 充满 以 固 壁 为 界 的 半空 间 , 在 流体 中 有 一 个 辐射 球面 声波 的 点 源 , 它 到 固 
壁 的 距离 为 1 并 且 固 壁 能 够 完全 反射 声波 . 求 该 点 源 的 声 辐射 总 强度 与 同样 的 点 源 在 流体 
充满 整个 空间 时 的 声 辐 射 总 强度 之 比 , 以 及 远离 点 源 处 的 声 
辐射 强度 对 方向 的 依赖 关系 . sa 

解 : 直射 波 和 来 自 国 壁 的 反射 波 的 登 加 , 可 由 波动 方程 ye 
的 解 来 描述 ， 这 个 解 应 满足 在 壁面 上 法 向 速度 如 =Bpl/an 0 7 
为 零 的 条 件 . 这 样 的 解 为 











图 49 


(为 简单 起 见 , 我 们 省 略 了 常数 因子 ), 其 中 是 到 点 源 O 的 距离 ( 见 图 49), 而 7 是 到 点 
O 相对 于 固 壁 的 对 称 点 O' 的 距离 . 在 远离 点 源 处 , 我 们 有 Tr' 之 7 一 21cos0, 所 以 


@i(kr—wt) 





op 一 (1 二 本 om 
声 辐射 强度 对 方向 的 依赖 关系 在 这 里 取决 于 因子 cos?(kl cosb). 
为 了 求 出 声 辐射 总 强度 , 我 们 把 能 流 ( 见 (65.4)) 


5=Pv = 一 ppVw 


在 半径 任意 小 且 以 点 O 为 中 心 的 球面 上 积分 . 这 给 出 


sin 2k! ) 


27pKw @ 十 DK) 


在 流体 充满 整个 空间 的 情况 下 , 我 们 只 有 球面 波 p 二 ei*"-%t)/r, 其 总 能 流 为 2xpkw， 因 


此 , 所 求 的 声 辐射 总 强度 之 比 等 于 
sin 2kl 


;1 坟 时 
11. 题目 同上 , 但 流体 边界 为 自由 面 . 
解 : 在 自由 面 上 应 当成 立 条件 p' = 一 pp = 0, 这 在 单 色 波 中 等 价 于 p= 二 0 的 要 求 . 波 
动 方程 的 相应 解 为 
i (于 ew 
r r/ . 


在 远离 声 源 处 , 声 辐 射 强度 取决 于 因子 sin2(Kl cos 9). 所 求 的 强度 之 比 为 











S Sin 2k!i 


Ln 
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湾流 中 的 速度 涨 落 也 是 周围 流体 的 声 源 ， 在 这 一 节 中 ,我们 阐述 这 种 现 
象 的 一 般 理 论 (M.J. 莱 特 希 尔 , 1952). 这 里 所 考虑 的 情形 是 , 满 流 占据 有 限 区 
域 Ww, 而 在 周围 的 无 穷 大 空间 中 则 充满 静止 流体 . 并 且 , 我 们 仅 在 不 可 压缩 流 
体 理论 的 范围 内 考虑 湛 流 本 和 喘 , 忽略 由 涨 落 引 起 的 密度 变化 . 这 意味 着 , 我 们 
假设 淇 流速 度 远 小 于 声速 (在 整个 第 三 章 中 也 这 样 假设 ). 

我 们 首先 推导 一 个 一 般 方程 , 它 不 仅 考虑 声波 中 的 运动 , 而 且 考 虑 潮流 区 
中 的 运动 . 与 864 中 的 推导 过 程 相 比 , 不 同 之 处 仅仅 在 于 这 里 必须 保留 非 线性 
项 (v.:V)v. 尽管 速度 wv 与 c 相 比 很 小 , 但 它 远 大 于 声波 中 的 流体 速度 . 所 以 ， 
取代 (64.3) 的 方程 是 

2 + (0 Vo+ vp = 


对 此 方程 取 散 度 , 再 利用 方程 (64.5) 
4 十 pocz divv = 0, 

我 们 得 到 

1 p es Vi 

Ta Ap = pp (如 
利用 连续 性 方程 divv = 0 可 以 变换 这 个 方程 的 右边 (我 们 把 满 流 看 做 不 可 压 
缩 的 ): 对 zk 求 导 的 微分 算 子 可 以 移动 到 括号 之 外 . 最 终 我 们 有 

1 O2p / OT 


CA — Ap -== Paz.Orr Tik = ViUk (75.1) 
人 


(我 们 又 省 略 了 po 的 下 标 ). 在 满 流 区 之 外 ,这 个 方程 右边 的 表达 式 是 二 阶 小 
量 , 所 以 可 以 忽略 不 计 , 我 们 于 是 回 到 声音 传播 的 波动 方程 . 而 在 区 域 VW 中 ， 
方程 右边 不 为 零 , 它 起 着 声 源 的 作用 . 在 该 区 域 中 , v 是 灌流 速度 . 

方程 (75.1) 属于 延迟 势 方程 的 类 型 . 这 个 方程 的 解 是 @ 


O°T,x (r1 ， t) 
OT1iO0T1k 





dW 


(75.2) 
t—R/c R 





区 
p(r, t) FE 


( 见 第 二 卷 §62), 它 描述 从 声 源 发 出 的 声 辐 射 . 这 里 7 为 观察 点 的 径 矢 , ri 为 积 

分 域 中 各 乓 的 径 矢 , 有 R=|r 一 71l; 被 积 函数 的 值 取 在 “发 生 延 迟 的 * 时 刻 t- R/c. 

在 (75.2) 中 , 实际 积分 域 是 区 域 Wo, 因为 被 积 函数 在 这 个 区 域内 才 不 等 于 零 . 
漠 流 运动 的 能 量 主要 集中 在 频率 w/ 附近 , 这 些 频 率 对 应 着 湛 流 的 基本 


@ 请 注意 前 提 条 件 , 该 积分 解 的 所 有 后 续 结 果 仪 在 该 条 件 得 到 满足 时 才 有 意义 . 一 一 译 者 
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尺度 1, 而 wu 是 湛 流 的 特征 速度 ( 见 833). 在 声 辐 射 的 波谱 中 , 基本 频率 显然 也 
集中 于 此 , 相应 的 波长 入 ~ cl/u > 1. 

为 了 确定 声 辐射 强度 , 只 要 在 远大 于 波长 和 的 距离 上 (在 声波 区 内 ) 研究 
声场 即 可 , 此 距离 还 应 远大 于 作为 声 源 的 满 流 区 的 尺寸 CQ. 在 此 区 域 中 , 被 积 
表达 式 中 的 因子 1/R 可 以 替换 为 因子 1/r 并 移 到 积分 号 之 外 ( 是 观察 点 到 
坐标 原点 的 距离 , 而 坐标 原点 位 于 声 源 区 内 的 任何 一 个 选 定 的 点 ). 于 是 , 我 们 
忽略 掉 比 1/r 下 降 得 更 快 的 那些 项 , 因为 它们 反正 也 对 辐射 向 无 穷 远 处 的 声 
波 的 强度 没有 贡献 , 因此 ， 


OTii(r1, + 
vn d= 


和 dV. (75.3) 





t—R/c 

对 于 被 积 表 达 式 中 的 导数 , 运算 顺序 是 先 求 导 , 再 取 它 们 在 时 刻 t 一 R/c 
的 值 , 即 微分 运算 只 涉及 计算 函数 T(r1, t) 对 第 一 个 自 变 量 的 导数 . 这 些 导 
数 可 以 借助 于 函数 Tik(ri, t 一 R/c) 对 两 个 自 变 量 的 导数 来 表示 , 在 相关 表达 
式 中 每 次 都 要 减 去 含有 对 第 二 个 自 变量 的 导数 的 项 . 对 第 一 个 自 变量 的 导数 
具有 全 散 度 的 形式 , 其 积分 为 零 , 因为 这 些 积分 可 以 变换 为 远 处 封闭 曲面 上 的 
积分 , 而 在 灌流 区 之 外 Ti = 0. 函数 Tik(rli, t 一 R/c) 通过 自 变 量 t+ 一 R/c 对 
积分 坐标 ri 也 有 依赖 关系 , 它 对 mi 的 相应 导数 可 以 通过 对 观察 点 坐标 7 的 
导数 表示 出 来 , 因为 + 和 ri 只 以 二 者 之 差 的 形式 R= |r 一 mi| 出 现 . 结果 得 
到 表达 式 @ 


全 _ 到 
p{r; t) = rp [ms (~ t av (75.4) 


时 间 t+ 一 R/c 与 t+ 一 r/c 相差 约 lc, 但 该 时 间 间 隔 远 小 于 基本 的 滞 流 涨 落 
周期 ijwu. 这 就 允许 我 们 把 被 积 表 达 式 中 的 自 变 量 t+- RR/c 替换 为 t 一 r/c 三 7@. 


Q@ 在 讨论 各 量 的 量 级 时 , 我 们 并 不 考虑 基本 尺度 ! 与 潮流 区 尺寸 之 间 的 差别 , 尽管 后 者 可 能 显著 
大 于 前 者 

@ 此 段 原文 语 下 不 详 , 译文 略 有 改写 , 其实, 令 了 ”= 上- R/c, 则 可 以 把 (75.3) 中 的 被 积 表达 式 通 
过 复合 函数 Ts = Txtri, ttt， ri, 7)) 对 其 自 变量 的 导数 表示 出 来 ， 我 们 有 
































OTik _ (于 ) ( 侍 -) Ot OTik _ ( 侍 ) Ot’ Bt a 
8% Oz /t Ot’ /ri Br Br Nb /rr By er, 
所 以 
( 守 _ OTik | OTik 
= 十 
Brzlij/t orli Or; 
对 于 二 阶 导数 ， 
OT,k . _ _OTixk O2 Tk O02 Tk OT 
oziiozik /tr azitocik ri0rz, ri0rzi, zr,0z, 


由 此 即 得 (75.4). 一 一 详 者 
@ 这 时 , 我 们 不 再 考虑 声 辐 射 的 频谱 组 成 ,而 仅 限 于 研究 决定 其 总 强度 的 一 些 基本 频率 . 我 们 还 
指出 , 对 于 前 一 步 变换 , 在 (75.3) 中 不 能 应 用 上 述 代 换 , 否则 积分 等 于 零 . 
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此 后 , 在 积分 号 内 完成 微分 运算 , 并 注意 到 or/6rci = ni (n 是 指向 7 方向 的 单 
位 拓 量 ), 我 们 得 到 


p(T, t) = 一 三- 一 ram Tix(ra，7)dV， (75.5) 
47rc27 


其 中 的 点 号 表示 对 7 求 导 . 
如 同 任何 迹 不 为 零 的 对 称 张 量 那样 , 张 量 Ti 可 以 表示 为 以 下 形式 : 


3 es Wm 
Ti = (i 一 了 au 十 Fdix = Qik ++ Qoik, (75.6) 


其 中 Qik 是 迹 为 零 的 “不 可 简化 ” 张 量 , 而 Q 是 标量 . 于 是 , 球面 波 (75.5) 可 分 
为 两 项 之 和 |: 


ver, d= 了 全 | /oo avit mms /Qnr Va], (59 


第 一 项 是 单 极 子 声 源 辐射 , 第 二 项 是 四 极 子 声 源 辐射 . 

我 们 来 计算 声 辐射 总 强度 . 在 声波 区 中 , 声 能 流 密度 在 每 一 点 都 指向 nn 的 
方向 , 而 其 大 小 等 于 g = pcp. 让 9 乘 以 7r?2do, 再 对 所 有 的 no 方 同 积分 咏 , 即 
可 得 到 声 辐射 总 强度 . 然而 , 我 们 所 关心 的 实际 上 并 不 是 有 涨 落 的 瞬时 强度 值 ， 
而 是 其 时 间 平 均值 (这 时 假设 灌流 是 “定常 的 "). 我 们 把 积分 的 平方 写 为 二 重 
积分 的 形式 , 并 在 积分 号 下 取 平 均值 (用 尖 括 号 表示 ), 从 而 完成 最 后 这 一 步 运 
算 . 结果 得 到 : 





ff er T)Q(r2, 7T)) dVi dy 
ts Je T)Qixk(T2, 7T)) dVi dVs. (75.8) 


(75.7) 中 两 项 的 “交叉 " 乘积 在 对 各 方向 积分 时 就 消失 了 ， 于 是 总 强度 等 于 单 
极 子 辐射 强度 与 四 极 子 辐射 强度 之 和 . 在 这 种 情况 下 , 这 两 部 分 一 般 而 言 具 有 
相同 的 量 级 . 

我 们 来 估计 这 个 量 级 (更 准确 地 讲 , 我 们 来 闻 明 了 对 满 流 运动 参量 的 依赖 
关系 ). 张 量 分 量 Ti ~ 局 , 其 中 是 满 流 运动 的 特征 速度 . 对 时 间 每 微分 一 次 ， 
这 个 量 级 都 要 乘 以 特征 频率 w/l, 所 以 Q@ ~ wu/L?. 在 量 级 为 1 的 距离 上 , 不 同 
扩 的 注 流 涨 落 速度 之 间 具 有 相关 性 . 所 以 , 处 于 庙 流 状态 的 单位 质量 介质 在 单 


i 





@ 在 对 各 个 ns 方向 进行 积分 时 , 可 以 利用 以 下 表达 式 来 计算 矢量 n 的 两 个 或 四 个 分 量 之 积 的 平 
均值 : 





1 1 
NiNnik = ik ninikniTnim = 15 (SikGim + itOkm + dim $k1). 
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位 时 间 内 以 声音 的 形式 辐射 出 的 能 量 
1 v 
seod vv 一 而 
因此 , 声 辐射 总 强度 正比 于 庙 流 运动 速度 的 八 次 蜂 . 
洁 流 运动 依靠 某 外 部 能 量 源 提供 功率 才能 维持 , 该 功率 在 “定常 "情况 下 
等 于 单位 时 间 内 所 耗 散 的 能 量 . 对 于 单位 质量 介质 , 这 部 分 能 量 sdis ~ wu3/19. 
发 声效 率 可 以 定义 为 声 辐 射 功率 与 能 量 耗 散 率 之 比 : 


2 i (=). (75.10) 


8 8 


(75.9) 


在 这 里 , 比值 /ec 的 指数 较 大 ,所 以 当 w/c < 和 1 时, 满 流 作为 声 源 是 非常 低 效 的 . 
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在 864 中 推导 声波 方程 时 曾经 假设 , 声波 是 在 均匀 介质 中 传播 的 . 例如 ， 
介质 的 密度 po 和 其 中 的 声速 c 都 被 看 做 常量 . 为 了 得 到 对 任意 非 均匀 介质 的 
一 般 情 况 也 适用 的 某 些 一 般 关 系 式 ， 我 们 首先 推导 声音 在 这 样 的 介质 中 传播 
的 方程 . 

我 们 把 连续 性 方程 写 为 以 下 形式 : 

Sp +pdivv = 0. 
但 因为 声音 传播 是 绝热 的 , 所 以 有 


过 = (天 (B+o-vp), 


dt \Ap/,dt ed Ce 
而 连续 性 方程 的 形式 变 为 
2 +o Vp+ pe dive =0. 


按照 通常 的 做 法 , 令 p = po 十 p', 并 且 po 现在 是 坐标 的 给 定 函数 . 至 于 压 
强 , 在 p= po 十 p' 中 应 当 仍 然 像 前 面 那 样 认为 po = const, 因为 在 平衡 状态 下 ， 
压强 在 整个 介质 中 处 处 相同 (当然 , 如 果 没 有 外 力 场 的 话 ). 因此 , 精确 到 二 阶 
小 量 , 我 们 有 
训 + poc: divv = 0. 


这 个 方程 在 形式 上 与 方程 (64.5) 相同 , 但 是 其 中 的 系数 poc? 是 坐标 的 函 


@ 见 (33.1). 此 处 对 wu 和 Au 不 加 区 别 ; 我 们 这 样 选取 用 来 研究 运动 的 参考 系 , 使 水流 区 之 外 的 
流体 处 于 静止 状态 . 
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数 . 至 于 欧 拉 方程 , 则 同 8 64 一 样 , 我 们 有 


从 这 两 个 方程 消去 w (再 省 略 掉 po 的 下 标 ), 最 后 得 到 声音 在 非 均匀 介质 中 传 
播 的 方程 : 


= WV 1 Op 
div 3 i i 一 0. (76.1) 
如 果 讨 论 频 率 为 w 的 单 色 波 , 则 彤 = 一 w?p', 从 而 
有 
div 要 十 pa? = 和 (76.2) 


我 们 来 研究 从 尺寸 不 大 的 振动 声 源 发 出 的 声波 (在 874 中 已 经 看 到 , 这 样 
的 声 辐射 是 各 向 同性 的 ). 用 4 表示 声 源 所 在 点 , 用 pa(B) 表示 由 此 发 出 的 声 
波 中 某 一 点 B 的 压强 pz@. 如 果 同 样 的 声 源 位 于 点 B, 则 相应 地 用 pp(4) 表 
示 它 在 点 4 产生 的 压强 . 我 们 来 推导 pa(B) 与 pp(4) 之 间 的 关系 . 

为 此 , 我 们 应 用 方程 (76.2), 一 次 用 于 声 源 位 于 点 4 的 情况 , 另 一 次 用 于 
声 源 位 于 点 B 的 情况 : 

/ 2 / 2 
div “2 十 5 =0, div “Za + pe =0. 

用 ps 乘 第 一 个 方程 , 用 ph 乘 第 二 个 方程 , 然后 把 它们 相 减 , 我 们 得 到 


pp div A — pa div 4 = div (2 一 ere) =0. 
如 果 在 位 于 无 穷 远 处 的 封闭 曲面 C 与 分 别 包 围 点 4, B 的 两 个 小 球面 C4, CB 
之 间 的 区 域 上 取 这 个 方程 的 积分 则 该 体积 分 可 以 变换 为 这 三 个 曲面 上 的 积 
分 , 并 且 曲 面 C 上 的 积分 为 零 , 因为 声场 在 无 穷 远 处 消失 . 因此 , 我 们 得 到 


VD/ Vp’ 
(rs me ) df (76.3) 
Ca 十 CB p Pp 


在 小 球面 C4 的 内 部 , 位 于 点 4 的 声 源 所 产生 的 声波 中 的 压强 ph 随 着 到 
点 4 距离 的 变化 而 迅速 变化 , 所 以 梯度 Vps 很 大 . 而 在 相当 远离 点 B 的 点 
4 的 附近 区 域内 , 位 于 点 B 的 声 源 所 产生 的 压强 ps 是 坐标 的 缓 变 函 数 , 其 梯 
度 Vps 相对 很 小 . 所 以 , 当 球 面 Ca 的 半径 充分 小 时 , 在 沿 该 球面 的 积分 中 ， 
被 积 函数 的 第 二 项 与 第 一 项 相 比 可 以 忽略 不 计 , 而 第 一 项 中 的 pis 几乎 保持 不 
变 , 可 以 取 它 在 点 4 的 值 并 把 它 移 到 积分 号 之 外 . 类 似 的 讨论 也 适用 于 沿 球 


@ 声 源 的 尺寸 应 远 小 于 4 与 B 之 间 的 距离 , 还 应 远 小 于 波长 . 
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面 Cp 的 积分 , 于 是 从 (76.3) 得 到 以 下 关系 式 : 
/ WH .iv Vps . 
人 .af mB) 人 De ay. 
但 Vp'/p= 一 9v/6t, 所 以 这 个 方程 可 以 改写 为 
吃 (元 人 va*df = p4(B) 局 VB :df. 


积分 jwa :dy 是 单位 时 间 内 流 过 球面 C4 的 流体 的 体积 , 即 振动 声 源 在 单位 
时 间 内 的 体积 变化 . 因为 位 于 点 4 和 B 的 声 源 是 完全 相同 的 , 所 以 显然 有 


Lf = war, 


pa(B) = pp(A). (76.4) 


这 个 等 式 就 是 人 们 所 说 的 互 易 原理 : 位 于 点 4 的 声 源 在 点 B 所 产生 的 压 
强 , 等 于 位 于 点 B 的 相同 声 源 在 点 4 所 产生 的 压强 . 我 们 强调 , 这 个 结果 也 
适用 于 介质 可 以 划分 为 几 个 不 同 的 均匀 区 域 的 情形 . 当 声 波 在 这 样 的 介质 中 
传播 时 , 在 不 同 区 域 的 分 界面 上 会 发 生 反 射 和 折射 . 于 是 , 当 声 波 在 从 点 4 到 
尽 B 以 及 相反 的 传播 路 程 上 发 生 反 射 和 折射 时 , 互 易 原理 也 是 成 立 的 . 


因此 ， 





习题 
设 一 个 振动 声 源 没 有 体积 变化 , 导出 由 此 产生 的 偶 极 声 辐 射 的 互 易 原理 . 
解 : 此 时 
于 va .df =0, (1) 
所 以 在 计算 (76.3) 中 的 积分 时 必须 考虑 下 一 阶 近似 . 为 此 , 精确 到 一 阶 项 , 我 们 有 
pp =Ppp(A)+r: Vps, (2) 
其 中 m 是 从 A 点 引出 的 径 舌 . 在 积分 
,WV > 总) 
a | (w 4 pe) af (3) 


中 , 被 积 函 数 的 两 项 现在 具有 相同 的 量 级 . 把 (2) 中 的 ph 代入 此 式 , 再 利用 (1), 得 到 


Vp ;pe 
rr.Vp 了 -| .d 
[ 吻 ) 一 本 一 夏 f. 


然后 , 我 们 把 几乎 处 处 相同 的 量 Vp = 一 pop 移 到 积分 号 之 外 , 并 取 它 在 点 A 的 值 : 


pba(A)- 人 [天 ay - "(= ww -af 中 
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(p, 是 点 A 的 介质 密度 ). 为 了 计算 这 个 积分 , 我 们 注意 到 , 在 声 源 附 近 可 以 认为 流体 是 不 
可 压缩 的 ( 见 874), 所 以 按照 (11.1) 可 以 把 小 球面 Ca 以 内 的 压强 写 为 


上 A:r 
Bi 一 ee 


在 单 色 波 中 性 二 一 jiwv, A = 一 jiwA; 再 引入 单位 矢量 ma, 它 指向 位 于 点 4 的 声 源 所 对 应 
的 失 量 4 的 方向 , 我 们 就 求 出 , 积分 (3) 的 值 正比 于 
pvB(A): na. 
类 似 地 , 沿 球面 CB 的 积分 正比 于 
—pa vaA(B): ns, 
并 且 比 例 系数 相同 . 令 二 者 之 和 为 零 , 就 得 到 表示 偶 极 声 辐射 互 易 原 理 的 关系 式 


P VB(4) “Ta 一 ps val(B) ‘NB. 
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我 们 来 研究 声波 沿 细 长 管道 的 传播 . 所 谓 细 管 , 是 指 宽度 远 小 于 波长 的 管 
道 . 管道 模 截 面 的 形状 和 面积 治 管道 长 度 方向 均 可 变化 , 重要 之 处 仅仅 在 于 ， 
这 种 变化 是 足够 缓慢 的 一 横 截面 的 面积 S 在 管道 宽度 量 级 的 距离 上 应 当 变 
化 很 小 

在 这 些 条 件 下 可 以 认为, 所 有 的 量 (速度 、 密 度 等) 在 管道 的 每 一 个 模 夫 
面 上 都 均匀 分 布 , 而 波 的 传播 方向 则 处 处 与 管 轴 方 向 一 致 . 为 了 推导 这 种 波 的 
传播 方程 , 最 好 采用 类 似 于 $12 中 用 米 推导 渠道 中 重力 波 传播 方程 的 方法 

在 单位 时 间 内 通过 管道 模 截 面 的 流体 质量 是 Spv. 所 以 , 在 无 穷 接近 的 两 
个 模 截面 之 间 的 区 域 中 , 1 s 时 间 内 减少 的 流体 总 量 (质量 ) 为 

(Spv)atas — (Spv)s = Ed 

(坐标 z 沿 管 轴 方 向 ). 因为 两 个 模 截 面 之 间 的 体积 本 身 保持 不 变 , 所 以 流体 质 
量 的 这 种 减少 只 能 是 由 流体 密度 的 变化 引起 的 . 

单位 时 间 内 的 密度 变化 是 8p/8t 而 两 个 模 截 面 之 间 区 域内 的 流体 体积 为 
Sdz, 所 以 流体 质量 的 相应 减少 量 等 于 


-S72 dzx. 
使 这 两 个 表达 式 相 等 , 即 得 到 方程 


cop _ _9(Spv) 
ot Or ” 


这 就 是 管道 内 流体 的 连续 性 方程 . 
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然后 , 我 们 写 出 欧 拉 方 程 , 并 忽略 其 中 的 速度 二 次 项 : 


ot p Dr 
取 (77.1) 对 时 间 的 导数 , 此 时 应 认为 方程 右边 的 p 与 时 间 无 关 , 因为 在 计算 p 
的 导数 时 会 出 现 含 有 v8p/8t = v8p'/t 的 一 项 , 而 这 是 二 阶 小 量 . 因此 ， 
Op 0 Ov 
把 (77.2) 中 的 8v/6t 代入 此 式 , 再 根据 方 = $5/e? 把 左边 的 密度 导数 通过 压强 
导数 表示 出 来 , 结果 得 到 声音 沿 管道 的 传播 方程 : 


(77.2) 


19 Op 1 Op 
百 玛 ( 如 -二 本 = Wy 
在 单 色 波 中 , p@ 通过 因子 e-iwt 依赖 于 时 间 , 而 (77.3) 变 为 
二 更 (5 器 ) +k2p=0 (77.4) 


(k= 二 w/c 是 波 数 ). 
最 后 , 我 们 来 研究 管 口 声 辐射 问题 . 管道 开口 端 气体 与 管道 周围 气体 的 压 
强 差 远 小 于 管道 内 的 压强 差 . 所 以 , 作为 管道 开口 端的 边界 条 件 , 应 当 以 足够 
高 的 精度 要 求 压强 p 在 这 里 等 于 零 . 此 外 , 气体 速度 v 在 开口 端 不 为 零 , 设 其 
值 为 vo. 乘积 Svo 是 单位 时 间 内 从 管道 流出 的 气体 总 量 (体积 ). 
现在 可 以 把 管道 开口 端 看 做 强度 为 Svo 的 某 种 气体 源 . 管 口 声 辐射 问题 
化 为 等 价 的 振动 物体 声 辐射 问题 , 后 者 的 解 由 公式 (74.10) 给 出 . 这 里 , 我 们 应 
当 用 Swo 代替 物体 体积 对 时 间 的 导数 V. 于 是 , 声 辐射 总 强度 为 
03? 说 
47rc | 





(77.5) 


习 题 
1. 设 声音 从 横 截 面积 为 51 的 管道 传 入 横 截 面积 为 52 的 管道 , 求 透射 因子 . 
解 : 在 第 一 个 管道 中 有 两 个 波 : 入 射 波 


< = i(kz—uwt 
pi=aie ) 


和 反射 波 


1 1 —i(kztwt) 
pi 二 Qe 》 


@ 此 处 以 及 本 节 习 题 中 , p 均 表 示 压 强 变化 (前 面 用 z 表示 ). 
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而 在 第 二 个 管道 中 有 一 个 透射 波 
pa = a2 ei(kz—wt) 
在 两 个 管道 的 连接 处 (z = 0), 压强 应 相等 , 单位 时 间 内 从 一 个 管道 流入 另 一 个 管道 的 气体 
总 量 Su 也 应 相等 . 这 些 条 件 给 出 
al 十 al = az， Si(al 一 ai) = S202, 


所 以 
meni 

S152 

透射 波 能 流 与 入 射 波 能 流 之 比 D 等 于 
i Su _ 45152 区 本 二 (和 有 ) 
Si |vi|? (S1 十 S52)? 92 十 91 

2. 求 柱 形 管道 开口 端的 声 辐射 能 流 . 

解 : 管道 开口 端的 边界 条 件 是 p= 二 0, 这 里 可 以 近似 地 忽略 所 辐射 声波 的 压强 (我 们 看 
到 , 管道 开口 端的 声 辐射 强度 很 小 ). 这 样 就 有 边界 条 件 pi = 一 pi, 其 中 pl 和 pi 分 别 是 
入 射 波 和 返回 管道 的 反射 波 的 压强 . 对 于 速度 , 相应 地 有 ui 一 v1, 于 是 管道 开口 端的 合 速 
度 为 wo = 二 了 十 以 = 二 2v1. 入 射 波 能 流 等 于 cSpuz = cSpv2/4. 利用 (77.5) 得 到 声 辐 射 能 
流 与 入 射 波 能 流 之 比 

_ S07 
Tc2 

对 于 (半径 为 的 ) 圆 形 截面 管道 ,我 们 有 DD = R?2w3”/e?. 因为 假设 展 之 c/w, 所 以 D1. 

3. 设 柱 形 管道 的 一 端 开 口 ， 另 一 端 被 薄膜 禾 盖 ,薄膜 按 给 定 方式 振 动 , 从 而 辐射 声波 . 
求 该 管道 的 声 辐射 . 

解 : 通 解 为 

p= (a eikz 本 bo or 

我 们 利用 封闭 端 (z= 二 0) 的 条 件 v=u (u=uoe “! 是 给 定 的 薄膜 振动 速度 ) 和 开口 端 
(T=1) 的 条 件 卫 = 0 来 确定 常量 a 和 b. 这 些 条 件 给 出 


ae'*!+be itt=0 a—b= cpuo. 


在 a 和 b 确定 之 后 ,， 我 们 再 求 出 管道 开口 端的 气体 速度 vo = uf/ coskl， 假 如 没有 管道 ， 
就 可 以 把 公式 (74.10) 中 的 V 替换 为 Su， 其 中 S 是 薄膜 的 面积 ， 并 据 此 通过 方 均值 
3S2|z2 = S?2w?|u|? 来 确定 振动 薄膜 的 声 辐 射 强度 , 管 端的 声 辐射 正比 于 S?Jvo[2w?， 管道 
的 声 放 大 系数 为 加 
是 S?|vol? RR: 
S?2|ul? cos2 kl 

当 薄 膜 的 振动 频率 等 于 管道 的 本 征 频 率 时 (共振 )，A 等 于 无 穷 大 . 其 实 , 这 时 它 当然 仍 是 
有 限 的 , 因为 一 些 已 被 忽略 的 效应 (例如 : 摩擦 , 声 辐射 的 影响 ) 将 表现 出 来 . 

4. 题目 同上 , 但 管道 是 锥 形 的 (薄膜 履 盖 在 模 截 面 较 小 的 一 端 ). 

解 : 对 于 管道 的 横 规 面积 , 我 们 有 5 = Soz?. 设 坐 标 z 的 值 zk 和 za 分 别 对 应 较 小 
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和 较 大 的 一 端 , 于 是 管道 长 度 为 1 二 x2 一 Z1. 方程 (77.4) 的 通 解 为 
六 二 (a eikz 十 be-i*r) et 


a 和 上 bj 可 由 以 下 条 件 确 定 : 在 T= 二 Xl 处 Uv 二 ,在 I 二 xz2 处 p= 二 0. 对 于 声 放 大 系数 , 我 
们 得 到 本 
_S0zilwz|2 k2z2 
i 5S3z4|u|2 (sin kl ++ kz1 cos 有 D)2… 
5. 题目 同上 , 但 管道 的 横 截 面积 沿 管道 长 度 方向 按 指数 规律 5 = Soesz 变化 . 
解 : 方程 (77.4) 的 形式 为 





Op Op -Ny 
Bz7 + oar 十 p= 0， 
所 以 
、 、 o2 1/2 
p= /0 td eo. i (®- 生 ) 
用 来 确定 a 和 上 的 条 件 为 :在 IK=0 处 v= 在 z=1 处 p=0. 对 于 声 放大 系数 , 我 们 


求 出 : 当天 > a/2 时 


A 
2 i : 
Solu| (和 sin ml eosml ) 
2 mm 
当 丰 < a/2 时 
al 2 i1/2 
i 
(3 至 = + coshm) 
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如 果 在 声波 的 传播 路 径 上 存在 任何 物体 , 就 会 发 生 人 们 所 说 的 声音 散射 : 
除了 入 射 波 , 还 会 出 现 附 加 的 波 (散射 波 ), 这 种 波 从 散射 物体 发 出 并 向 所 有 方 
向 传 播 . 在 传播 路 径 上 存在 物体 , 仅 此 就 已 经 导致 声波 散射 此外, 在 入 射 波 
的 影响 下 , 物体 本 身 也 会 运动 , 这 种 运动 同样 也 会 导致 物体 的 某 种 附加 声 辐 射 ， 
这 也 是 一 种 散射 . 不 过 , 如 果 物 体 的 密度 远大 于 声音 传播 介质 的 密度 , 且 物 体 
的 压缩 率 很 小 , 则 与 物体 运动 有 关 的 散射 仅仅 是 一 种 很 小 的 修正 , 主要 的 散射 
还 是 因为 物体 存在 而 产生 的 . 我 们 在 下 面 将 忽略 这 种 修正 , 所 以 将 认为 散射 物 
体 是 静止 的 . 

假设 声音 的 波长 和 远大 于 物体 的 尺寸 !, 这 样 就 可 以 应 用 公式 (74.8) 和 
(74.11) 来 计算 散射 波 2. 这 时 , 我 们 把 散射 波 看 做 由 物体 辐射 的 声波 , 其 差别 
仅仅 在 于 , 现在 所 研究 的 不 是 物体 在 流体 中 的 运动 , 而 是 流体 相对 于 物体 的 运 
动 . 这 两 个 问题 显然 是 等 价 的 . 


@ 同时 还 要 求 物体 的 尺寸 远大 于 声波 中 流体 点 的 振幅 , 否则 流动 一 般 就 不 是 势 流 了 . 
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对 于 由 物体 辐射 的 声波 , 我 们 已 经 得 到 速度 势 的 表达 式 
和 
a 


式 中 Y 是 物体 的 体积 . 现在 , 物体 本 身 的 体积 保持 不 变 , 所 以 V 不 应 理解 为 
物体 体积 的 变化 率 , 而 应 理解 为 假如 该 物体 根本 不 存在 时 , 单位 时 间 内 流入 物 
体 所 占 区 域 (用 Ww 表示 此 区 域 ) 的 流体 总 量 (体积 ). 其 实 , 当 物 体 存在 时 , 这 
些 流体 就 不 能 流入 物体 所 占 区 域 , 而 这 等 价 于 , 总 量 相同 的 流体 从 区 域 Ww 中 
流出 来 . 我 们 在 前 面 看 到 , 在 w 的 第 一 项 中 , 1/4rr 的 系数 应 当 正 好 等 于 单位 
时 间 内 从 坐标 原点 流出 的 流体 总 量 . 容易 求 出 这 些 流体 的 体积 . 在 体积 与 物体 
体积 相等 的 区 域 中 , 流体 质量 在 单位 时 间 内 的 变化 等 于 Vop, 其 中 函数 5 给 出 
入 射 声波 中 流体 密度 对 时 间 的 变化 率 (因为 波长 远大 于 物体 的 尺寸 , 所 以 可 以 
认为 , 密度 p 在 物体 尺寸 量 级 的 距离 上 是 不 变 的 ; 因此 , 我 们 可 以 把 区 域 Ww 中 
流体 质量 的 变化 率 简 单 地 写 为 Vop 的 形式 , 其 中 p 在 整个 区 域 VW 中 处 处 相 
同 ). 质量 变化 率 Vop 所 对 应 的 体积 变化 率 显然 是 Vop/p. 因此 , 在 p 的 表达 式 
中 , 应 当 用 量 Vop/p 来 替换 V. 在 平面 入 射 波 中 , 密度 变化 p! 与 速度 的 关系 为 
P = 二 pv/c, 所 以 六 = 太 = mm/jc 于 是 可 以 用 Vov/c 来 替换 Wp/p. 
至 于 矢量 4, 则 当 物 体 在 流体 中 运动 时 , 它 可 由 公式 (11.5), (11.6) 确定 : 
47pAi; = mikrus + pVoui. 

现在 , 我 们 应 当 把 物体 速度 w 替换 为 入 射 波 中 带 有 人 负 号 的 流体 速度 v ( 指 假 如 
物体 完全 不 存在 时 物体 所 在 位 置 上 的 流体 速度 ). 于 是 ， 


1 Vo 
A; 二 一 一 一 一- 一 和 a 
i kVk 一 名 (78.1) 


最 后 , 我 们 得 到 散射 波 的 速度 势 : 


i (78.2) 











Yoc 一 er or 
而 矢量 4 由 公式 (78.1) 确定 . 对 于 散射 波 中 的 速度 分 布 , 由 此 得 到 
区 三 Voin n(n.4) (78.3) 


~ drrc? re? 
( 见 874; n 为 散射 方向 上 的 单位 矢量 ). 

在 给 定 的 立体 角 微 元 do 中 , 单位 时 间 内 的 平均 散射 能 量 可 由 能 流 确定 ， 
它 等 于 cpv2.r? do. 取 此 表达 式 在 所 有 方向 上 的 积分 , 即 可 得 到 散射 总 强度 到 <. 
在 积分 时 要 计算 (78.3) 中 两 项 乘积 的 二 倍 , 该 乘积 正比 于 散射 方向 与 入 射 波 传 
播 方 同 之 间 夹 角 的 余弦 , 因而 等 于 零 . 于 是 , 积分 后 剩 下 (与 (74.10) 和 (74.13) 
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进行 对 比 ): 
i 2+ 55 有 A | (78.4) 
通常 用 有 效 截面 (简称 截面 ) do 来 表征 散射 , 它 被 定义 为 给 定 立 体 角 微 元 
中 的 (时 间 ) 平均 散射 能 量 与 入 射 波 平均 能 流 密度 之 比 . 总 有 效 截面 o 等 于 do 
在 所 有 散射 方向 上 的 积分 , 即 散 射 总 强度 与 入 射 波 能 流 密度 之 比 . 截面 显然 具 
有 面积 的 量 纲 . 
入 射 波 的 平均 能 流 密 度 是 cov2. 所 以 , 散射 截面 的 微分 等 于 以 下 比值 : 


Vic 2 
do = 二 7r” do. (78.5) 





总 截面 等 于 

,人 

drci vi 3c vi 

对 于 单 色 入 射 波 , 速度 对 时 间 的 二 阶 导 数 的 方 均 值 正比 于 频率 的 四 次 项 . 因此 ， 

如 果 一 个 物体 的 尺寸 远 小 于 声波 波长 ， 则 它 对 声波 的 散射 截面 正比 于 频率 的 

最 后 , 我 们 简单 讨论 一 下 相反 的 极限 情况 , 这 时 散射 声波 的 波长 远 小 于 物 

体 尺寸 . 在 这 种 情况 下 , 除了 极 微小 角度 上 的 散射 , 所 有 的 散射 都 归结 为 物体 

表面 上 的 简单 反射 . 散射 总 截面 的 相应 部 分 显然 等 于 该 物体 被 简直 于 入 射 波 

方向 的 平面 所 截 而 得 到 的 面积 S. 微小 ( 量 级 为 和 1) 角度 上 的 散射 则 是 物体 

边缘 的 衍射 . 这 里 不 打算 阐述 这 种 现象 的 理论 , 它 完全 类 似 于 光 的 衍射 ( 见 第 

二 卷 860,861). 我 们 仅仅 指出 , 按照 巴 比 涅 原理 , 声 衍射 总 强度 等 于 声 反射 总 
强度 . 所 以 , 散射 截面 的 衍射 部 分 也 等 于 5, 总 截面 从 而 等 于 25. 


(78.6) 


习 题 


1. 设 平面 声波 被 国体 小 球 散射 , 小 球 半 径 尺 远 小 于 波长 , 求 散射 截面 . 
解 : 对 于 平面 波 中 的 速度 , 我 们 有 v= acoswt (在 给 定 的 空间 点 )， 在 球体 的 情况 下 
( 见 811 的 习题 1), 矢量 4 = 一 vR3/2. 对 于 截面 的 微分 , 我 们 得 到 
wR® 
5 人 
(9 是 入 射 波 方向 与 散射 方向 之 间 的 夹 角 )， 散射 强度 在 86 二 i 的 方向 上 最 大 , 该 方向 与 入 
射 方向 相反 . 总 截面 等 于 
CT 一 Tn (SY) 


9 \ ee 
这 里 (以 及 下 面 的 习题 3, 4 中 ) 假设 小 球 的 密度 po 远大 于 气体 密度 p, 否则 就 要 考虑 
振动 气体 对 小 球 的 压力 所 引起 的 小 球 的 运动 . 


d5:= 
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2. 设 声音 被 液 滴 散 射 ,考虑 流体 的 压缩 率 和 液 滴 在 入 射 波 影响 下 的 运动 , 求 散射 截面 . 
解 : 在 绝热 过 程 中 , 如 果 液 滴 周 围 的 气体 压强 变化 为 p', 则 液 滴 体 积 的 减 小 值 为 

Vo a ) / be Vo 
po (于 po 

(p 是 气体 密度 ，po 是 液 滴 密度 ，co 是 液体 中 的 声速 ). 在 表达 式 (78.2) 和 (78.3) 中 , 现在 
应 当 把 Vi/ec 替换 为 差 值 








此 外 , 在 入 的 表达 式 中 , 现在 应 当 把 一 v 替换 为 差 值 到 一 9 其 中 以 是 液 滴 在 入 射 波 的 影 
响 下 获得 的 速度 . 对 于 球体 , 利用 811 习题 1 的 结果 , 我 们 得 到 


i 
2po+p 


把 这 些 表 达 式 代入 相应 公式 , 就 得 到 散射 截面 


4 6 2 和 2 
有 =- 和 ) -seose 名 | do 











9c- copo 200 十 
ae 
总 截面 等 于 本 
_ Arw’R |(- Se) | 
9c” copo (2po 十 p)? 


3. 设 声音 被 国体 小 球 散 射 , 小 球 半径 已 远 小 于 Vv/w, 且 小 球 比 热 甚 大 , 从 而 可 以 认 
为 其 温度 保持 不 变 . 求 散 射 截面 . 
解 : 此 时 应 当 考虑 气体 黏 性 对 小 球 运动 的 影响 , 并 按照 874 习题 2 所 述 方式 改写 矢量 
A 的 形式 . 当 RVw/v 多 1 工时, 我 们 有 
.3Rv 


A 一 es 


此 外 ,气体 的 热传导 也 引起 同样 量 级 的 散射 设 THe-i~t 为 声波 中 给 定点 上 的 温度 变化 . 
小 球 附近 的 温度 分 布 为 (对 比 852 习题 2): 


T' = Te-iot : _R eg 
从 


( 当 王 尽 时 应 有 T' = 0). 单位 时 间 内 从 气体 传 给 小 球 的 热量 为 ( 当 RVWIX 之 1 时 ): 
ni 2 dT” Ek / iwt 

q=4n7R'x | 。 = 47RxToe 
这 些 热 量 导 致 气体 体积 的 变化 , 就 其 对 散射 的 影响 而 言 , 可 以 把 这 种 变化 理解 为 小 球体 积 
的 相应 有 效 变化 . 小 球体 积 的 这 种 有 效 变化 率 等 于 

V = -4rRxBTse = — Ex(y 一 Du 
其 中 B 是 气体 的 定 压 体 膨胀 系数 , 而 Y= 二 cp/cu. 这 里 还 利用 了 公式 (64.13) 和 (79.2). 
考虑 这 两 种 效应 , 我 们 得 到 散射 截面 的 微分 


2 p2 2 
d= | 0 -DBveos0| do. 





Fo 
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总 有 效 截面 为 i 3 
o= — xo —1)?+ 3 
这 些 公式 仅 适用 于 斯 托 克 斯 摩擦 力 远 小 于 惯性 力 的 情况 , 即 
nR< Mw 


的 情况 , 其 中 M = 4rpoR3/3 为 小 球 的 质量 . 在 相反 的 情况 下 , 黏 性 力 对 小 球 的 作用 就 变 
得 非常 重要 . 

4. 设 一 个 固体 小 球 散 射 平 面 声波 (入 六 RR), 求 此 球 所 受 的 平均 作用 力 . 

解 : 单位 时 间 内 从 入 射 波 传递 给 小 球 的 动量 即 为 待 求 的 力 , 它 等 于 入 射 波 总 动量 流 与 
散射 波 总 动量 流 之 差 . 从 入 射 波 中 散射 掉 的 能 流 为 oc 巨 o, 其 中 Eo 为 入 射 波 能 量 密度 . 除 
以 c, 即 得 相应 动量 流 o 巨 0. 在 散射 波 中 , 立体 角 微 元 do 中 的 动量 流 为 Bscr?do= Eo dc. 
把 它 投影 到 入 射 波 传播 方向 上 (显然 , 待 求 的 力 指向 此 方向 ), 并 对 所 有 立体 角 积 分 , 就 得 到 


Eo | os0ao. 


因此 , 作用 在 小 球 上 的 力 等 于 
F= BE /(1 -cos0)do. 


把 习题 1 中 的 dc 代入 此 式 , 得 到 Ne 
= lixw RR 
Vo 
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黏 性 和 热传导 的 存在 导致 声波 能 量 的 耗 散 , 所 以 声音 会 被 吸收 , 即 声音 的 
强度 会 逐渐 减弱 . 为 了 计算 能 量 耗 散 率 Emwecn, 我 们 使 用 下 述 一 般 方法 . 机 械 
能 无 非 就 是 从 给 定 的 非 平衡 态 转变 到 热力 学 平衡 态 的 过 程 中 所 能 获得 的 最 大 
功 9. 由 热力 学 可 知 , 如 果 转 变 过 程 是 可 逆 的 ( 即 炉 不 发 生变 化 ), 就 得 到 最 大 


@ 原文 如 此 .这 里 的 Emecn 其 实 表示 一 个 系统 在 从 给 定 的 非 平衡 态 转变 到 与 环境 状态 相同 的 热 
力学 平衡 态 的 过 程 中 能 够 向 外 提供 的 最 大 功 (可 以 参考 第 五 卷 820), 已 ecn 表示 不 可 道 效 应 所 导致 的 
这 种 做 功能 力 的 损失 率 , 这 就 是 通常 所 说 的 能 量 耗 散 率 的 本 质 含义 . 耗 散 导致 做 功能 力 下 降 、 在 现代 
热力 学 中 , 上 述 意义 下 的 最 大 功 称 为 一 个 系统 的 烟 (exergy). 详 见 : B. M. 布 罗 章 斯 基 . 衣 方法 及 其 应 
用 . 王 加 璇 编译 . 北京 : 中 国电 力 出 版 社 ,1996. Szargut J. Exergy Method: Technical and Ecological 
Applications. Southampton: WIT Press, 2005., 


根据 烟 分 析 理 论 (也 可 参考 第 五 卷 820), 设 静 止 参 考 环境 的 压强 为 po, 温度 为 To ( 均 为 常量 ), 则 
在 不 考虑 重力 等 质量 力 的 情况 下 , 单位 质量 流体 的 烟 e 的 微分 为 : 
de =a( 亏 +e) +pod= — Tods. 
其 中 v, e, p 和 s 分 别 为 流体 的 速度 、 内 能 、 密度 和 粹 ， 利 用 连续 性 方程 和 能 量 方 程 (49.2), 由 此 可 得 


已 
ea =div(pov—pvu+v:0o +xVT— pev— Topsv)— To 





对 于 声波 的 能 量 耗 散 , 如 果 认 为 无 穷 远 处 流体 静止 且 无 温度 梯度 , 则 由 此 立刻 得 到 (79.1'). 一 一 译 者 
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功 , 所 以 

Enech Eo ge E(S), 
其 中 Eo 是 系统 在 初始 态 的 给 定 初始 能 量 , B(5) 为 系统 在 平衡 态 的 能 量 , 而 系 
统 的 箭 5 与 其 初始 值 相 同 . 对 时 间 求 导 , 得 到 


Enech = —E(S) 一 一 ( 贡 ) 项 , 


能 量 对 烂 的 导数 是 温度 , 所 以 9B/65 是 假设 系统 处 于 热力 学 平衡 态 ( 且 具 有 
给 定 的 炉 值 ) 时 所 应 具有 的 温度 . 用 To 表示 此 温度 , 则 有 

Bmech = —To5. (79.17) 

我 们 应 用 5 的 表达 式 (49.6), 其 中 既 包含 由 热传导 引起 的 焙 变 化 率 , 也 包 


含 由 划 性 引起 的 炉 变 化 率 . 因为 流体 中 的 温度 了 变化 很 小 , 而 且 与 Tho 相差 其 
微 , 所 以 可 以 把 工 移 到 积分 号 之 外 , 并 用 它 来 代替 To: 


。 本 .2 2 Ov:i Bm 2 Ov 人 2 
sth = 二 f (VT)’ dV — 2/ ( We es 一 3 ) dV—¢ | (divv)’ dV. 
(79.1) 





这 个 公式 把 公式 (16.3) 推广 到 了 存在 热传导 的 可 压缩 流体 的 情形 
设 > 轴 方向 与 声波 的 传播 方向 一 致 , 则 


vz = Vo cos(kz —wt), vy = v= 0. 


(79.1) 中 的 后 两 项 给 出 


2 
a ($n+6) / (全 dV = —k? ($n+¢) 8 | sin?(ka — wt)dV. 


我 们 关心 的 当然 是 时 间 平均 值 ; 对 时 间 的 平均 化 运算 给 出 
-人 (和 $7+6) 二 如 WW 


(Wo 是 流体 的 体积 ). 
然后 , 我 们 来 计算 (79.1) 中 的 第 一 项 . 在 声波 中 , 温度 对 其 平衡 值 的 偏离 
T' 与 速度 的 关系 为 (64.13), 所 以 温度 梯度 等 于 
oT BT Ov BcT 


RE eB Re 


对 于 (79.1) 中 第 一 项 的 时 间 平 均值 , 我 们 得 到 





§79 声音 的 吸收 i 


利用 已 有 的 热力 学 公式 
Op) _ ww {OP) _ ma22 Cu 
cy— y= TH (多) 一 全 8 (中 ) 1pc 二 (79.2) 
可 以 把 上 面 的 表达 式 改写 为 


/fl 1 
-人 (人 -证 Je 


把 所 得 表达 式 加 在 一 起 , 就 求 出 平均 能 量 耗 散 率 , 其 形式 为 


nach 一 一 9 [名 十 ¢) 二 x (去 = 过) 5 (79.3) 





声波 的 总 能 量 为 
E= i (79.4) 
在 825 中 引入 的 波 的 阻尼 系数 确定 了 强度 随时 间 衰 减 的 规律 . 但 是 , 对 于 
声音 , 通常 会 遇 到 问题 的 另 一 种 提 法 , 这 时 声波 在 流体 中 传播 , 其 强度 随 着 它 


所 通过 的 距离 z 增加 而 衰减 . 显然 , 这 种 衰减 将 按照 e-2= 的 规律 进行 , 而 振 
幅 则 按 e-= 衰减 , 其 中 的 吸收 系数 7 定义 为 


2 [Be 
i (79.5) 
把 (79.3) 和 (79.4) 代入 此 式 , 我 们 就 求 出 吸收 系数 的 以 下 表达 式 : 
2 
-六 


我 们 注意 到 , 它 与 声音 频率 的 平方 成 正比 @. 

”只 要 由 此 求 出 的 吸收 系数 很 小 , 就 可 以 应 用 这 个 公式 ; 这 要 求 在 波长 量 级 
的 距离 上 , 振幅 的 相对 减 小 必须 很 小 ( 即 应 有 7c/w < 1). 上 述 推 导 在 本 质 上 
正 是 基于 这 个 假设 , 因为 我 们 在 计算 能 量 耗 散 时 利用 了 无 衰减 声波 的 表达 式 . 
对 于 气体 , 这 个 条 件 实际 上 总 是 满足 的 . 例如 , 我 们 来 考虑 (79.6) 中 的 第 一 项 . 
条 件 Yc/w << 1 表明 , 应 有 vw/c? 和 1. 但 是 , 由 气体 动 理学 理论 可 知 , 气体 的 


巴 当 声音 在 一 种 二 相 介质 一 一 乳 状 液 中 传播 时 , 应 当 存 在 一 种 特殊 的 吸收 机 理 (M.A. 伊 萨 科 维 
奇 , 1948)， 由 于 乳 状 液 两 种 组 元 的 热力 学 性 质 不 同 , 它们 在 声波 通过 时 的 温度 变化 一 般 也 不 同 , 由 此 
产生 的 两 种 组 元 之 间 的 热 交 换 就 导致 一 种 附加 的 吸收 . 由 于 这 种 热 交换 相对 较 慢 , 相对 较 早 就 会 发 生 
显著 的 声色 散 . 
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运动 黏度 ” 的 量 级 相当 于 分 子平 均 自由 程 1 与 分 子平 均 热 运动 速度 的 乘积 的 
量 级 . 后 者 与 气体 中 的 声速 量 级 相同 , 从 而 v ~ !c. 所 以 , 我 们 有 


因为 已 知 1 之 和 (79.6) 中 含有 热 导 率 的 项 也 给 出 同样 的 结果 , 因为 x ~ v. 
对 于 液体 , 如 果 声 吸收 问题 的 上 述 提 法 有 意义 , 则 吸收 系数 小 的 条 件 总 能 

得 到 满足 . 只 有 当 黏 性 力 与 物质 受 压 缩 时 产生 的 压力 相当 时 ，( 波 长 距离 上 的 ) 

声 吸收 才 会 变 大 . 但 在 这 样 的 条 件 下 , 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 (其 中 两 种 黏度 与 频 

率 无 关 ) 本 身 已 经 不 再 成 立 , 此 时 会 因为 内 摩擦 过 程 而 产生 显著 的 声色 散 Q 
当 存在 声 吸 收 时 , 波 数 与 频率 的 关系 显然 可 以 写 为 


点 三 ~ + igw? (79.8) 


(a 是 (79.6) 中 的 系数 ), 由 此 容易 看 出 , 要 想 考虑 声 吸收 效应 , 应 当 如 何 修正 声 
波 ( 行 波 ) 方程 . 我 们 指出 , 以 压强 为 例 , 当 不 存在 声 吸 收 时 , 对 区 =m(z 一 cb 
可 以 写 出 以 下 形式 的 微分 方程 : 


而 解 为 函数 et “9 且 大 由 (79.8) 确定 的 那个 方程 显然 应 当 写 为 以 下 形式 : 
Op 1 Op! O2p 


a 0 
如 果 引 入 变量 r =t 一 z/c 来 代 换 t, 这 个 方程 就 变 为 
op’ Op 
Br “Or 
即 一 维 热传导 方程 类 型 的 方程 . 该 方程 的 通 解 可 以 写 为 ( 见 851) 
YY 
p (z，7) = TA fm) exp -| d7 ， (79.10) 


其 中 m(r) = p(0,7). 如 果 声 波 是 在 有 限时 间 间 隔 内 发 出 的 , 则 在 距离 声 源 足 
够 还 的 地 方 , 此 表达 式 变 为 


1 2 
D(z, +) = TA exp (去 f sa) ar. (79.11) 


@ 声音 能 够 被 强烈 吸收 并 且 可 以 用 通常 方法 来 研究 的 一 种 特殊 情况 是 ， 气体 由 于 一 些 外 因而 具 
有 异常 大 的 热 导 率 (与 黏度 相 比 ). 例如 , 极 高 温度 下 的 辐射 传 热 就 会 导致 这 样 的 情况 ( 见 本 节 习 题 3). 
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换言之 , 远 处 的 波形 由 高 斯 曲线 给 出 . 波 的 宽度 的 量 级 为 (az)!2, 即 宽度 按 正 
比 于 波 所 通过 的 距离 的 平方 根 的 规律 增 大 , 而 波 的 振幅 则 像 -22 那样 减 小 . 
由 此 容易 断定 , 波 的 总 能 量 也 按照 z-12 的 规律 减 小 . 

在 球面 波 的 情况 下 , 容易 推导 出 一 些 类 似 的 公式 . 这 时 应 当 注 意 , 对 球面 
波 有 Jz dt=0( 见 (70.8)). 现在 得 到 的 不 是 (79.11), 而 是 


1 0 exp( 一 r2/4ar) 
/ 一 一 一 一 
D (7, 7) = const - 7172 ) 


即 
1 ) 2 要 (79.12) 
P (7，T) = cons 573 expP\ 一 1 ): 和 


当 声 波 被 固 壁 反射 时 , 必定 发 生 强烈 的 吸收 . 此 现象 的 原因 如 下 (K.F. 赫 
茨 菲 尔 德 , 1938; 6.II. 康 斯 坦 丁 诺 夫 , 1939). 

在 声波 中 , 温度 也 像 密 度 和 压强 那样 在 其 平均 值 附 近 作 周期 性 振动 . 因此 ， 
在 固 壁 附近 , 即使 流体 的 平均 温度 等 于 壁面 温度 , 在 流体 与 壁面 之 间 也 存在 周 
期 性 变化 的 温差 . 与 此 同时 , 固 壁 的 温度 应 当 等 于 紧 贴 固 壁 的 流体 的 温度 . 于 
是 , 在 紧 贴 固 壁 的 流体 薄 层 内 就 会 形成 很 大 的 温度 梯度 , 温度 会 从 它 在 声波 中 
的 值 迅 速 变 为 固 壁 的 温度 值 . 很 大 的 温度 梯度 会 通过 热传导 引起 很 强 的 能 量 
耗 散 . 按照 类 似 的 理由 , 当 声 波 斜 射 至 固 壁 时 , 流体 的 茜 性 也 会 引起 强 吸 收 . 这 
时 , 声波 中 的 流体 速度 (指向 声波 的 传播 方向 ) 具有 与 壁面 相 切 的 非 零 分 量 . 但 
是 , 壁面 上 的 流体 应 当 完 全 “ 符 附 ”于 壁面 , 所 以 在 壁面 附近 的 流体 薄 层 内 就 会 
产生 很 大 的 切 向 速度 梯度 , 这 样 就 会 出 现 由 黏 性 引起 的 很 强 的 能 量 耗 散 ( 见 
习题 1). 


习题 


1. 求 声波 受到 固 壁 反射 时 被 吸收 的 能 量 所 占 的 比例 . 假设 固 壁 的 密度 很 大 , 以 至 于 声 
音 实际 上 不 能 穿 透 固 壁 , 还 假设 固 壁 的 热 容 很 大 , 以 至 于 固 壁 的 温度 可 以 视 为 常量 . 

解 : 取 壁 面 为 平面 z = 0, 入 射 平面 为 zy 平面 , 设 入 射 角 (等 于 反射 角 ) 为 6. 在 壁面 
的 某 个 点 (例如 点 并 = = 0), 入 射 波 密度 变化 为 pi 二 Ae-'“t. 反射 波 具 有 相同 的 振幅 ， 
所 以 在 壁面 附近 的 反射 波 中 ps = pi. 两 者 (入 射 波 和 反射 波 ) 同时 传播 , 流体 密度 的 实际 
变化 为 p' 二 2Aei“t， 声 波 中 的 流体 速度 由 


而 三 二 所 和， 帘 二 之 访 神 
p 1721， 2 pe? 2 
确定 , 所 以 壁面 上 的 合 速 度 名 二 v1 十 v2 的 大 小 为 


v= vy = 2Asing 本 


@ 至 于 法 向 速度 分 量 , 则 无 论 流体 有 无 黏 性 , 边界 条 件 都 要 求 在 壁面 上 该 分 量 为 零 . 
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(更 确切 地 说 ,在 不 考虑 蒜 性 流体 在 固 壁 上 的 准确 边界 条 件 时 才 会 得 到 该 速度 值 ). 在 固 壁 
附近 , 速度 wu 的 实际 变化 由 公式 (24.13) 确定 , 而 由 黏 性 引起 的 能 量 耗 散 则 由 公式 (24.14) 
确定 , 并 且 应 当 用 风 的 上 述 表达 式 来 替换 这 些 公 式 中 的 voe 
假如 不 考虑 固 壁 上 的 准确 边界 条 件 , 就 可 以 得 到 温度 对 其 平均 值 ( 即 壁面 温度 ) 的 偏 
离 为 ( 见 (64.13) ) 
T= 2AS 18 人 
Cpp 


然而 , 温度 分 布 其 实 要 通过 求解 热传导 方程 来 确定 , 相应 边界 条 件 为 : 当 z=0 时 了 =0. 
因此 , 表示 温度 分 布 的 公式 完全 类 似 于 (24.13). 
根据 公式 (79.1) 中 的 第 一 项 计算 热传导 的 能 量 耗 散 , 从 而 得 到 单位 面积 壁面 上 的 总 能 


量 耗 散 : 
六 -4 [vx ( 生 2 !) * Vsin?g| , 
从 入 射 波 投射 到 单位 面积 壁面 上 的 平均 能 流 密度 为 
342 


五 c 
cpv? cos0 = 


27 cos 0. 





因此 , 反射 时 被 吸收 的 能 量 所 占 比 例 为 
i [Vesino+ VX ( 皇 一 !)| , 


C 


该 表达 式 仅 当 它 的 值 很 小 时 才 是 正确 的 (在 推导 过 程 中 已 经 假设 入 射 波 与 反射 波 的 振幅 相 
同 ). 这 个 条 件 意味 着 , 入 射 角 9 不 应 过 于 接近 /2. 

2. 求 声音 在 柱 形 管道 中 传播 时 的 吸收 系数 . 

解 : 大 部 分 声 吸收 是 因为 存在 管 壁 而 导致 的 . 吸收 系数 1 等 于 单位 时 间 内 在 单位 长 度 
管 壁 上 所 消耗 的 能 量 除 以 两 倍 的 通过 管道 横 截 面 的 总 能 流 . 与 习题 1 中 的 计算 类 似 , 结果 


为 ( 尽 是 管道 半径 ) 
VE i 
"es [V+ (人 中 
3. 求 声音 在 极 高 热 导 率 介质 中 传播 时 的 色散 关系 . 
解 : 当 热 导 率 很 大 时 , 声波 中 的 流动 不 是 绝热 的 ， 所 以 , 现在 用 方程 


了 = 元 AT (1) 
(没有 待 性 项 的 方程 (49.4) 的 线性 化 形式 ) 来 代替 等 炉 条 件 . 取 
p= Ap (2) 


为 第 二 个 方程 , 从 方程 (64.2), (64.3) 消去 v 即 可 得 到 这 个 方程 . 取 p' 和 T' 为 基本 变量 ， 
我 们 把 p 和 s' 写 为 以 下 形式 : 


OE 
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把 这 些 表 达 式 代入 (1) 和 (2), 然后 寻求 与 ellkz-“9) 成 正比 的 T', p'. 这 样 就 得 到 关于 p 
和 T" 的 两 个 方程 , 其 相 容 条 件 可 以 化 为 以 下 形式 (应 用 了 热力 学 量 导数 之 间 的 一 些 已 知 
关系 式 ): 


2 : 2 
4 2 Ww lw 1 过 
天 已 ( 筷 + 宕 ) + 区 0, (3) 


而 这 就 确定 了 所 求 的 大 对 w 的 依赖 关系 . 这 里 引入 了 记号 
A 
<= (如 ) ， 3= (器 ) = Y 


在 低频 极限 下 (w < cz2/x), 方程 (3) 给 出 





这 时 , 声音 以 通常 的 “绝热 速度 "cs 传播 , 并 且 吸 收 系 数 , 即 (79.6) 中 的 第 二 项 , 是 小 量 . 这 
是 理 所 应 当 的 , 因为 条 件 w < cz/X 表明 , 热量 在 一 个 周期 的 时 间 内 仅 能 传递 VX/w 量 级 
的 距离 ( 见 (51.7)), 而 该 距离 远 小 于 波长 c/w. 

反之 , 在 高 频 极限 下 , 从 (3) 求 出 

k= et 2 (cs 一 只) 

这 时 ,声音 以 “等 温 速 度 " cr 传播 ( 它 总 是 小 于 cs). 吸收 系数 仍 是 小 量 (与 波长 的 倒数 相 
比 ), 它 与 频率 无 关 , 与 热 导 沸 成 反比 器 . 

4. 设 声音 在 两 种 物质 的 混合 物 中 传播 , 求 由 扩散 引起 的 附加 声 吸收 (了 .了 . 沙 波 什 尼 
科 夫 和 3.A. 芒 尔 德 贝 格 , 1952). 

解 : 在 混合 物 中 有 一 种 附加 的 声 吸收 源 , 因为 在 声波 中 出 现 的 温度 梯度 和 压强 梯度 会 
寻 致 不 可 北 的 热 扩 散 过 程 和 压强 扩散 过 程 (但 是 质量 浓度 梯度 以 及 由 此 导致 的 纯 扩散 显然 
不 会 出 现 ). 这 种 声 吸收 由 炳 变化 率 公 式 (59.13) 中 的 一 项 


1 Op .2 
1pD (3 dV 


给 出 (我 们 在 这 里 用 字母 C 表示 浓度 , 以 区 别 于 声速 c). 扩散 流 为 





一 一 DD ( 冬 vr+ 名 vp ) 


@ 方程 (3) 是 k? 的 二 次 方程 , 它 的 第 二 个 根 对 应 着 随 z 增 大 而 迅速 衰减 的 “ 热 波 ". 在 wx 之 ec? 


的 极限 情况 下 , 这 个 根 给 出 
Rs 二 人 EE 


它 与 (52.15) 一 致 . 在 wx 汪 c? 的 情况 下 可 以 得 到 


k= (+ 
p 
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其 中 ji 由 (59.10) 给 出 . 进一步 计算 与 正文 中 的 计算 类 似 , 其 中 会 利用 热力 学 量 导数 之 间 
的 一 些 关 系 式 , 这 给 出 以 下 结果 : 在 吸收 系数 的 表达 式 (79.6) 中 应 添加 一 项 


0 
2 p002 Op oCJ,r cp \OT/,c\0C)pr 
p 
OC p,T 


5， 设 声音 被 一 个 半径 远 小 于 VV/w 的 小 球 所 吸收 , 求 它 的 有 效 吸收 巷 面 . 

解 : 总 吸收 由 气体 的 黏 性 效应 和 热传导 效应 组 成 . 前 者 取决 于 声波 中 的 运动 气体 绕 小 
球 流动 时 斯 托 克 斯 摩擦 力 的 功 ( 同 878 习题 3 一 样 , 假设 小 球 不 因此 力作 用 而 运动 ). 后 者 
取决 于 单位 时 间 内 从 气体 传 给 小 球 的 热量 g (878 习题 3): 如 果 (距离 小 球 很 远 的 ) 气体 与 
小 球 之 间 的 温度 差 为 T', 则 为 传递 热量 g 而 导致 的 能 量 耗 散 为 9T'/T. 对 于 总 有 效 吸收 


截面 , 可 以 得 到 
= 环 | 和 十 殉 (全 — 可 | 
C Cu 
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黏 性 影响 声波 的 最 有 趣 的 一 种 表现 是 , 当 存在 固体 障碍 物 或 固 壁 时 , 在 驻 
声波 中 会 产生 定常 有 旋 流 . 这 种 流动 ( 称 为 声 流 ) 是 在 声波 振幅 的 二 级 近似 下 
出 现 的 , 其 特征 在 于 , 尽管 这 种 流动 本 身 恰恰 一 定 是 因为 黏 性 才 出 现 的 , 其 中 
(在 固 壁 附近 的 流体 薄 层 之 外 ) 的 运动 速度 却 与 儿 度 无 关 ( 瑞 利 , 1883). 

当 问 题 的 特征 长 度 (障碍 物 或 流动 区 域 的 尺寸 ) 远 小 于 声波 波长 和 并 且 
远大 于 在 824 中 引入 的 黏 性 波 穿 透 深度 6 = V2v/w 时 , 即 当 


A>1>5 (80.1) 


时 , 声 流 的 性 质 能 够 以 最 典型 的 形式 表现 出 来. 

根据 后 一 个 条 件 , 在 流动 区 域 中 可 以 划分 出 一 个 很 窗 的 声 边界 层 , 其 中 的 
速度 从 声波 中 的 值 降低 到 固 壁 上 的 零 值 . 因为 声 边 界 层 中 的 气体 速度 远 小 于 
声速 (声波 中 的 气体 速度 也 是 这 样 ), 而 它 的 特征 长 度 一 一 厚度 5 一 一 远 小 于 和 
(与 条 件 (10.17) 进行 对 比 ), 所 以 声 边 界 层 中 的 流动 可 以 视 为 不 可 压缩 的 . 

我 们 来 研究 平面 固 壁 (zz 平面 ) 附近 的 声 边 界 层 , 并 且 认为 流动 是 平面 的 
一 一 流动 发 生 于 zy 平面 内 (H. 施 利 希 廷 , 1932). 在 839 中 描述 了 针对 边界 层 
厚度 很 小 而 提出 的 近似 方法 , 这 种 近似 也 适用 于 这 里 所 研究 的 非 定 常 流 . 非 定 
常 性 仅仅 导致 在 普 朗 特 方程 (39.5) 中 出 现 对 时 间 的 导数 : 

Ov Ov Duz O2vz oU OU 


3 a 
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(我 们 已 经 利用 方程 (9.3) 把 导数 dp/dz 通过 边界 层 之 外 的 流动 速度 U(z, 妈 
表示 出 来 ). 这 时 ， 


U = vocoskzcoswt = vocoskz. Ree™™t (80.3) 


(有 ==w/e) 对 应 着 频率 为 w 的 平面 驻 声 波 . 我 们 通过 流 函 数 小 (z，y, ) 来 表示 
声 边界 层 中 的 待 求 速度 v: 


连续 性 方程 (39.6) 此 时 自动 得 到 满足 . 
既然 声波 中 的 气体 振动 速度 vo 是 小 量 , 我 们 就 采用 对 vo 的 逐 级 近似 法 
来 求解 方程 (80.2). 在 一 级 近似 下 , 我 们 完全 忽略 二 次 项 . 满足 方程 


Bvt D2 让 人) 


Bt " Oy 
以 及 y= 二 0 和 % = o60 处 的 所 需 边 界 条 件 的 解 为 


iwt 








= —iwvo coskr:e™ 


uv) = Relvo cos kz .ewt(1 — e—*Y)], 


其 中 
iw 1 一 1i 
相应 的 流 函 数 为 ( 它 满足 y = 0 处 的 条 件 ww = 0, 这 等 价 于 ww = 0) 
v4 = Relvo cos kz :CV (ye et], co) = 7 十 er (80.5) 


在 下 一 级 近似 下 , 我 们 写 出 v = vw 中 十 v9, 再 从 (80.2) 得 到 速度 vw(2) 的 
方程 








(80.6) 


a Oy Br 
在 右 侧 包含 频率 为 w+w=2w 和 ww 一 w=0 的 项 . 后 者 导致 在 wkt2) 中 出 现 与 
时 间 无 关 的 项 , 这 些 项 正好 描述 我 们 所 关心 的 定常 运动 . w(2) 在 下 面 将 只 表示 
这 部 分 速度 . 我 们 把 与 此 相应 的 流 函 数 写 为 


Gv” OE) _ OU ,Wow ,ou 
Oz y 


V9 = 于 sin2kz. C9(y) (80.7) 
并 且 得 到 函数 C3(y) 的 方程 


nr 1 1 7 A ~ 
62C(2) = > Te | 守 可 Re (6 CO) 和 (80.8) 
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其 中 撤 号 表示 对 y 求 导 . 

这 个 方程 的 解 应 当 满 足 条 件 C2(0) = 0，c(2 (0) = 0, 这 等 价 于 要 求 在 固 
壁 上 ul2) = uv) = 0. 至 于 远离 壁面 处 的 条 件 , 则 可 以 仅仅 要 求 速度 ve) 趋 于 
有 限 值 (但 不 趋 于 零 ). 把 (80.5) 代入 (80.8) 并 积分 两 次 , 对 导数 CQ2) 得 到 以 
下 结果 : 


. - 9 2 和 2 Sa 
(2) = oan Lee dn eYs 上 2 
6 (vy) e e sin en e COS stase (eos 5 sin ~‘) 


当 y 一 oo 时 , 它 趋 于 值 
es Ee (80.9) 


相应 速度 为 ,2 
ut2) (oo) = 一 0 sin 2kz. (80.10) 


这 个 结果 证 明 Ee 的 现象 . 我 们 看 到 , 在 声 边界 层 之 外 
(在 对 vo 的 二 级 近似 下 ) 出 现 定常 运动 , 其 速度 与 莫 度 无 关 . 在 确定 基本 运动 
区 域 中 的 声 流 时 , 速度 值 (80.10) 用 于 提出 边界 条 件 (参看 习题 )@. 


习 题 


设 两 块 平行 平板 (平面 y= 二 0 和 二 及 之 间 的 区 域 中 有 驻 声波 (80.3), 平板 之 间 的 距 
离 h (起 特征 长 度 ! 的 作用 ) 满足 条 件 (80.1), 求 其 中 的 声 流 ( 瑞 利 , 1883). 

解 : 因为 所 求 定 常 流动 的 速度 vt2) 远 小 于 声速 , 所 以 可 以 认为 该 流动 是 不 可 压缩 流 . 
此 外 , 因为 假设 驻 声 波 中 的 速度 vo 足够 小 (同时 ut2) ~ 由 /ec), 所 以 在 运动 方程 中 可 以 忽 
略 二 次 项 四 . 于 是 , 流 函 数 方 程 (15.12) 化 为 


Az2WC) = (总 + 吾 ) Ja) =0 
(我 们 指出 , 它 来 自 黏 性 项 , 但 黏度 本 身 已 经 不 再 出 现 )， 寻求 形 如 (80.7) 的 解 ， 根 据 条 件 
六 < 禄 X, 对 2 的 导数 远大 于 对 z 的 导数 .忽略 后 者 , 就 得 到 5@)(y) 的 方程 


C2 =0. (1) 


@ 与 纵向 速度 (80.10) 相应 的 横向 速度 为 


-3 2 大 
u(2) = vn 


2 y cos 2kz < v2), 





在 解决 声 边界 层 之 外 的 流动 问题 时 ， 如 果 在 y = 0 处 提出 边界 条 件 v4? = 0, 该 速度 就 会 因 连 续 性 方 
程 而 自动 出 现 . 
@ 换言之 , 假设 比值 vo/c 远 小 于 问题 中 的 所 有 其 余 小 参数 ， 特 别 地 , vo/c < 5/h. 
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根据 问题 的 对 称 性 , 流动 显然 相对 于 平面 y = h/2 对 称 ， 这 意味 着 


(2) 


v(x, y) = —v 2 (2, h —y), 


v(x, y) = ve (zx, 六 一切， 


于 是 应 有 


CH (y) = -CH (h — y). 
方程 (1) 的 这 样 的 解 为 


Cy)=A4 (， — 4) +B ( — $). 
常量 A 和 B 可 由 边界 条 件 确定 : 
CH(0) =0,， CY (0) = 
结果 得 到 流 函 数 的 表达 式 


3v3 . h — h/2) 
wv = 了 Re sin 2kz | (@ = 3 十 a | 





由 此 求 出 最 终 的 速度 分 布 公式 
(2) _3oa ， _ 30 一 以) 
Ci I sin2kz |1 (R72) | 


i 





速度 vb2) 在 距离 平板 (1 一 3-1/2)h/2 的 位 置 改变 符号 
这 些 公式 所 描述 的 流动 由 两 列 涡 组 成 , 它们 相对 于 中 间 平 面 y= 二 hh/2 对 称 , 并 且 沿 z 
轴 具 有 周期 和 /2. 
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第 二 黏度 6 和 么 度 7 通常 具有 同样 的 量 级 , 但 是 也 存在 ¢ 远大 于 7 的 
情况 呈 . 我们 知道 , 第 二 黏度 的 作用 体现 在 伴随 有 流体 体积 ( 即 密度 ) 变化 的 
过 程 中 . 在 压缩 或 膨胀 过 程 中 , 就 像 在 任何 另外 一 种 使 状态 急剧 变化 的 过 程 中 
一 样 , 流体 中 的 热力 学 平衡 受到 破坏 , 所 以 在 流体 中 会 发 生 一 些 内 部 过 程 , 它 
们 趋 于 恢复 这 种 平衡 . 通常 , 这 些 过程 如 此 之 快 ( 即 其 弛 物 时 间 如 此 之 短 ), 以 
至 于 随 着 体积 的 变化 , 平衡 几乎 立刻 就 得 以 恢复 . 当然 , 这 种 变化 的 速度 不 能 
过 大 : 


@ 第 二 黏度 (体积 黏度 ) 的 实验 数据 非常 少 . 利用 近来 发 展 起 来 的 声 谱 仪 技术 有 望 解决 液体 第 二 
黏度 的 测量 问题 , 见 : Dukhin A.S., Goetz P.J, Bulk viscosity and compressibility measurement using 
acoustic spectroscopy. J. Chem,., Phys. 2009, 130: 124519， 例 如 , 对 于 水 (25°C), ¢ = 2.7%. 译 者 
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也 存在 一 些 过 程 ， 其 恢复 平衡 的 弛 豫 时 间 很 长 ， 即 过 程 进 行 得 相对 较 慢 . 
于 是 , 如 果 考 虑 由 几 种 物质 的 混合 物 组 成 的 流体 , 并 且 这 些 物质 之 间 可 以 发 生 
化 学 反应 , 则 对 于 任何 给 定 的 密度 和 温度 都 存在 一 种 确定 的 化 学 平衡 态 , 它 是 
由 混合 物 中 的 确定 的 物质 浓度 来 表征 的 . 例如 , 如 果 压 缩 流体 , 平衡 状态 就 会 
受到 破坏 , 化 学 反应 从 而 开始 进行 , 结果 导致 这 些 物 质 的 浓度 趋 于 与 新 的 密度 
值 (和 温度 值 ) 相对 应 的 平衡 值 . 如 果 这 种 反应 进行 得 不 是 足够 快 , 则 平衡 的 恢 
复 也 相对 较 慢 , 这 样 就 来 不 及 随 着 压缩 过 程 的 进行 立刻 恢复 平衡 . 于 是 , 压缩 
过 程 将 与 趋 于 平衡 态 的 内 部 过 程 同 时 发 生 , 但 是 , 建立 平衡 的 过 程 是 不 可 道 过 
程 , 它们 伴随 着 炳 增 , 因而 也 伴随 着 能 量 耗 散 . 因此 , 如 果 这 些 过 程 的 弛 豫 时 间 
很 长 , 流体 在 压缩 或 膨胀 时 就 会 有 相当 大 的 能 量 耗 散 . 又 因为 这 种 能 量 耗 散 应 
当 取 决 于 第 二 黏度 , 我 们 就 得 到 ¢ 很 大 的 结论 人 @. 

耗 散 过 程 的 强度 以 及 ¢ 值 , 当然 取决 于 压缩 或 膨胀 过 程 的 速率 与 弛 豫 时 
间 之 间 的 关系 . 例如 , 如 果 讨 论 由 声波 引起 的 压缩 或 膨胀 , 第 二 黏度 就 依赖 于 
波 的 频率 . 因此 , 第 二 符 度 值 不 仅 是 表征 所 给 物质 的 一 个 常量 , 它 本 身 还 依赖 
于 表现 出 这 种 黏 性 性 质 的 运动 所 具有 的 频率 . 量 ¢ 对 频率 的 依赖 关系 称 为 它 
的 色散 . 

下 面 阐述 的 用 来 研究 所 有 这 些 现 象 的 一 般 方 法 ， 是 由 I.H. 曼 德尔 施 塔 
姆 和 M.A. 列 昂 托 维 奇 在 1937 年 提出 的 . 

设 &€ 是 表征 物体 状态 的 某 个 物理 量 , 6 是 它 在 平衡 态 下 的 值 ; 6 是 密度 和 
温度 的 函数 . 例如 , 对 于 混合 流体 , 量 上 可 以 是 一 种 物质 的 浓度 , 而 6 则 是 化 
学 平衡 态 下 的 相应 浓度 值 . 

如 果 物 体 不 处 于 平衡 态 , 量 上 就 会 随时 间 而 变化 , 并 趋 于 值 &. 在 近 平 衡 
态 下 , 差 值 £ 一 & 很 小 , 于 是 可 以 把 & 的 变化 率 上 按 此 差 值 展开 为 级 数 . 在 这 
个 展开 式 中 没有 零 阶 项 , 因为 在 平衡 态 下 , 即 当 上 = 名 时 , € 应 为 零 . 所 以 , 准 
确 到 一 阶 项 , 有 


= -= 人 -加 (81.1) 


与 上 一 名 之 间 的 比例 系数 必须 为 负 值 , 否则 上 将 不 趋 于 有 限 的 极限 值 . 正 值 
常量 7 具有 时 间 的 量 纲 , 因而 可 以 视 为 该 过 程 的 弛 物 时 间 ; r 越 大 , 趋 于 平衡 
的 过 程 进行 得 越 慢 . 

下 面 , 我 们 来 研究 流体 的 周期 性 绝热 @ 压缩 和 膨胀 过 程 , 并 且 密度 (和 其 
他 热力 学 量 ) 的 变化 部 分 对 时 间 的 依赖 关系 可 以 通过 因子 erixt 来 表示 . 这 里 


@ 能 量 从 分 子 的 平 动 自由 度 向 (分 子 内 部 的 ) 振动 自由 度 传递 的 过 程 , 经 常 也 是 缓慢 过 程 并 导致 
5 值 很 大 . 
@ 粹 的 变化 (在 近 平 衡 态 下 ) 是 二 阶 小 量 ， 因 此 , 准确 到 一 阶 小 量 时 可 以 讨论 绝热 过 程 . 
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讨论 流体 中 的 声波 . 平衡 位 置 也 与 密度 以 及 其 他 物理 量 一 起 变化 , 所 以 & 可 
以 写 为 名 = oo 十 总 的 形式 , 其 中 6oo 是 名 的 不 变 部 分 , 它 对 应 着 密度 的 平均 
值 , 而 总 是 正比 于 e-iwt 的 周期 性 变化 部 分 . 把 & 的 真实 值 写 为 


E i oo 十 
则 由 方程 (81.1) 看 出 , &' 也 是 时 间 的 周期 函数 , 它 与 6 的 关系 为 
We 


1 一 io7- 





(81.2) 


我 们 来 计算 该 过 程 中 压强 对 密度 的 导数 . 现在 , 压强 应 当 视 为 密度 和 量 & 
在 所 讨论 状态 下 的 值 的 函数 . 它 也 是 炉 的 函数 , 但 为 简单 起 见 , 我 们 省 略 掉 这 
个 参量 , 因为 已 经 假设 焙 为 常量 . 我 们 有 


EE: 
Op Op/e 0€), 0p 


人 
ep Op 1-ioraeop 1-iwr Op 


按照 (81.2), 把 








代入 此 式 , 得 到 


op _ [(F)+ pp\ O00.[{ 字 
ap 1-iwr|\Op/e 906/ Op OpJel 


如 有 果 过 程 进行 得 足够 慢 , 以 至 于 流体 始终 处 于 平衡 态 , 则 表达 式 





+ 级 和 
正好 是 p 对 p 的 导数 . 把 该 导数 记 为 (6p/6p)ea, 最 后 得 到 


然后 , 设 po 是 热力 学 平衡 态 下 的 压强 . po 与 其 他 热力 学 量 的 关系 由 流体 
的 状态 方程 给 出 , 它 在 密度 和 烂 给 定 后 是 完全 确定 的 量 . 非 平衡 态 下 的 压强 p 
不 等 于 po, 它 还 是 & 的 函数 . 如 果 5p 是 绝热 过 程 中 的 密度 增 量 , 则 平衡 压强 


的 增 量 为 
6po = 人 5p, 
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而 总 的 压强 增 量 为 (8p/8p)5p, 其 中 8p/B8p 由 公式 (81.3) 确定 . 所 以 , 在 密度 为 
p+ ip 的 状态 下 , 真实 压强 与 平衡 压强 之 差 p 一 po 等 于 


| = 于 |( 实 ) -( 严 ) 
. m= | 天 (We) jz lt 13 we 
我 们 在 这 里 关心 由 流动 导致 的 密度 变化 , 所 以 ip 与 速度 的 关系 由 连续 性 
方程 给 出 , 其 形式 为 





其 中 d/dt 表示 对 时 间 的 全 导数 . 在 周期 运动 中 , 我 们 有 d5p/dt = 一 iw 6p, 所 以 
5p = div wv. 


把 此 式 代 入 p 一 po 的 表达 式 , 得 到 





Re < Tp "WN 
i (co 一 cx) divv， (81.4) 
其 中 已 经 引入 记号 
=|( 过 | ， 吧 =|( 过 |】， 81.5 
C0 ( 交 Op e ( ) 


其 意义 将 在 下 面 解释 . 

为 了 找到 这 些 表 达 式 与 流体 黏度 之 间 的 关系 , 我 们 写 出 应 力 张 量 cix. 在 
这 个 张 量 中 , 压强 是 以 -pz6ix 的 形式 出 现 的 . 由 此 减 去 由 状态 方程 确定 的 压强 
2o, 我 们 发 现 , 在 非 平衡 状态 下 , oi 含有 一 个 附加 项 

Tp 
1 — iwT 
另 一 方面 , 在 应 力 张 量 的 一 般 表达 式 (15.2) 和 (15.3) 中 , divwv 以 Cdivwv 的 形 
式 出 现 . 通过 对 比 , 我 们 得 出 结论 : 为 建立 平衡 而 出 现 慢 过 程 , 在 宏观 上 等 价 于 
存在 值 为 





—(p— Po)Oik 三 (c2, 一 CE)6i div v. 





i 

C= (81.6) 

的 第 二 符 度 . 这 些 过程 不 影响 普通 黏度 小 当 过 程 慢 到 使 wr < 1 时 , < 等 于 
人 = Tp(c2 — 00): (81.7) 


5 随 弛 豫 时 间 r 的 增 大 而 增 大 , 这 与 上 述 结果 一 致 . 当 频 率 很 大 时 , & 是 频率 的 
函数 , 即 此 时 出 现 色 散 . 
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现在 研究 弛 豫 时 间 很 长 的 过 程 (为 明确 起 见 , 讨论 化 学 有 反应) 如 何 影响 声 
音 在 流体 中 传播 的 问题 . 为 此 , 可 以 从 和 靳 性 流体 的 运动 方程 出 发 , 且 上 由 公式 
(81.6) 给 出 . 但 是 , 更 简便 的 做 法 是 在 形式 上 认为 运动 不 受 黏 性 影响 , 但 压强 p 
不 是 由 状态 方程 给 出 , 而 是 由 上 面 的 公式 给 出 . 于 是 , 在 形式 上 仍然 可 以 应 用 
§64 中 的 一 些 一 般 关 系 式 . 例如 , 波 数 与 频率 的 关系 仍然 由 公式 大 = w/c 给 出 ， 
其 中 c= (8p/8/p)12, 而 导数 8p/Bp 现在 用 (81.3) 表示 . 不 过 , 量 c 现在 已 经 
没有 声速 的 意义 , 原因 之 一 在 于 它 是 复数 . 因此 , 我 们 得 到 


3 1 — jiwr 


由 这 个 公式 给 出 的 “ 波 数 ” 是 复数 . 容易 解释 这 种 结果 的 意义 . 在 平面 波 
中 , 所 有 的 量 都 通过 因子 eikz 依赖 于 坐标 z (z 轴 指 向 传播 方向 ). 把 上 写 为 
k= 二 i 十 i 的 形式 , 其 中 有 和 kz 为 实数 , 我 们 得 到 eikz = eikize-kazr, 即 除了 
周期 因子 eiksz, 还 有 阻尼 因子 e- 各 ? (ks 当然 必须 为 正 ). 因此 , 复 波 数 在 形式 
上 表示 波 的 衰减 , 即 存在 声 吸 收 . 此 时 , 复 波 数 的 实 部 给 出 波 的 相位 随 距 离 的 
变化 , 而 虚 部 是 吸收 系数 . 

不 难 分 离 (81.8) 的 实 部 和 虚 部 . 在 一 般 情 况 下 , 对 于 任意 的 w, 我 们 不 打 
算 写 出 有 和 kz 的 表达 式 , 因为 它们 相当 元 长 . 重要 之 处 在 于 , ki (和 ks) 是 频 
率 的 函数 . 因此 , 如 果 流 体 中 能 够 发 生化 学 反应 , 则 足够 高 频 声音 的 传播 会 伴 
有 色散 . 

在 低频 极限 下 (wr 有 1), 公式 (81.8) 在 一 级 近似 下 给 出 大 = w/co, 即 声音 
以 速度 co 传播 . 这 是 理 所 应 当 的 : 条 件 wr < 1 表明 , 声波 的 周期 1/w 远大 于 
弛 豫 时 间 , 换言之 , 在 声波 中 , 化 学 平衡 能 够 随 着 密度 的 变化 而 儿 乎 立刻 建立 
起 来 . 所 以 , 声速 应 当 由 导数 平衡 值 (9p/6p)ea 确定 . 在 下 一 级 近似 下 , 我 们 有 


k= 各 + 一 让 (81.9) 


这 时 出 现 育 减 , 相应 系数 正比 于 频率 的 平方 . 利用 (81.7), 我 们 可 以 把 的 虚 
部 写 为 kz = w?b0/2pc3 的 形式 , 这 与 吸收 系数 7 的 公式 (79.6) 中 与 5 有 关 的 
部 分 一 致 , 而 在 得 到 此 公式 时 并 未 考虑 色散 . 

在 相反 的 高 频 极限 下 (wr > 1), 在 一 级 近似 下 有 k= w/cee, 即 声音 以 速 
度 co 传播 . 这 也 是 一 个 自然 的 结果 , 因为 当 wr > 1 时 可 以 认为 , 在 一 个 周期 
的 时 间 内 根本 来 不 及 发 生化 学 反应 . 所 以 , 声音 的 传播 速度 应 当 由 浓度 不 变 时 
所 取 的 导数 (6p/6p)s 来 确定 . 在 下 一 级 近似 下 , 我 们 有 


WwW .ch 一 人 


DO 


二 





(81.10) 
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吸收 系数 与 频率 无 关 . 当中 从 w < 1/7 变化 到 w > 1/7 时 , 吸收 系数 单调 增 
大 到 由 公式 (81.10) 给 出 的 常量 值 . 我 们 指出 , 量 如 /ja 表征 一 个 波长 距离 上 的 
声 吸 收 , 此 量 在 上 述 两 种 极限 下 都 是 小 量 (kz/k1 < 1); 它 在 某 个 中 间 频 率 下 有 
最 大 值 (此 时 wr = Vco/coo). 

例如 , 仅 由 公式 (81.7) 即 可 看 出 


coo > co (81.11) 


(因为 必 有 ¢ > 0). 利用 基于 勒 夏 趟 列 原理 @ 的 一 些 简单 推理 也 可 得 到 同样 的 
结果 . 

假设 在 某 种 外 部 作用 的 影响 下 系统 的 体积 减 小 (密度 则 增 大 ). 系统 因此 
偏离 平衡 态 , 但 根据 勒 夏 忒 列 原理 , 在 系统 中 应 当 出 现 使 压强 趋 于 减 小 的 过 程 . 
这 表示 , 量 6p/6p 将 减 小 , 并 且 当 系统 重新 回 到 平衡 态 时 , 6p/ap = ec2 的 值 将 
小 于 它 在 非 平 衡 态 下 的 值 . 

在 推导 所 有 上 述 公式 的 时 候 , 我 们 曾经 假设 只 存在 一 种 缓慢 的 内 部 弛 沂 
过 程 . 儿 种 不 同 的 这 种 过 程 也 可 能 同时 发 生 , 并 且 所 有 公式 都 不 难 推广 到 这 样 
的 情形 . 我 们 将 有 一 系列 表征 系统 状态 的 量 &1, &。,…, 而 不 再 是 一 个 量 &, 并 
且 有 一 系列 相应 的 弛 豫 时 间 1, 72, …… 我 们 这 样 选择 量 &,, 使 每 一 个 导数 5 
仅 依 赖 于 相应 的 &,, 即 


6 -元 人 = é0n). (81.12) 
与 前 面 完 全 类 似 的 计算 给 出 公式 
c= +) (81.13) 
其 中 c = (8p/8p)s, 而 常量 an 等 于 


- 加 (0 
Qi = Be (和 人 (81.14) 


如 打 只 有 一 个 量 &, 此 公式 当然 就 变 为 公式 (81.3). 


@ 见 第 五 卷 8 22， 一 一 译 者 
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当 流 动 速 度 接 近 或 超过 声速 时 ， 与 流体 可 压缩 性 有 关 的 一 些 效应 变 得 最 
为 重要 . 在 涉及 气体 的 实际 应 用 中 必须 研究 这 种 运动 , 所 以 高 速 流体 动力 学 通 
常 称 为 气体 动力 学 . 

首先 应 当 指出 , 气体 动力 学 一 般 涉及 非常 大 的 雷诺 数 . 其 实 , 由 气体 动 理 
学 理论 可 知 , 气体 运动 黏度 的 量 级 是 分 子平 均 目 由 程 ! 与 分 子 热 运动 平均 速度 
的 乘积 , 而 热 运动 平均 速度 与 声速 c 具有 同样 的 量 级 , 所 以 v ~ cl. 如 果 和 气体 
动力 学 问题 的 特征 速度 与 声速 量 级 相当 或 更 大 , 则 雷诺 数 Re ~ Lu/v ~ Lu/lc, 
其 中 显然 包含 一 个 非常 大 的 比值 一 一 特征 长 度 工 与 平均 自由 程 1 之 比 @9. 通 
常 而 言 , 当 Re 非常 大 时 , 黏 性 在 整个 区 域内 基本 上 都 对 气体 运动 没有 重要 影 
响 , 所 以 我 们 在 下 面 将 处 处 (除了 特别 说 明 的 某 些 位 置 ) 把 气体 看 做 理想 流体 . 

气流 的 性 质 取决 于 它 是 亚 声速 的 还 是 超声 速 的 , 即 取决 于 流速 小 于 声速 
还 是 大 于 声速 , 这 大 有 区 别 . 在 超声 速 气流 中 可 能 出 现 激 波 乌 , 这 是 超声 速 气 
流 最 重要 的 本 质 特性 之 一 . 我 们 将 在 以 下 各 节 中 详细 研究 激 波 的 性 质 , 本 节 研 
究 超声 速 气流 的 另 一 种 特性 , 它 与 小 扰动 在 气体 中 传播 的 性 质 有 关 . 

如 采 作 定常 运动 的 气体 在 任意 茶 个 位 置 受到 微弱 的 扰动 ， 则 该 扰动 的 影 
啊 然 后 会 以 声速 (相对 于 气体 本 身 ) 沿 气 体 传播 . 扰动 相对 于 静止 坐标 系 的 传 
播 速度 由 两 部 分 登 加 而 成 : 其 一 , 扰动 与 速度 为 v 的 气流 一 起 移动 ; 其 二 , 扰 


@ 我 们 不 考虑 物体 在 极 稀薄 气体 中 运动 的 问题 . 在 极 稀薄 的 气体 中 , 分 子平 均 自由 程 与 物体 尺寸 
是 相当 的 . 这 种 问题 在 本 质 上 不 是 流体 动力 学 问题 , 应 当 用 气体 动 理学 理论 进行 研究 . 
@ 也 称 为 冲击 波 . 一 一 详 者 
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动 相对 于 气体 以 速度 c 向 某 个 方向 mm 传播 . 为 简单 起 见 , 我 们 来 研究 具有 恒定 
速度 v 的 均匀 气流 . 设 气体 在 某 点 O (空间 中 的 静止 点 ) 受到 小 扰动 . 来 日 点 
O 的 扰动 (相对 于 静止 坐标 系 ) 的 传播 速度 bv 十 cn 在 单位 天 量 mm 指 疝 不 同方 
向 时 也 各 不 相同 . 从 点 O 引 矢 量 v, 并 以 其 端点 为 球 心 作 半径 为 c 的 球面 , 我 
们 就 得 到 传播 速度 的 所 有 可 能 的 值 . 从 O 到 该 球面 上 各 点 的 失 量 即 给 出 扰动 
传播 速度 的 可 能 的 大 小 和 方向 . 我 们 首先 假设 v < c, 则 矢量 w+ cn 在 空间 中 
可 以 有 任意 方向 (图 50 (a)). 换言之 , 在 亚 声速 气流 中 , 来 自 某 一 点 的 扰动 最 终 
会 传播 到 气体 中 的 每 一 点 . 反之 , 从 
图 50 (b) 可 见 , 在 超声 速 气流 中 v>c， 
矢量 w+ cn 的 方向 只 能 位 于 以 O 为 
顶点 的 圆锥 之 内 , 这 个 圆锥 与 以 矢量 
2 的 端点 为 球 心 的 球面 相 切 . 设 圆锥 
顶 角 为 2a, 则 由 图 可 见 : 





(a) 
图 50 sina = (82.1) 


因此 , 在 超声 速 气流 中 , 来 自 某 一 点 的 扰动 只 能 在 一 个 圆锥 之 内 向 下 游 传播 ， 
并 且 比 值 c/w 越 小 , 圆锥 项 角 就 越 小 . 点 O 的 扰动 完全 不 影响 该 圆锥 以 外 的 
流动 . 

由 等 式 (82.1) 确定 的 角 称 为 马赫 角 . 比值 v/c 在 气体 动力 学 中 经 常 出 现 ， 
称 为 马赫 数 : 


M=~=. (82.2) 


来 日 一 个 给 定点 的 扰动 所 达到 的 区 域 的 边界 面 称 为 马赫 面 或 特征 面 . 

人 在任 意 定常 气流 的 一 般 情况 下 ,马赫 面 在 整个 流动 区 域内 已 经 不 是 圆锥 
面 . 但 是 仍然 可 以 断定 , 马赫 面 与 通过 该 曲面 上 任意 一 点 的 流 线 之 间 的 夹 角 等 
于 马赫 角 . 在 不 同 的 点 , 马赫 角 的 数值 随 速度 v 和 c 的 变化 而 变化 . 

这 里 顺便 强调 , 在 高 速 气流 中 , 不 同位 置 的 声速 是 不 同 的 , 它 与 各 热力 学 
量 (压强 、 密度 等 ) 一 起 变化 , 所 以 声速 是 热力 学 量 的 函数 @. 我 们 把 作为 坐标 
函数 的 声速 称 为 当地 声速 . 

超声 速 气流 的 上 述 性 质 , 使 这 种 流动 的 特性 与 亚 声 速 气流 完全 不 同 . 如 果 
亚 声 速 气流 遇 到 任何 障碍 物 , 例如 绕 任 何 物体 流动 , 则 该 障碍 物 的 存在 会 改变 
包括 上 游 和 下 游 在 内 的 整个 空间 中 的 流动 ， 被 绕 流 物体 的 影响 只 有 在 远离 物 
体 处 才 会 渐 近 地 消失 . 但 是 , 超声 速 气流 “看 不 见 ” 障碍 物 , 被 绕 流 物体 的 影响 


@ 在 第 八 章 中 研究 声波 时 , 我 们 可 以 认为 声速 是 常量 . 
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只 涉及 下 游 区 域 @, 而 在 其 余 整 个 上 游 区域 中 , 气流 如 同 不 存在 被 绕 流 物体 时 
一 样 . 

在 平面 定常 气流 的 情况 下 , 可 以 用 流动 平面 内 的 特征 线 代 替 特 征 面 . 通过 
该 平面 内 任何 一 点 O 有 两 条 特征 线 (图 51 中 的 44' 和 BB'), 它们 与 通过 该 
点 的 流 线 之 间 的 夹 角 为 马赫 角 . 特征 线 的 下 游 分 支 OA 和 OB 可 以 称 为 来 自 
点 O 的 分 支 , 它们 之 间 的 流动 区 域 40B 是 来 自 点 O 的 扰动 的 影响 域 . 分 支 
BO 和 A'O 可 以 称 为 到 达 点 O 的 分 支 , 它们 之 间 
的 区 域 4'0B' 是 能 够 影响 点 O 处 流动 的 区 域 . 

特征 线 (在 三 维 情形 下 是 特征 面 ) 的 概念 , 还 
有 一 种 稍微 不 同 的 含义 . 这 是 一 些 满足 几何 声学 
条 件 的 声 线 , 并 且 扰 动 就 是 沿 着 这 些 声 线 传播 的 . 
例如 , 如 果 定 常 超声 速 气流 绕 过 一 个 足够 小 的 障 
碍 物 , 则 气流 的 定常 扰动 将 出 现在 从 该 障碍 物 引 
出 的 特征 线 上 . 我 们 在 $68 中 研究 运动 介质 几何 
声学 时 就 已 经 得 到 了 这 个 结果 . 图 51 

当 讨 论 气体 状态 的 扰动 时 , 我 们 指 的 是 表征 
气体 状态 的 任何 特征 量 (速度 、 密 度 、 压 强 等 ) 的 微弱 变化 . 关于 这 一 点 , 必 
须 作 出 以 下 说 明 : 气体 的 炉 (在 定 压条 件 下 ) 和 速度 旋 度 的 扰动 不 以 声速 传播 . 
这 些 扰动 在 出 现 之 后 根本 不 会 相对 于 气体 移动 , 而 在 静止 坐标 系 中 , 其 移动 速 
度 等 于 每 一 个 相应 气体 微 元 的 速度 , 即 扰动 随 气体 一 起 移动 . 对 于 箭 , 这 是 ( 理 
想 流 体 中 的 ) 燃 守 恒定 律 的 直接 推论 , 这 恰恰 也 表明 , 每 一 个 气体 微 元 的 焙 在 
其 运动 过 程 中 保持 不 变 . 对 于 速度 旋 度 ( 涡 量 ), 由 速度 环 量 守恒 定律 可 以 得 到 
同样 的 结果 . 对 于 这 些 扰动 , 流 线 本 身 就 是 特征 线 . 

我 们 强调 , 最 后 这 些 讨 论 当 然 不 会 改变 关于 影响 域 的 上 述 结论 的 普遍 正 
确 性 , 因为 对 于 这 些 结论 而 言 , 重要 的 仅仅 在 于 以 下 事实 : 扰动 相对 于 气体 本 
身 的 传播 速度 有 一 个 能 够 达到 的 最 大 值 (等 于 声速 ). 





习 题 


设 均 匀 气 流 受 到 任意 的 小 扰动 , 求 速度 和 热力 学 量 的 微小 扰动 之 间 的 关系 式 . 
解 : 用 记号 8 (而 不 像 864 那样 用 搬 号 ) 表示 发 生 扰 动 时 各 物理 量 的 微小 变化 . 在 对 
这 些 量 的 线性 近似 下 , 欧 拉 方程 化 为 


O86v 1 
本 (1) 


@ 我 们 为 避免 误解 而 预先 说 明 : 如 果 在 被 绕 流 物体 前 出 现 激 波 , 则 该 区 域 略 有 扩大 ( 见 § 122). 
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(v 是 未 受 扰动 气流 的 速度 , 它 是 常量 ), 精 守 恒 方 程 化 为 


:+v. V8s =0, (2) 
连续 性 方程 化 为 
OQ8p 2 3. = 
Be + Vipt po div8v 一 0 (3) 


(这 里 已 经 代入 8p=c ip 十 (Bp/5s)p 5s; 根据 (2), 带 有 8s 的 项 为 零 ). 对 于 形 如 es 7 0 
的 扰动 , 我 们 得 到 一 组 代数 方程 : 


(v:k—w)ds=0, (有一 忆 ) 50 十 二 各 一 0 (天 一 w)5p 十 pc2j.5o =0. 


由 此 可 见 , 可 能 出 现 两 种 扰动 形式 . 
一 种 扰动 形式 为 ( 炉 涡 波 ) 


w=v-:k, 6s#¥0 p=0, p= ( 守 ) 8s, 大 .so = 0; 
3 7/p 


旋 度 rot 6v = ik x 58o 也 不 为 零 . 在 这 种 波 中 , 扰动 58 和 io 是 独立 的 . 等 式 内 三 网. 及 表 
示 扰 动 随 运动 气体 一 起 移动 . 

在 另 一 种 形式 的 扰动 中 ， 

(w—v:k) =ek, 6s=0, p=c6p, (w—v:k)dp=pck.0, kxdv=0. 


这 是 频率 因 多 首 勒 效应 而 发 生变 化 的 声波 . 在 这 种 波 中 , 只 要 给 出 一 个 量 的 扰动 ,就 可 以 确 
定 全 部 其 余 各 量 的 扰动 . 
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从 伯 努 利 方程 就 已 经 可 以 直接 得 到 关于 任意 的 绝热 定常 可 压缩 气流 的 一 
系列 一 般 结果 . 对 于 定常 流 , 伯 努 利 方程 的 形式 为 
十 = const, 
其 中 const 是 沿 每 一 条 流 线 保持 不 变 的 常量 (如 果 流 动 是 势 流 , 则 const 对 不 
同 流 线 也 是 相同 的 , 即 const 在 整个 流动 区 域 中 都 是 相同 的 ). 如 果 在 一 条 流 线 
上 有 气体 速度 为 零 的 一 点 , 就 可 以 把 伯 努 利 方程 写 为 
ww 十 = Wo, (83.1) 
式 中 wo 是 烩 在 v = 0 处 的 值 . 
对 于 定常 流 , 炳 守恒 方程 化 为 v.Vs = v0s/9l= 0, 即 s = const, 式 中 const 
仍然 是 沿 流 线 保持 不 变 的 常量 . 我 们 把 这 个 方程 写 为 类 似 于 (83.1) 的 形式 : 


We (83.2) 
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从 方程 (83.1) 可 以 看 出 , 在 烩 w 较 小 的 那些 点 上 , 速度 v 较 大 . 在 给 定 的 
流 线 上 , 速度 在 w 最 小 的 点 具有 最 大 值 . 但 是 , 在 等 炉 条 件 下 有 dw = dp/p, 而 
因为 p > 0, 所 以 微分 dw 和 dp 具有 相同 的 符号 , 于 是 w 和 了 的 变化 趋势 总 是 
一 致 的 . 因此 可 以 说 , 速度 沿 流 线 总 是 随 着 压强 的 增加 而 减 小 , 反之 亦 然 . 

当 绝 对 温度 T= 0 时 , 我 们 得 到 压强 和 烩 的 最 小 可 能 值 (在 绝热 过 程 中 ). 
相应 压强 值 为 p = 0, 再 约定 取 了 = 0 时 的 ww 值 为 能 量 的 零点 , 则 在 T=0 时 
也 有 w=0. 现在 从 方程 (83.1) 得 到 , 速度 的 最 大 可 能 值 ( 当 wv=0 处 的 各 热力 
学 量 都 取 给 定 值 时 ) 等 于 


nsx = V2 (83.3) 


当 气 体 定常 地 流向 真空 时 可 以 达到 这 个 速度 . 
现在 说 明 质量 流 密度 7 = pv 沿 流 线 变化 的 特点 . 从 欧 拉 方 程 


1 
和 二 一 一 有 
(v:V) 有 p 


得 到 沿 流 线 成 立 的 微分 dv 与 dp 之 间 的 关系 式 


vdwv 二 ws = 
p 

写 出 dp = cz2dp, 由 此 得 到 

dp _ _pv 

dv C2 (83 4) 
从 而 

d(pv) 
dv 


由 此 可 见 , 当 速 度 在 亚 声速 范围 
内 沿 流 线 增加 时 , 质量 流 密度 也 
增加 . 在 超声 速 气流 范围 内 , 质 
量 流 密度 随 速 度 的 增加 而 减 小 ， 
并 且 当 w=wvmax 时 , 它 和 p 同时 
变 为 零 (图 52). 亚 声速 定常 气 
流 与 超声 速 定 常 气流 之 间 这 个 
重要 差别 , 还 可 以 直观 地 解释 如 
下 . 在 亚 声速 气流 中 , 流 线 在 速度 增加 的 方向 上 互相 接近 , 而 在 超声 速 气流 中 ， 
流 线 在 速度 增加 的 方向 上 互相 远离 . 





图 52 


@ 当然 , 随 着 温度 的 急剧 降低 , 气体 在 实际 情况 下 应 当 凝 结 , 从 而 形成 二 相 系 ( 雾 )， 
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质量 流 j 在 气体 速度 等 于 当地 声速 的 点 具有 最 大 值 j,: 
js = paCs, (83.6) 


式 中 带 有 下 标 * 的 字母 表示 相应 量 在 该 点 的 值 . 速度 ws = c* 称 为 临界 速度 . 
在 任意 气体 的 一 般 情况 下 ， 各 种 量 的 临界 值 可 以 通过 这 些 量 在 v= 0 处 的 值 
表示 出 来 , 为 此 需要 求解 联 立 方程 


C2 


584 二 80， Ww 十 = wo. (83.7) 
显然 , 当 M = w/c < 1 时 , 我 们 总 有 v/c, <1, 而 当 M > 1 时 必定 还 有 
v/c. > 1. 于 是 , 在 这 种 情况 下 , 比值 M. = w/c。 可 以 用 作 类 似 于 马赫 数 的 判 
据 , 这 样 的 判 据 甚 至 更 加 方便 , 因为 c, 是 常量 , 而 不 像 声速 c 那样 沿 流 线 变化 . 
在 流体 动力 学 一 般 方程 组 的 各 种 应 用 中 ， 热 力学 意义 上 的 理想 气体 占据 
特殊 的 地 位 . 在 讨论 这 种 气体 时 , 我 们 总 是 认为 其 热 容 (在 我 们 所 关心 的 温度 
范围 内 ) 是 与 温度 无 关 的 常量 ( 仅 有 一 些 特别 说 明 的 情况 是 例外 ). 这 里 所 讨论 
的 气体 经 常 被 称 为 多 方 气体 . 我 们 每 一 次 使 用 这 样 的 术语 , 都 是 为 了 强调 相关 
假设 还 远 强 于 热力 学 中 的 理想 气体 假设 . 对 于 多 方 气体 , 各 种 热力 学 量 之 间 的 
全 部 关系 式 都 是 已 知 的 , 通过 非常 简单 的 公式 即 可 表示 出 来 , 这 就 使 我 们 经 常 
有 可 能 完全 求解 流体 动力 学 方程 组 . 作为 参考 , 这 里 写 出 这 些 关 系 式 , 因为 我 
们 在 下 面 多 次 需要 用 到 它们 ， 
热力 学 意义 上 的 理想 气体 的 状态 方程 为 
p RT 


式 中 及 = 8.314 J.K-1.mol 是 气体 常量 , 1 是 气体 的 摩尔 质量 . 在 864 中 已 
经 计算 出 这 种 气体 中 的 声速 , 它 由 公式 
RT 
-Ee 一 -一 一 -一 i 
ey (83.9) 
给 出 , 其 中 引入 了 热 容 比 
7= 卫 . 
Cv 


该 比值 恒 大 于 1, 它 对 于 多 方 气 体 是 常数 . 对 于 单 原子 气体 , Y = 5/3; 对 于 双 原 
子 气体 , 7 = 7/5 (在 通常 温度 下 ). 


@ 术语 “多 方 气体 " 源 自 术语 “多方 过 程 "一 一 压强 反比 于 体积 的 某 次 究 变 化 的 过 程 ， 对 于 常 热 容 
气体 , 不 仅 等 温 过 程 是 多 方 过 程 , 绝热 过 程 也 是 多 方 过 程 。 在 绝热 过 程 中 pV7 = const ( 泊 松 绝热 线 ). 
热 容 比 7 称 为 绝热 指数 . 
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精确 到 相差 一 个 无 关 紧 要 的 常量 , 理想 气体 的 内 能 等 于 
2 ce 











ne (83.10) 
对 于 烩 , 成 立 类 似 的 公式 : 
2 
wu=or= ET = (83.11) 
这 里 利用 了 熟知 的 关系 式 o 一 c= R/j. 最 后 , 理想 气体 的 焙 为 
1V7 
s=%hh = : (83.12) 


为 了 继续 研究 定常 气流 , 我 们 对 多 方 气体 应 用 上 述 一 般 关 系 式 . 把 (83.11) 
代入 (83.3), 我 们 求 出 定常 气流 的 最 大 速度 





之 
Umax 一 C0 I (83.13) 
对 于 临界 速度 , 从 (83.7) 的 第 二 个 方程 得 到 
各 访 ，。 浊 
~ a 7—1 
从 而 
2 
把 烩 的 表达 式 (83.11) 代入 伯 努 利 方程 (83.1), 这 给 出 流 线 上 任何 点 的 温 
度 与 速度 之 间 的 关系 式 . 然后 , 利用 泊 松 绝热 线 方程 
T NET7 一 1) T 
p= po ( 云 ) ;p=po (2) (83.15) 


可 以 写 出 压强 与 密度 之 间 的 类 似 关系 式 . 于 是 , 我 们 得 到 下 列 重要 公式 : 


1/(7—1) 2\1/(7-1) 
了 一 1 V? YY—1wv 
p= po (1- 写 二) = po (=-2 有 与) (83.16) 
y—1 wv 7Y/(7—1) YY 一 1 2 TAI 一 过 
2 0 a | 
nn ( 2 ) nn ( 7 二 1 ) 


@ 图 52 给 出 空气 (7 = 1.4, umax = 2.45c.) 的 比值 7/7。 对 v/c。 的 函数 图 像 . 
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为 了 使 用 这 些 关 系 式 , 有 时 把 速度 通过 其 他 量 表示 出 来 更 加 方便 : 


a Wo | 子 和 (7—D/7 pl, /os 7 一 1 
"= LE ts pr | 2 i 
我 们 再 写 出 声速 与 速度 v 之 间 的 关系 式 : 


2=8- r=- (83.18) 


由 此 求 出 马赫 数 M 与 M, 之 间 的 关系 式 : 
了 7 十 1 
2/M2+7y—1 


当 M 从 0 增加 到 oo 时 , M2 从 0 增加 到 (y 填 1)/(y 一 1). 
最 后 , 我 们 列 出 临界 温度 、 临界 压强 和 临界 密度 的 表达 式 . 在 公式 (83.16) 
中 令 w= cs, 即 可 得 到 这 些 临 界 值 @: 


27 9 7/(7—1) 9 1/(Yy—1) 
1s = ;Bs = ( ) ; 1 一 0 ( ) (83.20) 


Ms (83.19) 


~ 7+1 7+1 ?十 1 


我 们 最 后 强调 , 这 里 得 到 的 结果 只 用 于 不 出 现 激 波 的 流动 . 当 出 现 激 波 时 ， 
方程 (83.2) 不 成 立 , 因为 当 流 线 穿 过 激 波 时 , 气体 的 炉 增 加 . 
不 过 , 我 们 将 看 到 , 即使 存在 激 波 , 伯 努 利 方程 (83.1) 仍然 成 立 , 因为 


村 
2 


恰好 是 在 穿 过 间断 面 时 保持 不 变 的 若干 物理 量 之 一 (885). 还 有 一 些 公式 同时 
成 立 , 例如 (83.14). 
习 题 


用 马赫 数 M = u/c 表示 沿 一 条 流 线 的 温度 、 压 强 和 密度 . 
解 : 利用 在 正文 中 得 到 的 公式 , 我 们 得 到 


To y—1 a 汉 ,We 7/(7—1) po AAA 1/(%—1) 
塘 三 ll 二 一 一 M’,， 一 =[1+——M i 二 一 一 一 
本 中 二 = (i+ 


@ 例如 , 对 于 空气 (7 = 1.4), cv = 0.913co, p。 = 0.528po，p。 = 0.634po; T, = 0.83370， 
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884 间断 面 


在 前 面 几 章 中 , 我 们 只 研究 了 所 有 的 基 (速度 、 压 强 、 密 度 等 ) 都 连续 分 
布 的 流动 . 然而 , 这 些 量 的 分 布 发 生 间断 的 流动 也 是 可 能 的 . 

气流 中 的 间断 是 沿 某 些 曲 面 发 生 的 ， 上述 各 量 在 穿 过 这 样 的 曲面 时 发 生 
突变 . 这 些 曲 面 称 为 间断 面 . 在 非 定常 气流 中 , 间断 面 一 般 不 会 保持 静止 . 这 
时 必须 强调 , 间断 面 的 运动 速度 与 气体 本 身 的 运动 速度 并 没有 任何 共同 之 处 . 
气体 微 元 在 其 运动 过 程 中 可 以 与 间断 面相 交 并 穿 过 间断 面 . 

在 间断 面 上 必须 成 立 一 定 的 边界 条 件 . 为 了 表述 这 些 条 件 , 我 们 考虑 任何 
一 个 间断 面 微 元 , 并 使 用 与 该 面 微 元 相关 联 的 坐标 系 , 其 > 轴 指 向 它 的 法 线 
方向 电 . 

首先 , 质量 流 在 间断 面 上 必须 连续 : 从 间断 面 一 侧 流 来 的 气体 质量 , 应 当 
等 于 从 间断 面 另 一 侧 流 走 的 气体 质量 . 通过 上 述 间断 面 微 元 的 质量 流 (折合 到 
单位 面积 上 ) 等 于 pvs. 所 以 必须 成 立 条 件 


pivilz = DoU2r， 


这 里 用 下 标 1 和 2 表示 间断 面 的 两 侧 . 
我 们 在 下 面 将 用 方 括号 表示 任何 量 在 间断 面 两 侧 的 值 之 差 , 例如 


[puz] = piv1z 一 pava2z， 
于 是 所 得 条 件 可 以 写 为 以 下 形式 : 
WE (84.1) 
其 次 , 能 流 必须 连续 . 能 流 由 表达 式 (6.3) 定义 , 所 以 我 们 得 到 条 件 


| ( 二 | = 0. (84.2) 


最 后 , 动量 流 必须 连续 , 即 间断 面 两 侧 气 体 的 相互 作用 力 必 须 相 等 . 单位 
面积 上 的 动量 流 等 于 ( 见 87) 


PNi 十 PUiUkENR. 
法 同和 失 量 n 沿 zx 轴 . 所 以 , 动量 流 z 分 量 的 连续 性 给 出 条 件 


Ip 十 pvuz] = 0， (84.3) 


@ 如 果 气 流 不 是 定常 的 , 我 们 就 在 很 短 时 间 间 隔 内 考虑 一 个 间断 面 微 元 . 
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而 yy 分量 和 z 分 量 的 连续 性 给 出 
[pvzvy] =0, [pvzvz] = 0. (84.4) 


方程 (84.1) 一 (84.4) 是 一 组 完整 的 间断 面条 件 , 由 此 可 以 立即 作出 可 能 存 
在 两 类 间断 面 的 结论 . 

对 于 第 一 个 类 型 ， 穿 过 间断 面 的 质量 流 为 零 , 即 piviz = pzv2z = 0， 因 为 
Pp1 和 pa 不 为 零 , 这 就 表示 应 有 wz = vwz = 0. 这 时 , 条 件 (84.2) 和 (84.4) 自动 
成 立 , 而 条 件 (84.3) 给 出 mm = p。. 因此 , 在 这 种 情况 下 , 气体 的 法 向 速度 分 量 
和 和 压强 在 间断 面 上 是 连续 的 : 


Viz = V2z = 0, 加 ] 一 0， (84.5) 


而 切 向 速度 w, wz 和 密度 (以 及 压强 以 外 的 其 他 热力 学 量 ) 则 可 以 具有 任意 间 
断 值 . 这 样 的 间断 称 为 切 向 间断 . 

对 于 第 二 个 类 型 , 质量 流 不 为 零 , wz 和 wz 因而 也 不 为 零 . 于 是 , 从 (84.1) 
和 (84.4) 得 到 


[ww =0， [vs] =0， (84.6) 


即 切 向 速度 在 间断 面 上 是 连续 的 . 但 是 , 压强 (以 及 其 他 热力 学 量 ) 和 法 向 速度 
都 发 生 间 断 , 并 且 这 些 量 的 间断 值 之 间 的 关系 为 (84.1) 一 (84.3). 在 条 件 (84.2) 
中 , 我 们 可 以 根据 (84.1) 消去 p,,, 还 可 以 利用 v 和 w, 的 连续 性 把 v2 写 为 v2. 
因此 , 在 这 种 情况 下 , 在 间断 面 上 应 当成 立 以 下 条 件 : 


2 
[pvz] = 0， 蕊 4. "| =0,， [p+pv2] = 0. (84.7) 


这 个 类 型 的 间断 称 为 激 波 . 
如 果 现 在 回 到 静止 坐标 系 , 则 必须 处 处 把 wz 写 为 气体 速度 在 间断 面 上 的 
法 问 分 量 w 与 间断 面 本 身 的 速度 v 之 差 : 


Ys := CO— (84.8) 


按照 定义 , 间断 面 的 速度 v 指向 其 法 线 方 向 . 速度 ww 和 % 是 相对 于 静止 坐标 
系 取 的 . 速度 wz 是 气体 相对 于 间断 面 的 运动 速度 , 换言之 , -uz = 4 一 vn 是 间 
断面 本 身 相 对 于 气体 的 传播 速度 . 我 们 注意 到 , 这 个 速度 对 间断 面 两 侧 气 体 而 
言 是 不 同 的 (如 果 wz 发 生 间断 ). 

我 们 在 8 29 中 已 经 研究 过 切 向 间断 面 , 速度 的 切 向 分 量 在 此 发 生 间断 . 那 
里 曾经 指出 , 在 不 可 压缩 流体 中 , 这 样 的 间断 面 是 不 稳定 的 , 最 终 必定 消失 并 
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形成 灌流 区 . 对 可 压缩 流体 的 类 似 研究 表明 , 在 任意 速度 的 一 般 情况 下 也 会 出 
现 这 样 的 不 稳定 性 (见习 题 1). 

切 向 间断 的 一 种 特殊 情形 是 速度 连续 而 密度 (以 及 压强 以 外 的 其 他 热力 
学 量 ) 发 生 间 断 , 这 样 的 间断 称 为 接触 间断 . 关于 不 稳定 性 的 上 述 结果 对 这 种 
间断 不 成 立 . 


习 题 


1. 研究 均匀 可 压缩 介质 (气体 或 液体 ) 中 的 切 向 间断 (对 无 穷 小 扰动 ) 的 稳定 性 . 

解 : 计算 类 似 于 829 中 对 不 可 压缩 流体 进行 的 计算 . 就 像 在 那里 一 样 , 我 们 让 z 轴 指 
向 间断 面 的 法 线 方向 . 

在 介质 2 中 (速度 va = 0, z < 0), 压强 满足 方程 


训 一 cAp2 =0 
(而 不 是 不 可 压缩 流体 中 的 拉 普 拉 斯 方程 (29.2)). 我 们 寻求 以 下 形式 的 pp4: 
p2 = const . exp{—iwt 十 iaz 十 izczz)， 


其 中 g 表示 间断 面 扰动 波 的 波 数 (代替 829 中 的 及, 并 且 如 果 xz 是 复数 , 则 必须 让 它 满 
足 Im x2 < 0. 波动 方程 给 出 关系 式 


w= (gq + 82). (1) 


用 同样 方法 再 求 出 取代 (29.7) 的 结果 : 


2 





a 
对 于 以 速度 vi 二 运动 的 介质 1 (z > 0), 我 们 寻求 以 下 形式 的 pl: 
p1 = const . exp(—iwt + igz 一 ix1z). 
为 了 简化 推导 过 程 , 我 们 首先 假设 速度 9 也 指向 z 轴 方 向 . w, g, tl 之 间 的 关系 由 公式 
(w — vq) =e (q+ 2) (2) 
给 出 (对 比 (68.1)). 现在 得 到 取代 (29.6) 的 公式 


i 
es 
lx1 
于 是 条 件 pi = p2 化 为 方程 
x x 
i = (3) 


我 们 注意 到 , 未 受 扰动 的 速度 仅 以 组 合 (v.) 的 形式 出 现在 最 初 的 线性 化 连续 性 方程 和 
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欧 拉 方程 中 (相应 项 为 (v:V)p 和 (v.V)v'). 因此 , 可 以 不 再 像 上 面 的 假设 那样 限定 速度 
u 的 方向 , 为 此 只 要 把 (1) 一 (3) 中 的 b 疏 为 vcosyp, 其 中 是 名 与 gq 之 间 的 夹 角 , 即 可 
转换 到 vw 指向 (zy 平面 上 ) 任意 方向 时 的 情况 (可 以 对 比 122 页 的 脚注 ). 

从 (1) 一 (3) 中 消去 和 ,zx 我 们 得 到 以 下 色散 方程 : 


1 1 1 1 
二- | | 三 -证 - | = (4) 
由 此 可 以 从 扰动 的 波 数 g 确定 其 频率 w. 第 一 个 因 式 的 根 
1 
w= 9cosy (5) 


总 是 实数 . 第 二 个 因 式 的 根 为 
1 1 1/2 
w= Teosy 土 gq [# cos2 十 c2 士 c(cz 十 bu2 cos? oj - (6) 


这 些 根 仅 当 vcosp > Vk 且 
内 一 23/2c (7) 

时 才 是 实数 . 

因此 , 当 vcosyp < wv 时 ,色散 方程 具有 一 对 复 共 斩 根 , 对 于 其 中 一 个 根 有 Imw > 0， 
相应 扰动 导致 失 稳 . 当 w < wv 时 , 具有 任何 角 yp 的 扰动 均 是 如 此 ,而 当 v > vi 时 , 只 有 满 
足 cosp < Vk/V 的 扰动 才 是 不 稳定 的 ， 所 以 , 切 向 间断 总 是 不 稳定 的 , 我 们 指出 , 切 向 间 
断 不 稳定 的 事实 本 身 (如 果 不 关心 对 何 种 扰动 不 稳定 的 话 ) 是 显然 的 , 这 从 不 可 压缩 流体 
情况 下 的 整体 不 稳定 性 就 已 经 可 以 看 出 . 其 实 , 色散 方程 中 的 速度 v 只 出 现在 组 合 Vcoswp 
中 , 于 是 无 论 束 度 v 如 何 , 都 可 以 求 出 这 样 的 角 wp, 使 得 vcosw 之 c, 介质 对 这 样 的 扰动 而 
言 就 表现 为 不 可 压缩 介质 下 . 

2. 设 平面 声波 入 射 到 均匀 可 压缩 介质 中 的 切 向 间断 上 , 求 切 向 间断 所 反射 和 折射 的 
声波 的 强度 (J.W. 迈 尔 斯 ,1957; H.S. 里 布 纳 , 1957). 

解 : 坐标 系 的 选取 如 上 题 所 示 , 并 且 速 度 v4 (在 介质 1 中 , z > 0) 指向 工 轴 方 向 . 设 声 
波 来 自 静 止 介质 (介质 2, z < 0), 其 波 拓 尺 的 方向 由 球面 角 0 和 wp 给 出 , 其 中 角 日 是 天 
与 z 轴 之 间 的 夹 角 , 角 % 是 有 在 TV 平面 上 的 分 失 量 ( 记 为 g) 与 速度 ww 之 间 的 夹 角 : 


kz =qcosp， 忆 = 一 gsinp， 大 = = cosb, 
gq= sin0 = ksin 0， 
并 且 0<0<7/2 (声波 入 射 向 z 轴 的 正方 向 ). 在 介质 2 中 寻求 形 如 
p2 = expli(kzz 十 kyy — wt)][lexp(ikzz) 十 4exp( 一 达 :zj] 
的 压强 , 式 中 A 为 反射 波 的 振幅 , 而 入 射 波 的 振幅 被 约定 为 1. 在 介质 1 中 存在 折射 波 : 


p1 = Bexpli(kzz + kyy + xz — wt)], 


Q@ 值 (7) 是 由 AI. 研 . 朗 道 (1944) 得 到 的 ，C.. 瑟 罗 瓦 获 基 (1954) 指出 , 在 这 个 问题 中 必须 考 虚 
不 共 线 的 w 和 9. 
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其 中 x 满足 方程 
(w — vkz)? = ce (k++ 各 + zx) 
(对 比 (2)). 振幅 4 和 B 可 以 根据 流体 微 元 的 压强 和 竖 直 位 移 在 间断 面 两 侧 保 持 连 续 的 


x ks 


l1+A=B, i A 
外 天 2 2 2 
>” (wo— vkhz) /x — w’ /kz B= 2(w — vkzr) /x (8) 
(w — vhkz)2/ x wa/ ke (w — vhz)2/ x + wk 


© 人 


在 选取 其 符号 时 应 当 考 虑 z 一 co 时 的 边界 条 件 : 反射 声波 的 速度 必须 指向 来 自 间 断面 的 
方向 , 即 


Ow Cx 
i (9) 


从 所 得 公式 可 以 看 出 , 可 能 有 三 种 不 同 的 反射 方式 . 

1) 当 JMcosyp <1/sin0 一 1 时 , 量 xx 是 实数 ,又 因为 w 一 vkz > 0, 所 以 根据 条 件 (9) 
有 并 >0. 从 (8) 可 见 , 这 时 |4| < 1, 即 反 射 声 波 豪 减 . 

2) 当 1/sin06 一 1< Mcosyp <1/sin0 十 1 时 , 量 x 是 虚数 , 且 |A| = 1, 所 以 声波 在 
静止 介质 内 部 发 生 全 反射 

3) 当 MecosPp>1+1/singbg 时 ( 仅 在 M > 2 时 才 是 可 能 的 ), 量 x 又 是 实数 , 但 现在 
应 当选 取 x < 0. 根据 (8), 这 时 |A| > 1, 即 反 射 声波 增强 . 此 外 , 当 x < 0 时, 表达 式 (8) 
的 分 母 可 能 在 入 射 声波 的 入 射 角 取 一 定 值 时 变 为 零 ， 于 是 反射 因子 等 于 无 穷 大 . 因为 该 分 
母 与 上 一 道 习题 中 的 方程 (3) 的 左 侧 相同 ( 仅 记号 不 同 ), 所 以 可 以 立刻 断言 ,“ 共振 ”入 射 
角 可 由 等 式 (5) 和 (6) 确定 (对 于 后 者 , 要 求 M > 23/2). 同样 地 , 反射 因子 (和 透射 因子 ) 
无 穷 大 , 即 反 射 声 波 振幅 在 入 射 声波 振幅 趋 于 零 时 保持 有 限 , 这 表示 切 向 间断 面 能 够 自发 
地 发 出 声音 : 在 间断 面 上 一 旦 出 现 扰动 , 它 就 会 在 无 穷 长 时 间 内 持续 辐射 出 声波 ,并 且 扰动 
在 这 时 既 不 衰减 也 不 增强 . 被 辐射 出 的 声波 所 携带 的 能 量 来 自 整 个 运动 介质 . 

折射 波 中 的 能 流 密度 (对 时 间 平 均 ) 





cx ”| i 
Ww — vkr 内 一 UK 2pc2 
(Ez 由 (68.3) 给 出 ). 在 上 述 情况 3) 中 有 x < 0, 所 以 < 0, 这 表示 能 量 从 运动 介质 向 间 
断 转移 , 而 这 就 是 反射 波 增强 的 能 量 源 ， 当 声音 自发 地 发 出 时 , 这 部 分 能 量 等 于 向 静止 介 
质 中 传播 的 声波 所 携带 的 能 量 . 

在 求解 习题 的 上 述 过 程 中 没有 考虑 间断 面 的 不 稳定 性 , 问题 的 这 种 提 法 在 形式 上 之 所 
以 是 正确 的 , 是 因为 声波 和 不 稳定 表面 波 ( 当 z 一 士 oo 时 衰减 ) 是 线性 无 关 的 振动 方式 . 
物理 上 的 正确 性 则 要 求 成 立 一 些 专门 的 条 件 (例如 初始 条 件 ), 在 这 些 条 件 中 声波 还 应 当 是 
足够 微弱 的 . 


9 = U:E2 = 
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我 们 来 详细 研究 激 波 虽 . 我 们 已 经 看 到 , 在 这 样 的 间断 中 , 气体 速度 的 切 向 
分 量 是 连续 的 . 所 以 可 以 选取 这 样 的 坐标 系 , 使 所 考虑 的 间断 面 微 元 在 该 坐标 
系 中 是 静止 的 , 而 气体 速度 的 切 向 分 量 在 激 波 两 侧 为 零 8. 于 是 可 以 把 法 向 分 
量 wz 写 为 v, 从 而 把 条 件 (84.7) 写 为 以 下 形式 : 


piv1 = pov2 = 7, (85.1) 

Pi 十 Pi 好 一 ps + p23, (85.2) 
2 2 
人 

1 十 2 ?02 十 2 ， (85.3) 


式 中 了 表示 气体 穿 过 间断 面 的 质量 流 密度 . 我 们 约定 , 在 下 面 总 是 认为 了 是正 
的 , 并 且 气 流 从 1 侧 流向 2 侧 . 换言之 , 我 们 把 激 波 运动 方向 所 指 的 那 一 侧 气 
体 称 为 气体 1, 而 把 留 在 激 波 后 的 气体 称 为 气体 2. 激 波 对 着 气体 1 的 一 侧 称 
为 前 侧 , 对 着 气体 2 的 一 侧 称 为 后 侧 . 

下 面 从 上 述 条 件 推导 一 系列 关系 式 . 引入 气体 的 质量 体积 


本 
PD1 p2 
从 (85.1) 有 
Ul =jW, U2 一 :2， (85.4) 
再 把 它们 代入 (85.2), 有 
pi+j2W = pz + js, (85.5) 
即 
:a 
je 区 (85.6) 


这 个 公式 (与 (85.4) 一 起 ) 把 激 波 传播 速度 与 间断 面 两 侧 气 体 的 压强 和 密度 联 
系 起 来 . 


@ 我 们 对 相关 术语 说 明 如 下 ， 我 们 把 间断 面 本 身 理解 为 激 波 , 但 是 在 文献 中 也 可 以 遇 到 其 他 术 
语 , 那里 把 间断 面 称 为 激 波 前 铮 , 而 把 激 波 理解 为 间断 面 以 及 紧 随 其 后 的 气流 . 

@ 在 本 章 中 处 处 都 这 样 选取 坐标 系 , 仅 8 92 是 例外 . 

静止 激 波 经 常 称 为 突 跃 压缩 ， 垂直 于 流动 方向 的 激 波 称 为 正 激 波 , 倾斜 于 流动 方向 的 激 波 称 为 斜 
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因为 六 是 正 的 ,所 以 应 当 同 时 成 立 ps > pi, Wi > Ww, 或 者 ps, <pi, Vi < 从 . 
我 们 在 下 面 将 看 到 , 实际 只 能 出 现 第 一 种 情况 . 

我 们 再 注意 一 个 有 用 的 公式 一 一 关于 速度 差 外 一 v2 的 以 下 公式 . 把 (85.6) 
代入 了 一 好 = 区 W 一 你 ), 得 到 9 








u—w= VB -nm —). (85.7) 
接 下 来 , 我 们 把 (85.3) 写 为 
wi 十 i (85.8) 
的 形式 , 然后 把 (85.6) 中 的 产 代入 此 式 , 得 到 
wi — wa + 3(Vi+ Wa)(ps -mm) =0 (85.9) 
如 果 用 内 能 。 = w 一 pV 代替 , 就 可 以 把 所 得 关系 式 写 为 
1 —e2+3(V — Vi)(p1 +p2) =0 (85.10) 


的 形式 . 这 些 公 式 确定 了 间断 面 两 侧 热 力学 量 之 间 的 关系 . 

当 pl 入 W 给 定时 , 方程 (85.9) 或 (85.10) 给 出 po 与 仍 之 间 的 关系 . 这 个 
依赖 关系 的 图 像 称 为 激 波 绝热 线 或 于 戈 尼 奥 绝 热线 (W.J. 兰 金 , 1870; H. 于 戈 
尼 奥 , 1885), 即 pV 平面 上 通过 给 定点 pi, Vi 的 曲线 (图 53), 该 点 对 应 激 波 前 
侧 气体 1 的 状态 . 激 波 绝热 线 的 这 个 点 称 为 它 的 初始 点 . 我 们 指出 , 除了 初始 
点 , 激 波 绝热 线 不 能 再 与 竖 直 线 V = Vi 在 任何 其 他 点 
相交 . 其 实 , 假如 还 有 这 样 的 交点 , 这 就 意味 着 同样 的 质 
量 体 积 对 应 着 两 个 不 同 的 压强 , 它们 都 满足 (85.10). 与 
此 同时 ， 当 Vi Vo 时 ， 从 (85.10) 可 知 还 有 El 一 €2， 而 
当 质 量 体 积 和 内 能 都 相同 时 , 压强 也 应 当 相 同 . 因此 , 直 
线 V = Vi 把 激 波 绝热 线 分 为 两 部 分 , 每 一 部 分 完全 位 
于 该 直线 的 一 侧 . 根据 类 似 的 理由 , 激 波 绝热 线 与 水 平 
直线 p = 2 也 只 有 一 个 交点 pj, 六. 


p 





设 aa' (图 54) 是 以 pi, Vi 为 初始 点 的 激 波 绝热 线 . 图 53 
在 曲线 上 任 取 一 点 pa, V2, 并 作出 以 此 点 为 初始 点 的 另 
一 条 激 波 绝 热线 (bb'). 显然 , pn, Vi 这 一 对 值 也 满足 第 二 条 激 波 绝热 线 的 方程 . 


因此 , 激 波 绝热 线 aao' 和 好 在 pi, 页 和 po, V2 这 两 点 相交 . 我 们 强调 , 这 
两 条 激 波 绝热 线 并 不 重合 , 而 不 像 泊 松 绝热 线 那样 一 一 通过 一 个 给 定点 的 泊 


Q 我 们 在 这 里 之 所 以 写 出 正 的 平方 根 , 是 因为 应 当成 立 vi 一 va > 0, 其 原因 将 在 以 后 解释 (8 87). 
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松 绝 热线 彼此 完全 重合 . 

这 是 因为 , 激 波 绝热 线 方程 不 能 写 为 f(p, V) = const 的 形式 , 式 中 f 是 其 
自 变 量 的 某 个 函数 , 而 泊 松 绝热 线 方程 却 可 以 写 为 这 种 形式 (s(p, V) = const). 
泊 松 绝热 线 (对 于 给 定 的 气体 ) 组 成 单 参量 曲线 族 , 而 激 波 绝热 线 取决 于 两 个 
参量 : 初始 值 p,, Vi. 下 述 重 要 结果 也 与 此 有 关 : 如 果 
相继 出 现 的 两 个 (或 更 多 个 ) 激 波 使 气体 从 状态 1 变 到 
状态 2, 再 从 状态 2 变 到 状态 3, 则 通过 任何 单个 激 波 
使 气体 从 状态 1 变 到 状态 3 一 般 而 言 是 不 可 能 的 . 

当 气 体 的 初始 热力 学 状态 给 定时 ( 即 当 Pi, Vi 给 
定时 ), 激 波 仅 由 一 个 参量 即 可 确定 . 例如 , 如 果 给 定 激 
波 后 的 压强 p。， 则 根据 于 七 尼 奥 绝热 线 可 以 确定 记 ， 
然后 按照 公式 (85.4) 和 (85.6) 可 以 确定 质量 流 密度 7 
和 速度 及 v2. 但 是 应 记 住 , 我 们 在 这 里 对 激 波 的 研 

图 54 究 是 在 一 个 使 气体 冬 直 于 激 波 面 运动 的 坐标 系 中 进行 
的 . 如 果 考 虑 到 激 波 有 可 能 倾斜 于 流动 方向 , 则 还 需要 
一 个 参量 , 例如 激 波 面 上 的 切 向 速度 分 量 的 值 . 

我 们 在 这 里 指出 一 种 简便 方法 来 解释 公式 (85.6) 的 儿 何 意义 . 用 一 根 弱 

把 激 波 绝热 线 上 的 点 mi, Vi 与 曲线 上 任意 某 一 点 pz, Ww 连接 起 来 (图 53), 则 





Do2 zy DP1 = 一 六 
VY2 一 人 
恰好 是 这 根 弦 相 对 于 横 坐 标 轴 (正方 向 ) 的 斜率 . 因此 , 激 波 绝 热线 上 每 一 点 


的 7 值 可 由 激 波 绝热 线 上 从 初始 点 到 该 点 的 弦 的 斜率 所 确定 , 激 波 速度 从 而 
也 就 确定 下 来 . 

与 其 他 热力 学 量 一 样 , 粹 在 激 波 上 也 发 生 间 断 . 根据 烂 增加 原理 , 气体 的 
烂 在 气体 运动 过 程 中 只 能 增加 . 所 以 , 已 经 穿 过 激 波 的 气体 的 焙 ss 应 当 大 于 
其 初始 烂 sl: 


S2 > 81. (85.11) 


我 们 将 在 下 面 看 到 ,这 个 条 件 对 激 波 中 所 有 物理 量 的 变化 特点 有 极为 重要 的 
限制 |. 

我 们 在 这 里 强调 以 下 事实 : 如 果 整 个 空间 中 的 流动 都 可 以 视 为 黏度 和 热 
导 率 为 零 的 理想 流体 的 运动 , 则 激 波 的 存在 导致 烂 增加 . 焙 增 加 意味 着 运动 的 
不 可 逆 性 , 即 存在 能 量 耗 散 . 于 是 , 间断 面 是 导致 理想 流体 运动 中 能 量 耗 散 的 
一 种 机 理 . 所 以 , 当 物 体 在 理想 流体 中 运动 并 且 引 起 激 波 时 , 不 会 出 现 达 朗 贝 
尔 伴 座 (811) 一 一 物体 在 这 样 的 运动 中 受到 阻力 . 
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当然 , 激 波 中 焙 增 加 的 真正 机 理 是 在 物理 上 极 薄 的 实际 激 波 层 中 出 现 耗 
散 过 程 ( 见 $93). 不 过 , 值得 注意 的 是 , 该 耗 散 值 完 全 取决 于 实际 激 波 层 两 侧 
气体 所 满足 的 质量 守恒 定律 、 能 量 守恒 定律 和 动量 守恒 定律 : 实际 激 波 层 的 厚 
度 正好 可 以 给 出 这 些 守 恒定 律 所 要 求 的 精 增 加 

激 波 中 箭 的 增加 对 运动 还 有 另 一 个 重要 影响 : 即使 气流 在 激 波 前 面 是 势 
流 , 它 在 激 波 后 面 一 般 也 会 变 为 有 旋 流 . 我 们 将 在 8 114 中 重新 讨论 这 个 问题 . 
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考虑 各 量 只 有 较 小 间断 值 的 激 波 ; 我 们 把 这 样 的 间断 称 为 弱 激 波 . 我 们 来 
变换 关系 式 (85.9), 即 把 它 展 开 为 小 差 值 sz -sl 和 p, 一 pi 的 过 级 数 . 我 们 看 


到 , 在 这 样 的 展开 式 中 没有 zz 一 pi 的 一 阶 项 和 二 阶 项 ,所 以 必须 展开 到 pa 一 
的 三 阶 项 . 而 对 于 差 值 s 一 s1, 只 要 展开 到 一 阶 项 即 可 . 我 们 有 


名 -= 于) (w+ (总) 四 -站 


2 (的 一 的 六 十 二 (5 ) (pz — p1)™. 


但 根据 热力 学 关系 式 dw = Tds 十 V dp, 我 们 有 导数 


Ow Ow 
(9 【可 ) < 


1 /DoV 1 /OV 
W921W1 一 T(r-a)+Vitp -po+ 到 (下 (n+) (ps 一 Pi) 


所 以 


这 里 只 需要 对 ps 一 pi 展开 质量 体积 Vz, 因为 方程 (85.9) 的 第 二 项 已 经 包含 小 
兰 值 ps 一 pi, 以 至 于 再 对 sz 一 s1 展开 就 会 给 出 形 如 (s2 一 s1)(ps 一 pi) 的 项 , 而 
我 们 对 此 不 感 兴趣 . 因此 ， 


0 
WW= (过 ) (pa — p1) 十 到 (号 (p2 — p1)”. 
把 这 些 展开 式 代入 (85.9), 我 们 得 到 以 下 关系 式 : 
2 
“= (Fr) (mm — pi):. (86.1) 


因此 , 弱 激 波 中 焙 的 间断 值 是 压强 间断 值 的 三 阶 小 量 
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物质 的 绝热 压缩 系数 -(0V/6p)。 实际 上 总 是 随 压 强 的 增加 而 减 小 , 即 二 
阶 导 数 呈 
2 


然而 , 我 们 强调 , 这 个 不 等 式 不 是 热力 学 关系 式 , 所 以 在 原则 上 可 以 不 成 立 @， 
以 后 将 不 止 一 次 看 到 , 导数 (86.2) 的 符号 在 气体 动力 学 中 至 关 重要 . 我 们 在 下 
面 将 总 是 认为 它 是 正 的 . 


在 pV 图 上 通过 点 1 (pl，WVi) 作出 两 条 曲线 一 一 激 波 绝 热线 和 泊 松 绝热 
线 . 泊 松 绝热 线 方程 为 sz 一 s1 = 0. 在 点 1 附近 对 比 这 个 方程 与 激 波 绝热 线 方 


程 (86.1), 由 此 可 以 看 出 , 这 两 条 曲线 在 该 点 相 切 , 并 且 是 二 阶 相 切 一 一 不 但 一 
阶 导数 相等 , 二 阶 导 数 也 相等 ,为 了 确定 这 两 条 曲线 在 点 1 附近 的 相对 位 置 ， 
我 们 利用 以 下 事实 : 根据 (86.1) 和 (86.2), 当 zs > pi 时 , 在 激 波 绝热 线 上 应 有 
52 > s1, 而 在 泊 松 绝热 线 上 则 有 ss = s1. 所 以 , 对 于 这 两 条 曲线 上 具有 同样 纵 
坐标 ps 的 点 , 激 波 绝热 线 上 的 点 的 横 坐 标 应 当 大 于 泊 松 
绝热 线 上 的 点 的 横 坐 标 . 利用 以 下 方法 也 可 以 得 到 这 个 结 
论 . 按照 已 知 的 热力 学 公式 


E30 
Se Os/), cp \OT a 


gg” 对 于 受热 时 膨胀 的 所 有 物质 , 即 (8V/87T)。 > 0 的 所 有 物 

上 _ 质 , 焙 在 定 压 情况 下 随 质量 体积 的 增加 而 增加 .类似 地 可 

图 器 以 断定 , 在 点 1 以 下 ( 即 当 z < pi 时 ), 泊 松 绝热 线 上 的 点 

的 横 坐 标 应 当 大 于 激 波 绝热 线 上 的 点 的 横 坐 标 . 因此 , 在 

切 点 邻近 , 这 两 条 曲线 的 相对 位 置 如 图 55 所 示 (HH' 是 激 波 绝热 线 , PP' 是 
泊 松 绝热 线 )@, 并 且 由 (86.2) 可 知 , 这 两 条 曲线 都 是 止 的 . 








@ 对 于 多 方 气体 ， 


得 到 这 个 表达 式 的 最 简单 方法 是 对 泊 松 绝热 线 方程 pV7 = const 进行 微分 . 

@ 例如 ,这 个 不 等 式 可 以 在 液 气 系统 的 临界 点 附近 区 域 中 成 立 ， 对 于 发 生 相 变 的 介质 ， 也 可 以 
在 激 波 绝热 线 上 模拟 条 件 (86.2) 遭 到 破坏 的 情形 (结果 在 激 波 绝热 线 上 出 现 折线 ). 相关 讨论 见 专著 ; 
3enpnosny HA. B., Paiisep IO. II. Drunka ynapHBIX BONH H BPICOKOTeMHepDaTYPHPIX HABAeEHHN., 2-€ HH3A, 
Mocksa: Hayxa,1966 ( 史 .B. 泽 尔 道 维 奇 ， IO.II. 莱 依 捷 尔 . 激 波 和 高 温 流 体 动力 学 现象 物理 学 ( 共 二 
册 ). 张 树 材 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1980, 1985)， 第 一 章 $ 19, 第 十 一 章 8 20. 

加 当 (8V/8T)。< 0 时 , 两 条 曲线 的 相对 位 置 相反 . 
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当 p, 一 pl 和 Ww 一 是 小 量 时 , 在 一 级 近似 下 可 以 把 公式 (85.6) 写 为 以 
下 形式 : 
人 的 
”可 


(我 们 在 这 里 写 出 等 炉 条 件 下 的 导数 , 因为 泊 松 绝热 线 和 激 波 绝热 线 在 点 1 有 
共同 的 切线 ). 此 外 , 速度 ww 和 vs 在 同样 的 近似 下 相等 并 等 于 


op Op 
驴 (ww) YY ( 副 )， 
而 这 正好 是 声速 c. 因此 , 弱 激 波 的 传播 速度 在 一 级 近似 下 等 于 声速 : 
首 运 区 (86.3) 


从 激 波 绝 热线 在 点 1 附近 的 上 述 性 质 可 以 得 到 一 系列 重要 结果 . 因为 在 
激 波 中 应 当成 立 条 件 sz > s1, 所 以 还 应 有 


D2 > 了 1， 


即 点 2 (pz, 2) 应 当 位 于 点 1 以 上 . 此 外 , 因为 弦 12 比 绝热 线 在 点 1 处 的 切线 
更 陡 一 些 (图 53), 而 该 切线 的 斜率 等 于 导数 (9p/6W)s。, 所 以 有 


在 这 个 不 等 式 的 两 边 乘 以 证 , 我 们 求 出 


Op Op 
式 中 cl 是 点 1 处 的 声速 . 因此 ， 
V1>C1 


最 后 , 因为 点 2 处 的 切线 比 弦 12 更 陡 一 些 , 用 类 似 方法 得 到 vs < cz @， 
我 们 最 后 还 指出 , 对 于 弱 激 波 , 假如 (62V/6p2)。< 0, 则 从 条 件 sy > si 可 
以 得 到 zs < pi, 而 对 于 速度 可 以 得 到 同样 一 些 等 式 : w > c1, v2 < cs. 


@ 最 后 的 讨论 只 适用 于 点 1 附近 , 使 得 激 波 绝 热线 在 点 2 处 切线 的 斜率 与 导数 (pz/8Va)s 只 
相差 二 阶 小 量 . 
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§ 87 各 物理 量 在 激 波 中 的 变化 方向 


综 上 所 述 , 在 导数 (86.2) 为 正 的 假设 下 可 以 非常 简单 地 证 明 : 炉 增 加 条 件 
必然 还 给 出 不 等 式 


Do2 > pi; (87.1) 


WU>c Vw<oe. (87.2) 
根据 对 (85.6) 所 作 的 说 明 可 知 , 如 果 pa > pi, 则 
访 < 坊 ， (87.3) 
又 因为 了 =vi/WVi = v2/W, 所 以 还 有 
v1 > v2. (87.4) 


不 等 式 (87.1) 和 (87.3) 意味 着 , 气体 在 穿 过 激 波 时 发 生 压 缩 一 一 其 压强 
和 密度 增加 . 不 等 式 w > el 意味 着 , 激 波 相对 于 激 波 前 面 的 气体 以 超声 速 运 
动 . 由 此 显然 可 知 , 任何 来 自 激 波 的 扰动 都 不 可 能 进入 这 部 分 气体 . 换言之 , 激 
波 的 存在 完全 不 会 在 激 波 前 面 的 气体 中 表现 出 来 . 

我 们 现在 证 明 , 如 果 仍 然 假设 导数 (82V/8p?), 的 符号 如 前 所 示 , 则 所 有 不 
等 式 (87.1) 一 (87.4) 对 任意 强度 的 激 波 也 是 成 立 的 @. 量 7 确定 激 波 绝热 线 上 
从 初始 点 1 到 任意 点 2 的 弦 的 倾斜 程度 (-j? 是 该 弦 对 Y 轴 的 斜率 ). 我 们 首 
先 证 明 , 当 点 2 沿 激 波 绝热 线 移动 时 , 这 个 量 的 变化 方向 与 粹 s。 的 变化 方向 
是 一 致 的 . 

在 气体 1 具有 给 定 状 态 的 条 件 下 , 我 们 把 关系 式 (85.5) 和 (85.8) 对 气体 2 
的 各 量 进行 微分 . 这 表示 在 pi, Vi, wi 具有 给 定 值 的 条 件 下 计算 p2, V2, w2 和 
了 的 微分 . 从 (85.5) 得 到 


dp2 +7° dV2 = (Vi — WW) d(7°), (87.5) 


而 从 (85.8) 得 到 
duwz + j2VadVa = 5(V? ~ V2) dj?), 


四 如 果 变 换 到 使 激 波 前 面 的 气体 1 静止 而 激 波 运动 的 参考 系 , 则 不 等 式 v > vs 意味 着 激 波 后 
面 的 气体 将 向 激 波 本 身 的 运动 方向 运动 (速度 为 vi -va)， 

@ 对 于 多 方 气体 中 的 任意 强度 激 波 ， 不等式 (87.1) 一 (87.4) 是 由 EE. 储 羔 (1904) 和 G. 曾 普 伦 
(1905) 得 到 的 . 下面 叙述 的 对 任意 介质 都 成 立 的 证 明 是 由 XI. ZA. 朗 道 (1944) 给 出 的 . 
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或 者 在 展开 微分 dw2 后 得 到 
1 
Ts ds2 + Va(dpz + 7° dV2) = 二 (全 — V2)d(7°). 


把 (87.5) 中 的 dps 十 产 dV2 代入 此 式 , 我 们 得 到 关系 式 





Tads2 = 3(V — Va)? d(7?). (87.6) 
由 此 可 见 
d(72) 
i > (87.7) 


即 j?” 和 sz 的 具有 同样 的 变化 方向 . 
下 面 的 讨论 是 为 了 证 明 在 激 波 绝 热线 上 不 可 能 有 这 样 的 点 (如 图 56 中 的 
点 O), 使 通过 点 1 的 一 条 直线 在 该 点 与 激 波 绝热 线 相 切 . 
在 这 样 的 点 , 与 点 1 相连 的 弦 的 斜率 具有 极 小 值 , 而 
六 相应 地 具有 极 大 值 , 所 以 


d(7?) _ 
dp» em 
从 关系 式 (87.6) 可 见 , 在 这 种 情况 下 


ds2» 
一 一 一 一 一 0., 
dp 图 56 





接 下 来 , 我 们 计算 激 波 绝 热线 上 任意 一 点 的 导数 d(72)/dp?. 从 (87.6) 得 
到 微分 ds 的 表达 式 并 把 它 代 入 


Be) m+ (Bos) 
dV2 = | =】 dp 二 | 一 一 |】 ds,, 
2 ( 爱 尖 po Os2 S2 


2 


再 把 微分 dVz 的 这 个 表达 式 代 入 关系 式 (87.5) 并 除 以 dps, 我 们 得 到 





LT 十 六 (BB ) 
d(7?) Op 32 
> (87.8) 
275 Os2 p2 





由 此 可 见 , 如 果 该 导数 为 零 , 则 等 式 
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也 成 立 , 即 vo = cz. 反之, 从 v2 = ca 可 知 d(72)/dps = 0. 如 果 (87.8) 中 的 分 子 
和 分 母 均 为 零 , 则 该 导数 可 以 不 为 零 . 不 过 , 分 子 和 分 母 中 的 表达 式 是 激 波 绝 





热线 上 的 点 2 的 两 个 不 同 的 函数 , 它们 仅 在 纯粹 偶然 的 情况 下 才 会 同时 为 零 ， 
所 以 不 必 考 虑 这 种 情况 呈 . 
因此 , 从 
d(7?) _ ds2 _ 四 
dp 一 0, dpy 一 0, V2 一 C2 (87.9) 


这 三 个 方程 中 的 每 一 个 都 可 以 推导 出 其 余 两 个 , 它们 在 图 56 中 曲线 上 的 点 O 
处 同时 成 立 (根据 这 三 个 等 式 中 的 最 后 一 个 , 我 们 约定 把 这 样 的 点 称 为 声 点 ). 
最 后 , 对 于 (v2/cz)? 在 该 点 的 导数 , 我 们 有 

/0 

-~ ) 


a ( 呈 ] -dd [2 (Ww 
dp2 (3) dp» | 人 
由 于 假设 (62V/ap2?)。 处 处 为 正 , 所 以 在 声 点 处 有 

一 一 一 <0. (87.10) 


现在 已 经 容易 证 明 , 在 激 波 绝热 线 上 不 可 能 存在 声 点 . 在 初始 点 1 的 上 方 
邻近 点 处 , 我 们 有 w < cz ( 见 前 一 节 最 后 ). 所 以 , 等 式 vo = ca 仅 在 vo /cz 增加 
时 才能 成 立 , 换言之 , 在 声 点 处 必须 有 d(wzy/cz)/dp。 > 0, 但 是 按照 (87.10), 我 
们 却 恰 好 有 相反 的 不 等 式 . 用 类 似 方法 可 以 证 明 , wzy/ca 在 激 波 绝热 线 上 点 1 
的 下 方 也 不 可 能 等 于 1. 

这 样 就 证 明了 不 可 能 存在 声 点 ， 从 而 可 以 从 激 波 绝热 线 图 像 直接 得 到 以 
下 结论 : 当 点 2 沿 曲线 向 点 1 移动 时 , 12 的 倾角 减 小 , 而 六 相应 地 单调 增 
大 . 根据 不 等 式 (87.7), 由 此 可 知 炉 sz 也 单调 增加 . 因此 , 在 必要 条 件 sz > sl 
下 也 成 并 pp > pj. 

进一步 容易 看 出 , 在 激 波 绝热 线 的 上 段 还 成 立 不 等 式 v2 < cz w > c1. 第 
一 个 不 等 式 直接 得 自 以 下 事实 : 它 在 点 1 附近 成 立 , 而 比值 wy/ea 无 论 在 何 处 
都 不 可 能 等 于 1. 第 二 个 不 等 式 得 自 以 下 事实 : 从 点 1 到 位 于 其 上 方 的 点 2 的 
任何 弦 , 都 比 激 波 绝 热线 在 点 1 处 的 切线 更 陡 , 因为 激 波 绝热 线 不 可 能 具有 如 
图 56 所 示 的 形状 . 

因此 , 在 激 波 绝热 线 的 上 段 成 立 条 件 sz > st 和 全 部 三 个 不 等 式 (87.1)， 
(87.2). 相反 , 所 有 这 些 条 件 在 激 波 绝热 线 的 下 段 都 不 成 立 . 于 是 , 所 有 这 些 条 
件 彼此 等 价 , 只 要 其 中 一 个 条 件 成 立 , 则 其 余 条 件 自然 成 立 , 








@ 为 了 避免 误解 , 我 们 强调 , 导数 d(j?)/dps。 = 0 不 是 点 2 的 又 一 个 独立 函数 . 表达 式 (87.8) 是 
它 的 定义 . 
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我 们 再 一 次 注意 , 在 上 述 讨论 中 总 是 假设 导数 (82V/6p”)。 为 正 的 条 件 成 
立 . 假如 这 个 导数 可 以 改变 符号 , 则 从 ss > si 这 个 必要 的 热力 学 不 等 式 就 已 
经 不 能 作出 关于 其 余 各 量 的 不 等 式 的 任何 一 般 结论 . 
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我 们 在 886, 887 中 讨论 了 不 等 式 (87.1) 一 (87.4) 的 一 些 推论 , 它们 都 是 基 
于 一 个 确定 的 假设 得 出 的 一 一 假设 介质 的 热力 学 性 质 满足 导数 (82V/6p2)。 为 
正 的 条 件 . 然而 , 至 关 重 要 的 是 , 也 可 以 用 完全 不 同 的 方法 得 到 速度 所 满足 的 
不 等 式 

Vi > Ww < (88.1) 

这 种 方法 表明 , 违反 条 件 (88.1) 的 激 波 仍然 不 可 能 存在 , 即使 这 并 不 与 上 述 纯 
热力 学 依据 矛盾 人 @. 

确实 , 还 必须 研究 激 波 的 稳定 性 问题 . 最 一 般 的 稳定 性 必要 条 件 是 以 下 要 
求 : 初始 状态 (在 某 时 刻 t= 0) 的 任何 无 穷 小 扰动 仅仅 导致 流动 发 生 完全 确 
定 的 无 穷 小 变化 , 至 少 在 足够 小 的 时 间 间 隔 t 内 应 当 如 此 . 最 后 这 一 条 说 明 意 
味 着 ， 上 述 条 件 是 不 充分 的 . 例如 , 即使 初始 小 扰动 的 增长 是 指数 型 的 (按照 
ent 的 方式 , 并 且 常 量 y 为 正 ), 但 在 上 <1/7 的 时 间 内 , 扰动 仍然 很 小 , 尽管 它 
最 终 还 是 会 破坏 所 给 运动 方式 . 如 果 一 个 激 波 相继 分 解 为 两 个 (或 更 多 个 ) 间 
断 , 则 这 样 的 扰动 不 满足 上 述 必 要 条 件 . 显然 , 流动 这 时 立即 就 发 生 不 小 的 变 
化 , 尽管 这 种 变化 在 较 短 时 间 t+ 内 ( 当 两 个 间断 之 间 的 距离 还 不 算 大 时 ) 只 占 
据 不 大 的 距离 56x. 

任意 的 初始 小 扰动 取决 于 某 些 独立 参量 ， 而 扰动 的 进一步 演化 取决 于 一 
组 在 间断 面 上 必须 成 立 的 线性 化 边界 条 件 . 当 上 述 稳定 性 必要 条 件 成 立时 , 这 
些 方程 的 数目 应 当 等 于 其 中 未 知 参量 的 数目 ， 这 样 的 边界 条 件 才能 确定 在 短 
时 间 t > 0 内 始终 是 小 量 的 扰动 的 进一步 发 展 . 如 果 方 程 的 数目 大 于 或 者 小 于 
独立 参量 的 数目 , 则 小 扰动 问题 根本 没有 解 或 者 有 无 穷 多 个 解 . 这 两 种 情况 都 
说 明 最 初 的 假设 (扰动 在 短 时 间 t 内 很 小 ) 不 成 立 , 而 这 与 上 述 要 求 矛盾 . 这 
样 提 出 的 条 件 称 为 流动 的 可 演化 性 条 件 . 

我 们 来 研究 激 波 在 牌 直 于 自身 平面 的 方向 上 的 无 穷 小 位 移 @@,， 它 也 伴随 
着 间断 面 两 侧 气体 压强 、 速 度 等 其 他 一 些 量 的 无 穷 小 扰动 . 这 些 扰动 一 旦 在 
激 波 附 近 出 现 ,就 会 以 声速 (相对 于 气体 ) 由 激 波 处 向 外 传播 . 这 仅仅 不 适用 


@ 我 们 同时 要 注意 , 这 些 热 力学 依据 即使 在 (82V/8p?*)。< 0 的 情况 下 也 给 出 条 件 (88.1) (至 少 
对 弱 激 波 是 这 样 ), 这 时 的 激 波 是 稀 玖 波 (而 不 是 压缩 波 ); 在 §86 的 最 后 已 经 指出 了 这 一 点 . 
四 下 面 对 不 等 式 (88.1) 的 证 明 属 于 I. 研 . 朗 道 (1944). 
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于 炳 的 扰动 , 焙 只 能 随 气 体 本 身 一 起 传播 . 因此 , 所 研究 的 这 种 类 型 的 任意 扰 
动 , 可 以 看 做 是 由 在 激 波 两 侧 气 体 1 和 2 中 传播 的 若干 声 扰 动 和 一 个 炉 扰 动 组 
成 的 , 后 者 随 气 体 一 起 移动 , 显然 只 能 在 激 波 后 面 的 气体 2 中 出 现 . 在 每 一 个 
声 扰动 中 , 所 有 物理 量 的 变化 都 是 互相 关联 的 , 相应 关系 式 得 目 运动 方程 (就 
像 任何 声波 中 的 情况 那样 ; 864). 所 以 , 每 一 个 这 样 的 扰动 只 取决 于 一 个 参量 . 
现在 , 我 们 来 计算 可 能 的 声 扰 动 的 数目 , 它 依赖 于 气体 速度 v1, vz 和 声速 
c1, c2 的 相对 大 小 , 取 气 体 的 运动 方向 (从 1 侧 到 2 侧 ) 为 z 轴 的 正方 向 . 相对 
于 静止 激 波 而 言 , 扰动 在 气体 1 中 的 传播 速度 为 ul = vi 土 c1, 而 在 气体 2 中 
的 传播 速度 为 w = vs 土 c2. 这 些 扰动 必须 由 激 波 处 向 外 传播 , 这 个 事实 意味 
着 必 有 wi < 0, wu2 > 0. 
假设 ww > ci，w < cz. 于 是 , wi = vi 土 c1 这 两 个 值 显然 为 正 , 而 ws 的 两 
个 值 中 只 有 vo 十 cz 为 正 . 这 表明 , 在 气体 1 中 根本 不 可 能 存在 我 们 所 研究 的 
声 扰动 , 而 在 气体 2 中 只 可 能 有 一 个 声 扰 动 , 它 相 对 于 气体 以 速度 +c2 传播 . 
其 他 情况 下 的 计算 方法 是 类 似 的 . 
计算 结果 如 图 57 所 示 , 图 中 每 个 箭头 对 应 一 个 声 扰动 , 它 相 对 于 气体 沿 
箭头 所 指 方向 传播 . 如 上 所 述 , 每 一 个 声 扰动 取决 于 一 个 参量 . 此 外 , 在 所 有 四 
种 情况 下 , 还 有 另外 两 个 参量 : 一 个 参量 确定 在 气体 








ae ?Ww 2 中 传播 的 炳 扰动 , 一 个 参量 确定 激 波 的 位 移 本 身 . 
a 对 于 四 种 情况 中 的 每 一 种 , 在 图 57 中 用 圆圈 中 
® © 的 数字 表示 这 样 得 到 的 参量 的 总 数目 , 这 些 参量 确 
,use vic iowe。 定 了 激 波 发 生 位 移 时 出 现 的 任意 扰动 
i i 另 一 方面 ， 扰动 在 间断 面 上 所 必须 满足 的 边界 
一 ”一 | 一 条 件 有 三 个 (质量 流 、 能 流 和 动量 流 的 连续 性 条 件 ). 
@ @ 在 如 图 57 所 示 的 所 有 情况 中 , 除了 第 一 种 情况 , 已 








图 57 有 的 独立 参量 数目 都 超过 了 方程 的 数目 . 我 们 看 到 

只 有 满足 条 件 (88.1) 的 激 波 才 是 可 演化 的 . 因此 ,无 

论 介质 的 热力 学 性 质 如 何 , 这 些 条 件 是 激 波 存在 的 必要 条 件 . 不 满足 这 些 条 件 
的 人 为 制造 出 的 间断 立刻 就 会 分 解 为 其 他 一 些 间断 @. 

即使 在 通常 意义 下 , 可 演化 激 波 对 所 研究 类 型 的 扰动 也 是 稳定 的 . 如 果 寻 

求 正比 于 erixt 的 激 波 位 移 (所 有 其 余 物理 量 从 而 也 具有 这 样 的 形式 ), 则 预先 

就 显然 可 见 , 由 边界 条 件 单 值 确定 的 w 值 只 能 为 零 . 采用 以 下 方法 即 可 看 出 


@ 对 于 如 图 57 所 示 的 所 有 不 可 演化 激 波 , 扰动 都 是 不 定 的 一 一 任意 参量 的 数目 大 于 方程 的 数目 . 
我 们 指出 , 在 磁 流体 动力 学 中 , 扰动 既 可 以 是 不 定 的 , 也 可 以 是 超 定 的 , 这 些 都 是 导致 激 波 不 可 演化 的 
原因 ( 见 第 八 卷 873). 


$89 多 方 气体 中 的 激 波 "383 ， 


这 一 点 : 在 这 个 问题 中 没有 量 纲 为 时 间 的 负 一 次 千 的 任何 参量 可 以 确定 w 的 
非 零 值 . 
我 们 在 590 中 还 会 再 研究 激 波 的 稳定 性 问题 . 


§ 89 多 方 气体 中 的 激 波 


我 们 把 在 前 面 儿 节 中 得 到 的 一 般 关 系 式 应 用 于 多 方 气体 中 的 激 波 . 

多 方 气体 的 灼 由 简单 的 公式 (83.11) 给 出 . 把 这 个 表达 式 代 入 (85.9), 经 过 
简单 变换 后 得 到 以 下 公式 : 

tint+(y— Lp 

Vi (7-1)pi+(y+1)p, 


根据 这 个 公式 , 可 以 从 pi, Wi, po, 从 中 的 三 个 量 确定 第 四 个 量 . 比值 包 /W 是 
比值 pz/pi 的 单调 减 函 数 ， 它 趋 于 
有 限 的 极限 (y 一 1)/(yY 十 1). 图 58 
中 的 曲线 给 出 当 pl,， Vi 给 定时 p。 
与 Ww 之 间 的 依赖 关系 ( 激 波 绝热 
线 ). 这 是 一 支 等 轴 双 曲线 ,其 渐 近 
线 为 


sn ld, 


y+ ph y+ 


我 们 知道 , 曲线 在 点 


(89.1) 


pzsP! 





5 
Vi pi 9 
以 上 的 部 分 才 有 实际 意义 ， 这 部 分 图 58 


曲线 由 图 58 中 的 实 线 表 示 (y=1.4). 
对 于 间断 面 两 侧 的 温度 比 , 根据 热力 学 意义 上 的 理想 气体 的 状态 方程 , 我 
们 有 ZT2/Ti = poV2/piWVi, 所 以 


x B+ Hpit (=.1)ps 


Ti p(y— lp+(y+1)p, We 
对 于 质量 流 j, 从 (85.6) 和 (89.1) 得 到 
Unt (+ Dn (89.3) 


2V1 | 


384 : 第 九 章 激 波 





由 此 求 出 激 波 相对 于 其 前 后 侧 气体 的 传播 速度 : 


要 C2 
=I -Dpr+(+l)p)= 3 1+0+De|， 


(89.4) 
| 机 p1 
2 -DntO+l)p 27 3 A 
以 及 速度 差 : 
i V2Vi(p — pi1) (89.5) 


~ [GO— Dp + (y+ 1)p2]2 
在 应 用 中 , 用 马赫 数 Mi = vi/ci 表示 激 波 中 的 密度 比 、 压 强 比 和 温度 比 
的 公式 很 有 用 ; 这 些 公式 不 难 从 上 述 关 系 式 推导 出 来 : 


请 (+DME 


一 -一 89.6 
p vw (y—1l)Mi+2 (89.6) 
p2 27 | 
MS, 89.7 
失学 咎 寺 站 1 人 ) 
Ts _ (2M? — (7-0 — LD M+2) (89.8) 
2 2 . . 
T1 (Y + 1)?Mi 
马赫 数 Ma = wy/ca 可 以 通过 马赫 数 Mi 表示 : 
2+(7— 1)M? 
a 89.9 
2 = DyMY 0y -1) BD 


这 个 关系 式 显然 相 对 于 Mi 和 Mz 对 称 , 因为 可 以 把 它 写 为 以 下 方程 的 形式 : 
2yMIM3 — (7y— 1)(M? + M32)=2. 


我 们 写 出 极 强 激 波 极限 下 的 公式 (要 求 (7 一 1)ps > (7 十 1)p1). 从 (89.1)， 
(89.2) 有 
eS .We ds WR Ss 
Vi ps 7+1 TT 7+1p 
比值 T/T 随 ps/p 一 起 无 限 增 大 ， 即 激 波 中 的 温度 间断 与 压强 间断 都 可 
以 达到 任意 大 的 值 , 但 密度 比 趋 于 常 极 限 值 . 例如 , 对 于 单 原子 气体 , 极限 值 
pz = 4p1; 对 于 双 原 子 气体 , ps = 6p1. 强 激 波 的 传播 速度 等 于 


/7 十 1 (7Y— 1)2 
= Vi = (| 一 一 一 一 Do2T. 
VI 5 D2 "1 v2 2(y + 1)Y? 1 (89.11) 


它们 按照 与 压强 ps 的 平方 根 成 正比 的 规律 增 大 . 


(89.10) 
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最 后 , 我 们 给 出 弱 激 波 的 一 些 关系 式 , 它们 是 对 小 比值 x = (ps 一 p1)/pi 的 
舌 级 数 展开 式 中 的 前 儿 项 : 











M1=1—-M,= 类 
4y 
Co 了 一 工 
P2 We em 
1 十 一 一 各 
Pp1 a 27Yy? 


这 里 保留 了 对 声波 近似 的 下 一 级 修正 项 


习题 
1. 推导 公式 
V1v2 三 区 
其 中 c。 是 临界 速度 (L. 普 朗 特 ) 
解 : 因为 量 w 十 v2/2 在 激 波 上 是 连续 的 , 所 以 可 以 按照 


7pi vi 7pa U2 7 十 1 ， 


-Dp 2 (7- lp 








i 


(对 比 (83.7)) 引入 临界 速度 , 它 对 气体 1 和 2 是 相同 的 . 从 这 些 等 式 确定 po/p2 和 pi/pi， 
再 把 它们 代入 方程 
Pp2v2 ”AiVl 


Vi 一 v2 三 


(得 自 (85.1) 和 (85.2)), 我 们 得 到 


学 注入 -- 
27 (v1 — v2) ( ) = 0. 





因为 v1 关 va, 所 以 由 此 得 到 所 需 关 系 式 . 

2. 对 于 热力 学 意义 上 的 理想 气体 , 设 其 热 容 不 是 常量 ,根据 激 波 的 给 定 温度 卫 , TD 求 
比值 p/pi. 

解 : 对 于 这 样 的 气体 , 只 能 下 结论 说 , ww (和 一 样 ) 只 是 温度 的 函数 , 而 p, V ,TT 之 间 
的 关系 由 状态 方程 pV = RT/h 给 出 . 解 方程 (85.9) 求 po/pi, 得 到 


了 2 HH 
一 三 (WwW2 一 WII) 一 
Pi RT ( 和 








了 2 = Ts HL 了 2 人 了 2 


其 中 wi = 由 ( 人)，uwa = w(T2). 
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§ 90 激 波 的 波纹 不 稳定 性 


为 了 保证 激 波 的 稳定 性 , 可 演化 条 件 本 身 只 是 一 个 必要 条 件 , 但 还 不 是 充 
分 条 件 . 激流 对 间断 面 上 的 一 种 “波纹 状 ” 扰动 可 以 是 不 稳定 的 (在 $29 中 研究 
切 向 间断 时 已 经 研究 过 这 种 扰动 )3. 我 们 在 此 说 明 , 对 于 任意 介质 中 的 激 波 ， 
应 当 如 何 研究 这 个 问题 (C.II. 季 亚 科 夫 , 1954). 

设 一 个 静止 激 波 位 于 平面 x = 0, 流体 沿 z 轴 正 方向 从 左 向 右 穿 过 激 波 . 
设 间 断面 发 生 扰动 , 间断 面 上 的 点 沿 z 轴 发 生 小 位 移 


C= (90.1) 


式 中 & 是 “波纹 ” 的 波 数 . 间断 面 的 这 种 扰动 引起 激 波 后 面 (区 域 z > 0 中 ) 的 
流动 也 发 生 扰动 (在 激 波 前 面 , 即 在 区 域 x < 0 中 , 流动 不 会 受到 扰动 , 因为 这 
部 分 流动 是 超声 速 的 ). 

流动 的 任意 扰动 都 可 以 分 解 为 篇 涡 波 和 声波 ( 见 §82 的 习题 ). 在 这 两 种 
波 中 , 物理 量 对 时 间 和 坐标 的 依赖 关系 由 形 如 eitk'”-“9 的 因子 给 出 , 其 中 的 
w 就 是 (90.1) 中 的 频率 . 根据 对 称 性 显然 可 知 , 波 撩 位 于 zy 平面 , 其 y 分 量 
就 是 (90.1) 中 的 必 , 而 z 分 量 对 于 两 种 类 型 的 扰动 各 不 相同 . 

在 入 涡 波 中 上 .v2 = w, 即 ks = w/v2 (v2 是 间断 面 后 面 气 体 的 未 受 扰动 速 
度 ). 在 这 样 的 波 中 没有 压强 扰动 , 质量 体积 扰动 与 炳 扰动 有 关 ， 


8V (ent) — (于 ) 8s 
Ga js 
而 速度 扰动 满足 条 件 
k- 6v(°"t) = 一 8v(ent) + k, dv(ent) = 0. (90.2) 
v2 


对 于 运动 气体 中 的 声波 , 频率 与 波 和 撩 之 间 的 关系 由 等 式 (w 一 kv)? = c2k? 
给 出 ( 见 (68.1)), 所 以 ie 由 方程 


(w — kzv2)? = c2(k2 + k2) (90.3) 
确定 . 压强 扰动 、 质 量 体 积 扰动 和 速度 扰动 之 间 的 关系 为 
2 
ip@) = — (名 ) 5V7(G)， (90.4) 


(w — vokz) v5) = TI 大 5p(5). (90.5) 


@ 对 这 种 扰动 的 不 稳定 性 称 为 波纹 不 稳定 性 (英文 术语 为 corrugation instability). 
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整体 扰动 是 上 述 两 种 类 型 扰动 的 线性 组 合 : 
iu 一 ulent) +5vG)， dV =6V("t) VS) dp= ps). (90.6) 


它 应 当 满 足 扰 动 间断 面 上 的 确定 的 边界 条 件 . 
首先 , 在 扰动 间断 面 上 , 切 向 速度 分 量 必须 连续 , 而 法 向 
速度 分 量 必 须 按照 等 式 (85.7) 通过 压强 和 密度 表示 . 这 些 条 
件 写 为 
vit = (wo + 60):t, 
vin — (v2+ 60) :n= [(p2 — pi + dp)(Vi — p2 一 5S)] 2， 


其 中 t 和 mn 是 间断 面 的 单位 切 向 矢量 和 单位 法 向 矢量 (图 
59). 精确 到 一 阶 小 量 , 这 些 矢 量 (在 zy 平面 上 ) 的 分 量 等 于 
t(ikC, 1) 和 mn(1， 一 ikC), 表达 式 达 5 来 自 导数 86/6y. 在 这 个 
精度 下 , 速度 的 边界 条 件 化 为 以 下 形式 : 








a A 图 
5v, =ikC(vV1—v2),， dvz = a 区 “| (90.7) 59 
其 次 , 扰动 值 ps 十 5p, 从 上 +8VY 和 未 受 扰动 的 值 p。, V2 必须 满足 同样 的 于 
臣 尼 奥 绝 热线 方程 由 此 得 到 ip 和 5V 之 间 的 关系 : 


_ dp» 
op = Te 5V, (90.8) 


其 中 导数 是 沿 于 戈 尼 奥 绝热 线 取 的 . 

最 后 , 还 有 一 个 关系 式 得 自 穿 过 间断 面 的 质量 流 、 压 强 间断 和 密度 间断 之 
间 的 关系 . 对 于 未 受 扰动 的 间断 面 , 这 个 关系 式 由 公式 (85.6) 给 出 , 而 对 于 受 
到 扰动 的 间断 面 , 类 似 的 关系 式 为 
p2 —P1+ dp 
VW-oV 
式 中 心 是 间断 面 上 的 点 的 速度 . 在 对 小 量 的 一 级 近似 下 , 我 们 有 wn = 一 iwc. 
把 以 上 等 式 也 展开 为 ip 和 6V 的 千 级 数 , 得 到 

2iw 5p aV 


一 十 5 90.9 
vl ° 22 — D1 全 一 从 ( ) 


由 等 式 (90.2), (90.4), (90.5), (90.7) 一 (90.9) 组 成 的 方程 组 包括 八 个 线性 代 
数 方 程 , 用 来 确定 6, 5p, 8V en, 8V@， 5vsey ,5v5% 这 八 个 量 @. 这 些 方程 的 相 


1 
i 一 








@ 所 有 这 些 等 式 都 取 自 z = 0, 并 且 上 述 八 个 量 可 以 具有 不 带 指 数 因子 的 常 振幅 的 含义 . 
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容 条 件 (其 系数 行列 式 为 零 ) 具有 以 下 形式 : 


2wu (B+ 邱 ) ( w + 尼 】 -kJG+ 到 = (90.10) 


Ul vs Viv2 








式 中 为 简洁 起 见 引 入 了 记号 h= 六 dW2/dp2; j 具有 通常 含义 :j= /Vi =vww/V. 
应 当 把 (90.10) 中 的 量 ks 理解 为 总 和 w 的 函数 , 它 由 等 式 (90.3) 确定 . 

不 稳定 性 条 件 是 : 存在 按照 指数 规律 随时 间 增 长 的 扰动 , 这 些 扰 动 在 远离 
间断 面 时 ( 即 当 zx 一 eco 时 ) 还 应 当 按 照 指 数 规律 减 小 . 后 者 意味 着 , 扰动 源 是 
激 波 本 身 , 而 不 是 激 波 之 外 的 某 处 . 换言之 , 如 果 方 程 (90.10) 具有 满足 条 件 


Imw>0, Imk:>0 (90.11) 


的 解 , 则 激 波 不 稳定 . 
为 了 揭示 方程 (90.10) 在 何 种 条 件 下 具有 这 样 的 解 而 进行 的 研究 非常 繁 
琐 , 我 们 不 打算 在 此 展示 细节 , 仅 限 于 指出 最 后 的 结果 . 如 果 


dV 
:2 2 
nal a 12 
J dp» ss (90.12) 
或 者 
dV VU 
.2 2 2 
一 > 1 十 2 一 ， 90.13 
J dp» C2 ( ) 


就 会 出 现 激 波 的 波纹 不 稳定 性 . 值得 注意 的 是 , 这 里 应 当 沿 激 波 绝热 线 取 导数 
( 当 pi, Wi 给 定时 )@. 

条 件 (90.12), (90.13) 对 应 着 方程 (90.10) 具有 满足 要 求 (90.11) 的 复数 根 的 
情况 . 但 是 , 这 个 方程 在 一 定 条 件 下 也 可 以 有 使 w 和 kz 为 实数 的 根 , 它们 对 
应 着 “远离 ”间断 面 的 实际 不 衰减 的 声波 和 炉 波 , 即 间 断面 的 自发 声 辐射 . 我 
们 将 把 这 样 的 情况 称 为 激 波 不 稳定 性 的 特殊 形式 ,尽管 这 时 在 字面 意义 上 并 
不 存在 不 稳定 性 一 一 这 样 的 扰动 (波纹 ) 在 间断 面 上 一 旦 出 现 , 就 会 在 无 穷 长 
时 间 内 持续 辐射 出 既 不 衰减 也 不 增强 的 扰动 波 , 扰动 波 所 具有 的 能 量 来 自 整 
个 运动 介质 @. 

为 了 确定 出 现 这 种 现象 的 条 件 , 我 们 引入 大 与 z 轴 之 间 的 夹 角 9, 以 便 对 


@ 可 以 在 以 下 原创 性 论文 中 找到 这 部 分 研究 : [pakos C. ITI. 3Kypa. akcnep. reop. 中 x3. 1954, 27: 
288. 在 下 一 节 中 还 将 给 出 条 件 (90.12), (90.13) 的 不 太 严 格 但 更 加 直观 的 证 明 . 

@ 我 们 指出 , 在 推导 (90.12), (90.13) 时 仅仅 使 用 了 必要 条 件 (88.1), 而 没有 使 用 不 等 式 p > pi. 
所 以 , 这 些 不 稳定 性 条 件 也 适用 于 膨胀 激 波 , 这 种 激 波 可 以 在 (82V/8p?)。< 0 时 存在 . 

@ 请 与 切 向 间断 面 的 类 似 情 况 进行 比较 , 见 §84 习题 2. 
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方程 (90.10) 进行 变换 . 于 是 ， 


cokzr 一 wocos0， cok, = wosing 
th (90.14) 
Ww = Wo @ 十 旦 cos9) ， WwWé 二 C2(k2 十 Me 
2 


(wo 是 与 激 波 后 方 气体 一 起 运动 的 坐标 系 中 的 声音 频率 ), 从 而 得 到 关于 cos9 


2 2 
2 (二 十 Ee !) COS 20 一 一 2 2 a (va/c2) 本 1 coSDO 
2 1+h 


2 
+ w/e + m/e) @ 证 2 ) =0. (90.15) 
相对 于 静止 间断 面 而 言 , 声波 在 速度 为 vo 的 气流 中 的 传播 速度 为 v2 + c2 cos0. 
如 果 该 传播 速度 为 正 , 即 如 果 


i <cos0<]1, (90.16) 
C2 


则 声波 远离 间断 面 (与 cosg < 0 相对 应 的 情况 是 : 尽管 波 拓 上 指向 间断 面 方 
向 , 但 气流 使 声波 仍然 “远离”). 如 果 方 程 (90.15) 具有 这 个 范围 内 的 根 , 激 波 
就 会 自发 辐射 声波 . 简单 的 研究 给 出 确定 这 种 不 稳定 区 间 的 以 下 不 等 式 @: 
1 一 好 /号 一 vivz/c2 < 让 二 
1 — v2/c3 + viv2/c3 
(该 区 间 的 上 下 边界 其 实 对 应 条 件 (90.16) 不 稳定 区 间 (90.17) 
扩展 了 (90.13) 并 且 与 它 相 接 . 
还 可 以 从 稍微 不 同 的 视角 来 研究 激 波 在 区 间 (90.17) 内 的 不 稳定 性 来 源 ， 
为 此 就 要 考虑 从 被 压缩 气体 一 侧 入 射 的 声波 被 间断 面 的 反射 . 因为 激 波 相对 
于 前 方 气体 的 运动 速度 是 超声 速 的 , 所 以 声波 不 会 进入 这 部 分 气体 . 但 是 , 在 
激 波 后 面 的 气体 中 不 但 有 入 射 声波 , 而 且 还 有 反射 声波 和 炳 涡 波 (而 在 间断 
面 上 则 会 出 现 波纹 ). 求 反 射 因子 的 问题 与 研究 稳定 性 的 问题 在 提 法 上 很 接近 ， 
区 别 在 于 , 在 前 者 的 边界 条 件 中 不 仅 包括 远离 间断 面 的 (反射 ) 声波 的 待 求 振 
幅 , 而 且 包 括 向 间断 面 传播 的 (入 射 ) 声波 的 给 定 振幅 . 现在 , 我 们 有 的 不 是 齐 
次 代数 方程 组 , 而 是 非 齐 次 方程 组 , 其 中 带 有 入 射 波 振幅 的 那些 项 是 非 齐 次 项 . 
在 这 个 方程 组 的 解 的 表达 式 中 , 分 母 是 相应 齐 次 方程 组 的 行列 式 , 并 且 该 行列 


六 生计 了 (90.17) 


Q@ 这 种 不 稳定 性 也 是 由 C.I. 季 亚 科 夫 (1954) 指出 的 ，B. M. 康 托 罗维奇 求 出 了 (90.17) 中 的 正 
确 下 边界 值 . 
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式 为 零 正 好 给 出 自发 扰动 的 色散 方程 (90.10). 这 个 方程 对 cos9 而 言 在 区 间 
(90.17) 内 具有 实 根 , 这 个 事实 意味 着 , 存在 确定 的 反射 角 (从 而 也 存在 确定 的 
入 射 角 ), 使 反射 因子 等 于 无 穷 大 . 这 是 可 能 出 现 自发 声 辐射 ( 即 在 没有 外 部 入 
射 声波 的 条 件 下 出 现 声 辐射 ) 的 另 一 种 表述 . 

同样 的 讨论 方法 也 适用 于 从 前 方 入 射 到 间断 面 的 
声波 的 透射 因子 . 在 这 种 情况 下 不 存在 反射 波 , 而 在 
间断 面 后 方 出 现 透射 声波 和 业 涡 波 . 在 区 间 (90.17) 内 ， 
透射 因子 可 能 变 为 无 穷 大 Q. 

再 稍微 讨论 一 下 具有 上 述 不 稳定 区 间 并 且 在 原则 
上 可 能 出 现 的 某 些 类 型 的 激 波 绝热 线 @. 

条 件 (90.12) 要 求 导数 dpz/dy2 为 负 , 并 且 激 波 绝 
热线 在 点 2 的 倾斜 程度 (相对 于 横 坐 标 轴 ) 应 当 不 如 
图 60 通过 该 点 的 弦 12 ( 即 与 通常 情况 相反 , 见 图 53). 于 是 ， 
激 波 绝热 线 必须 具有 如 图 60 所 示 的 形状 , 不 稳定 性 条 
件 (90.12) 在 ab 段 成 立 . 

条 件 (90.13) 要 求 导 数 dp,/dVz 为 正 , 并 且 激 波 绝 
热线 应 当 具 有 足够 小 的 斜率 . 在 图 60 中 , 这 个 条 件 仅 
在 非常 接近 点 a 和 点 5 的 确定 的 两 段 激 波 绝热 线 上 才 
成 立 , 不 稳定 区 间 的 范围 因此 有 所 扩展 . 条 件 (90.13) 
还 可 以 在 非 ab 类 型 的 一 段 激 波 绝热 线 (图 61 中 的 cq) 
上 成 立 . 

与 (90.13) 相 比 , 条 件 (90.17) 更 加 宽松 , 从 而 又 进 
一 步 扩 展 了 dps/dV2 > 0 的 于 戈 尼 奥 绝热 线 上 的 不 稳 
定 区 间 . 此 外 , (90.17) 中 的 下 边界 可 以 是 负 的 , 所 以 这 
种 类 型 的 不 稳定 性 在 原则 上 也 可 以 出 现 于 处 处 具有 负 
导数 dp。/dVz 的 通常 形式 的 某 几 段 戈 尼 奥 绝热 线 上 . 

波纹 不 稳定 激 波 的 演化 问题 与 下 面 这 个 值得 注意 的 情况 有 密切 关系 : 在 
条 件 (90.12) 或 (90.13) 下 , 流体 动力 学 方程 的 解 是 多 值 的 (C.S. 加 德 纳 , 1963). 








@ 关于 在 任意 介质 和 任意 入 射 方向 的 情况 下 计算 声波 在 激 波 上 的 反射 因子 和 透射 因子 的 问题 ， 
可 以 参阅 : Jparkos C. II. ?KypH. 9kcnep. reop. 中 ma. 1957, 33: 948, 962 (Dyakov S. P, Sov. Phys. JETP. 
1958, 6: 729, 739); 和 omTropoaHs B.M. 站 ypH. skcnep. Teop. qu3. 1957, 33: 1527 (Kontorovich V. ML. 
Sov. Phys. JETP. 1958, 6: 1180); KoaropoBpad B. M. AxkycT. zkypH, 1959, 5: 314 (Kontorovich V. M. Sov. 
Phys. Acoust. 1959, 5: 320). 

@ 利用 在 889 中 得 到 的 公式 容易 证 明 ， 在 多 方 气体 中 h = 一 (ci1/v1)*， 在 这 种 情况 下 ，(90.12)， 
(90.13) 和 (90.17) 中 的 任何 一 个 条 件 显然 都 不 成 立 , 所 以 激 波 是 稳定 的 .当然 , 弱 激 波 在 任意 介质 中 
也 是 稳定 的 . 
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对 于 由 关系 式 (85.1) 一 (85.3) 联系 起 来 的 两 个 状态 1 和 2, 激 波 通常 是 把 介质 
从 状态 1 转变 为 状态 2 的 (一 维 ) 流动 问题 的 唯一 解 . 结果 表明 , 如 果 在 状态 2 
下 成 立 条 件 (90.12) 或 (90.13), 则 上 述 流体 动力 学 问题 不 具有 单 值 性 : 从 状态 1 
到 状态 2 的 转变 既 可 以 通过 激 波 实现 , 也 可 以 通过 更 复杂 的 波 系 实现 . 第 二 种 
解 (可 以 称 之 为 分 裂解 ) 的 组 成 部 分 包括 更 低 强 度 的 激 波 、 紧 接 其 后 的 接触 间 
断面 和 向 相反 方向 (相对 于 激 波 后 面 的 气体 ) 传播 的 非 定常 等 烂 稀 玖 波 ( 见 后 
面 的 899); 炉 在 激 波 中 从 si 增加 到 某 个 值 ss < ss, 然后 在 接触 间断 面 上 从 ss 
进一步 突 跃 式 增 加 到 给 定 值 s。 (这 种 流动 图 像 属 于 由 下 面 的 图 78(b) 所 示 的 
类 型 ; 假设 不 等 式 (86.2) 成 立 )Q@. 

在 具体 流体 动力 学 问题 中 如 何 从 上 述 两 个 解 中 选择 一 个 , 现在 尚 不 明确 . 
如 果 选 择 分 裂解 , 这 就 表示 激 波 根本 不 能 通过 表面 波纹 的 自我 加 强 而 失 稳 . 但 
是 , 看 来 这 样 的 选择 不 可 能 恰好 与 这 种 不 稳定 性 有 关 , 因为 解 的 多 值 性 并 非 仅 
由 条 件 (90.12), (90.13) 所 限定 @. 


习 题 


1. 设 平面 声波 从 后 方 (从 被 压缩 气体 的 一 侧 ) 垂直 入 射 到 一 个 激 波 上 , 求 反 射 因子 . 

解 : 在 使 激 波 静 止 的 坐标 系 中 考虑 运动 过 程 , 设 气体 沿 z 轴 的 正方 向 穿 过 激 波 , 入 射 
声波 向 Z 轴 的 负 方 向 传播 . 既然 入 射 波 垂直 于 激 波 (反射 波 因而 也 垂直 于 激 波 ), 在 反射 的 
灶 波 中 速度 ioflent) = 0. 压强 扰动 5p = 6p 十 5p(0)， 其 中 的 上 标 (0) 表示 入 射 声波 , 上 标 
(s) 表示 反射 声波 . 对 于 速度 5vz 三 gu, 我 们 有 


io = (6p 一 ip 人 ) 
2 


(这 里 用 减 号 代替 加 号 , 因为 两 种 波 的 传播 方向 相反 ). 边界 条 件 (90.7) 中 的 第 二 个 具有 以 
前 的 形式 (但 是 现在 取 56V 一 8V(0 十 8V 十 VCenb)， 利 用 (90.8) 和 公式 (85.6), 我 们 把 
它 改 写 为 

i = 一 二 (6p + sp™)) 
令 iu 的 两 个 表达 式 相 等 , 我 们 得 到 所 需 的 反射 声波 和 入 射 声 波 中 的 压强 振幅 之 比 : 


5p®) 1-2M2—h (1) 
8p(0) 1+2M2—h 





@ 在 C.S. 加 德 纳 的 论文 中 (Gardner C.S，Phys， Fluids，1963，6: 1366)， 这 样 的 解 是 对 区 间 
(90.13) 给 出 的 . H.M. 库 兹 涅 佐 夫 研究 了 包括 区 间 (90.12) 在 内 的 更 一 般 的 情况 , 见 : Ky3semos H. M. 
2KypH. 9kcrep. Teop. 中 3. 1985, 88: 470 (Kuznetsov N. M. Sov. Phys. JETP. 1985, 61: 275); 那里 研 
究 了 不 满足 条 件 (62V/ap2?)。> 0 的 激 波 绝热 线 , 相应 的 分 裂解 由 另外 一 系列 波 组 成 . 

@ 看 来 , 激 波 绝热 线 上 的 多 值 区 间 比 由 这 些 条 件 确定 的 不 稳定 区 间 稍 大 . 相关 讨论 见 H.M. 库 兹 
涅 佐 夫 的 上 述 论文 . 
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(其 中 Ma = va/cz). 它 在 区 间 (90.17) 的 上 边界 上 等 于 无 穷 大 . 


对 于 多 方 气体 ， 


AZ 
比值 (1) 在 弱 激 波 (Da2 = < D1) 的 情况 下 按照 (p2 —p) 的 方式 趋 于 零 . 相反 ， 它 在 强 
激 波 的 情况 下 趋 于 常 极 限 值 


六 = 一 


5pt) a 江 V2(7— 1) 
i T+ Va 
2. 设 平面 声波 从 前 方 径 直入 射 到 一 个 激 波 上 , 求 声波 的 透射 因子 外. 


解 : 激 波 前 方 气 体 1 中 的 扰动 为 





(0) (0) Vr 全 
ip =6p), 8Vi =8V =— ap, sv = ap, 
1 Cl 
而 激 波 后 方 气体 2 中 的 扰动 为 
en VV 
dp2 = ,Va = 8V + 8V "dv = dp 


(上 标 (0), (s), (ent) 分 别 表示 入 射 声波 、 透 射 声 波 和 粒 波 ). 扰动 jpp 和 5V2 之 间 的 关系 由 
激 波 绝热 线 方程 给 出 : 如 果 该 方程 的 形式 为 V2 == 全 (pa;i pi1，WVi), 则 


OV OV2 OV2 
rE 


OV2 Vr /OV 2) 
= wo+ | - 可 ( 品 ) 了 ( 9 
(导数 的 下 标 HH 表示 它们 是 沿 于 名 尼 奥 绝热 线 取 的 四 )， 边界 条 件 (90.7) 现在 变 为 


3 | pu | = 
2 p> 一 Pl Wi- 


令 5v2 一 6v1 的 两 个 表达 式 相 等 , 我 们 得 到 所 需要 的 透射 声波 和 入 射 声波 的 振幅 之 比 : 


ap 人 (1+Mi)?+g 
Sp(0) l1+2M2—h’ 


v2 — 6v1 = 一 - 记 B。 — dp1 — 7 (5V2 — 8V1)]. 
(2) 
其 中 的 含义 如 上 题 所 示 , 而 


-| (| 
a=| ci oOVi a pl H 


yl (MT = 1): 
i 


对 于 多 方 气体 ， 


Q 对 于 多 方 气体 , 这 个 问题 已 经 由 区 . 琵 . 布 洛 欣 采 夫 (1945) 和 J. M. 伯 格 斯 (1946) 研究 过 . 
@ 导数 (6Vz/apa)a 就 是 我 们 在 前 面 使 用 的 简单 记号 dVz/dp, 那里 认为 导数 是 在 p,, Vi 保持 
不 变 时 取 的 . 
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所 以 透射 因子 为 





ip _ +My) 1 
5p(0) 1+2M;2+1/M? 7 十 1 Mi | 


对 于 弱 激 波 , 由 此 可 得 





入” 1 7+1 ps—p 

5p(0) id 27 pi | 
相反 , 在 强 激 波 的 情况 下 ， 

3pts) 1 p2 


ip 可 y+ VDOT Pp 
在 这 两 种 情况 下 , 透射 声波 中 的 压强 振幅 大 于 入 射 声波 中 的 压强 振幅 ， 


8 91 激 波 沿 管道 的 传播 


设 一 种 介质 充满 一 个 变 截 面 长 管 , 我 们 来 研究 激 波 沿 该 管道 的 传播 . 我 们 
的 目的 是 揭示 激 波 面积 的 变化 对 其 速度 的 影响 (G. B. 惠 瑟 姆 , 1958). 

我 们 将 认为 , 管道 横 截 面 面 积 S(z) 沿 其 长 度 方向 (z 轴 ) 只 有 很 缓慢 的 变 
化 , 即 在 管道 宽度 量 级 的 距离 上 变化 很 小 . 这 样 就 能 够 应 用 在 877 中 已 经 用 过 
的 近似 ( 称 之 为 水 力学 近似 ): 可 以 认为 流动 中 的 所 有 物理 量 在 管道 的 每 一 个 
横 截 面 上 均匀 分 布 , 而 速度 指向 管 轴 方 向 . 换言之 , 可 以 把 流动 看 做 准 一 维 的 . 
这 样 的 流动 可 由 以 下 方程 描述 : 


志 十 0 一 十 一 一 三 (0 (91.1) 


po (+0) -0 oa 
Gh: :分 
5 有 十 区 (OUV5) = 0. (91.3) 
第 一 个 是 欧 拉 方 程 , 第 二 个 是 绝热 方程 , 第 三 个 是 写 为 形式 (77.1) 的 连续 性 


方程 . 

我 们 进一步 认为 , 管道 横 截 面 面 积 S(z) 不 仅 要 缓慢 变化 , 而 且 其 变化 值 在 
全 部 管 长 上 也 始终 很 小 . 为 了 揭示 我 们 所 关心 的 问题 , 这 样 的 假设 已 经 足够 . 
于 是 , 横 截面 变化 对 流动 的 扰动 也 很 小 ， 因而 可 以 对 方程 (91.1) 一 (91.3) 作 线 
性 化 处 理 . 最 后 , 还 应 当 提 出 适当 的 初始 条 件 , 以 便 排除 任何 可 能 影响 激 波 运 
动 的 无 关 扰 动 . 我 们 只 关心 与 5(z) 的 变化 有 关 的 扰动 . 为 了 实现 这 个 目的 , 可 
以 认为 激 波 在 初始 时 刻 沿 横 截面 保持 不 变 的 一 段 管 道 常 速 运动 ， 而 横 截 面 面 
积 在 某 一 点 右边 才 开 始 变化 ( 取 该 点 为 z = 0). 
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线性 化 的 方程 (91.1) 一 (91.3) 具有 以 下 形式 : 
Ow Ow 16ip 
a To 人 p Or 


i itp {at 4 


"Gr “(Ro 


05 056 Di 065 
tt 
式 中 没有 角 标 的 字母 表示 一 维 流 的 相应 物理 量 在 管道 常 截面 段 中 的 常量 值 , 而 
记号 8 表示 这 些 量 在 管道 变 截面 段 中 的 变化 值 . 用 pc 乘 第 一 个 方程 ,用 c: 乘 
第 三 个 方程 , 然后 把 全 部 三 个 方程 加 起 来 , 我 们 得 到 以 下 形式 的 组 合 : 
| 元 +@+9 总 (p+ pc dv) = = 二 (91.4) 
这 个 方程 的 通 解 由 两 部 分 之 和 给 出 , 一 部 分 是 齐 次 方程 的 通 解 , 男 一 部 分 是 带 
右 侧 项 的 方程 的 特 解 . 前 者 为 F(z 一 vt 一 ct), 其 中 瑟 是 任意 函数 , 它 描述 来 自 
左 侧 的 声 扰动 . 但 是 在 zx < 0 的 等 截面 段 没 有 扰动 , 所 以 应 当 取 F = 0. 因此 ， 
方程 的 解 化 为 非 齐 次 方程 的 积分 : 
pvc? 85 
十 c 5 
激 波 以 速度 w > cl 治 静止 介质 从 左 向 右 运动 , 静止 介质 具有 给 定 参 量 值 
pi, pi. 激 波 后 方 介质 (介质 2) 的 运动 由 解 (91.5) 确定 , 它 适用 于 间断 面 在 所 
给 时 刻 所 到 达 的 位 置 左 侧 的 全 部 管道 . 激 波 通过 之 后 , 所 有 物理 量 在 管道 的 每 
一 个 横 截面 上 都 不 再 随时 间 变 化 ， 即 它们 等 于 相应 物理 量 在 气体 穿 过 间断 面 
时 的 值 : 压强 po, 密度 p 和 速度 v1 一 v2 (按照 本 章 所 用 记号 , v2 表示 气体 相对 
于 运动 激 波 的 速度 , 于 是 气体 相对 于 管道 壁 的 速度 为 v1 一 v2). 在 这 些 记号 下 
(仍然 分 离 出 这 些 量 的 变化 部 分 ), 我 们 把 等 式 (91.5) 写 为 以 下 形式 : 


65 WU 一 加 十 cz 
oa ns + p2c2(6v1 — 6v2)]. (91.6) 


可 以 把 全 部 5v1,， 5v2, 5ps 通过 其 中 一 个 量 表示 出 来 , 例如 通过 ul 表示 . 
为 此 , 我 们 在 间断 面 上 取 关 系 式 (85.1), (85.2) 的 变 分 ( 当 mm 和 Am 给 定时 ): 





8p 十 pc = 一 (91.5) 


pl V1 = v2 6p2 + p2 Hv2, 
2j(5v1 — 6v2) = 6p2 + v2 5p2 
(其 中 j= piul = pzv2 是 未 受 扰动 的 质量 流 ). 还 应 当 补 充 关系 式 


dp» 
6p 一 一 一 》 
2 dp。 Pp2 
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其 中 的 导数 是 治 于 戈 尼 奥 绝热 线 取 的 . 计算 给 出 以 下 最 终结 采 : 


_1585 。 守 一 友 十 如 1 + 2v2/c2 一 | (91.7) 
9 dv1 V1C2 1 十 hh 
其 中 又 引入 了 记号 
天 二 了 = (91.8) 


关系 式 (91.7) 把 激 波 相 对 于 它 前 方 静止 气体 的 速度 的 变化 值 iu 
与 管道 横 截 面 面 积 的 变化 值 85 联系 起 来 . 
在 (91.7) 中 , 方 括号 前 面 的 系数 为 正 , 所 以 比值 gui/55 的 符 
号 取决 于 方 括号 中 表达 式 的 符号 . 对 于 所 有 的 稳定 激 波 , 这 个 符 
号 为 正 , 所 以 5v1/8S < 0. 但 是 , 只 要 波纹 不 稳定 性 条 件 (90.12)， 
(90.13) 中 的 任何 一 个 成 立方 括号 中 的 表达 式 就 是 负 的 ， 于 是 
5v1/5S > 0. 
这 个 结果 使 我 们 有 可 能 直观 地 解释 不 稳定 性 的 原因 . 图 62 
给 出 向 右 移 动 的 激 波 “波纹 面 ", 箭头 指示 流 线 方向 . 在 激 波 的 移 
动 过 程 中 , 面积 85 在 向 前 凸 出 的 那 部 分 间断 面 上 增 大 , 而 在 落后 图 62 
的 那 部 分 间断 面 上 缩小 . 当 6v1/85 < 0 时 , 向 前 凸 出 的 部 分 减速 ， 
而 落后 的 部 分 加 速 , 所 以 间断 面 趋 于 变 平 . 相反 , 当 5v1/8S > 0 时 , 间断 面 形 
状 的 扰动 趋 于 加 剧 : 向 前 凸 出 的 部 分 更 加 凸 出 , 落后 的 部 分 更 加 落后 @. 
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我 们 来 研究 定常 激 波 , 并 放弃 此 前 一 直 使 用 的 坐标 系 , 即 放弃 使 气体 速度 
垂直 于 所 讨论 的 激 波 面 微 元 的 坐标 系 . 流 线 可 以 与 该 激 波 面 斜 交 并 在 此 发 生 
修 折 . 在 气体 穿 过 激 波 时 , 气体 速度 的 切 向 分 量 不 变 , 而 法 向 分 量 根据 (87.4) 
是 减 小 的 : 


Vit 二 V2ty Vin > Von. 


所 以 , 流 线 在 穿 过 激流 时 显然 向 激 波 偏 折 (如 图 63 所 示 ). 于 是 , 流 线 在 穿 过 激 
波 时 总 是 同 确定 方向 偏 折 . 

选取 激 波 前 面 的 气体 速度 v1 的 方向 为 z 轴 方向 , 并 设 yp 是 间断 面 与 x 
轴 之 间 的 夹 角 (图 63). 角 yp 的 可 能 取 值 只 受到 一 个 条 件 的 限制 : 速度 v1 的 法 


@ 对 于 任意 的 介质 (不 是 多 方 气体 ),C.T. 苏 加 克 , B.E. 福 尔 托 夫 , A.I. 倪 (1981) 给 出 了 表达 式 
(91.7) 以 及 它 与 激 波 的 波纹 不 稳定 性 条 件 的 关系 . 
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向 分 量 大 于 声速 cl, 因为 mn = vsinw, 所 以 由 此 可 知 , 2 的 取 值 只 能 介 于 x/2 
与 马赫 角 al 之 间 : 


Ql <p<A/2, sinai=— =—. 


激 波 后 面 的 流动 既 可 以 是 超声 速 的 ， 也 可 以 是 亚 声 速 的 (只 是 法 向 速度 
分 量 必须 小 于 声速 ca), 但 激 波 前 面 的 流动 必须 是 超声 速 的 . 如 果 激 波 两 侧 的 
气流 都 是 超声 速 的 , 则 全 部 扰动 只 能 沿 激 波 面向 气体 切 向 速度 方向 传播 . 在 这 
个 意义 上 可 以 讨论 激 波 的 “方向 ”, 从 而 可 以 区 别 从 某 处 “来 ” 的 激 波 与 向 某 处 
“去 ”的 激 波 (类 似 的 讨论 已 经 对 特征 线 进行 过 , 因为 特征 线 附 近 的 流动 总 是 超 
声速 的 , 见 §82). 如 果 激 波 后 面 的 流动 是 亚 声速 的 , 则 严格 地 说 , 讨论 激 波 的 

“方向 ” 就 没有 意义 了 , 因为 扰动 可 以 沿 激 波 表面 

加 所 有 方 问 传播 . 

在 多 方 气体 假设 下 ,我们 来 推导 气体 穿 过 和 斜 

激 波 后 上 述 两 个 速度 分 量 之 间 的 关系 . 

x 激流 面 上 切 向 速度 分 量 的 连续 性 意味 着 


V1 COSY = V2z COS ¥ + v2y Sin yp, 





即 


图 63 tan wp = Ee (92.1) 
V2y 
接 下 来 就 要 利用 公式 (89.6). 在 这 个 公式 中 , v 和 vw 表示 速度 在 激 波 平 
面 上 的 法 向 分 量 ， 于 是 现在 要 把 它们 替换 为 v1 sing 和 v2z Sing 一 V2y COS p, 从 
而 有 


varsinp — vaycosp 7—1 2c2 
vi sing ?+1 (y+1)v?sin? wy 
从 上 面 这 两 个 关系 式 可 以 消去 角 w. 经 过 一 些 简单 的 变换 之 后 , 我 们 得 到 以 下 


公式 : 


(92.2) 


了 二 汀 1 Vi 1 27 


广 二 入 je 
E -” YY 十 1 v1 


它 确定 了 V2z 与 V2y 之 间 的 关系 ( 当 Ul 和 Cl 给 定时 ). 
如 果 引 入 临界 速度 ,就 可 以 把 这 个 公式 写 为 更 加 简明 的 形式 .根据 伯 努 


v2y = (v1 : (92.3) 
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利 方程 和 临界 速度 的 定义 , 我 们 有 


v2 C2 v2 二 1 
二 这 二 十 十 = : 








(对 比 889 习题 1), 从 而 
= Tw 二 一 一 c?. (92.4) 
在 (92.3) 中 引入 此 量 , 得 到 


v2 = (Vi — wr) (92.5) 





I 一 训 Yo 十 本 


方程 (92.5) 称 为 激 波 极 线 方程 (A. 布 泽 曼 , 1931). 图 64 给 出 该 依赖 关系 
的 图 像 , 这 是 一 条 三 次 曲线 ( 称 为 环 索 线 或 笛 卡 儿 叶 形 线 ), 它 在 点 已 和 Q@ 穿 
过 横 坐 标 轴 , 这 两 点 分 别 对 应 横 坐 标 值 vz = /wi 和 wz = vi 人 .如果 从 坐标 
原点 引 一 条 射线 (图 64 中 的 0B), 它 与 横 坐 标 轴 之 间 的 夹 角 为 x, 则 根据 点 
O 到 该 射线 与 激 波 极 线 交 点 之 间 的 线段 的 长 度 , 我 们 就 可 以 确定 使 气流 偏 折 
x 角 的 激 波 后 面 的 气体 速度 . 这 样 的 交点 有 两 个 (4 和 B), 即 同一 个 给 定 的 x 
值 对 应 着 两 个 不 同 的 激 波 . 根据 激 波 极 线 也 可 以 立即 用 几何 方法 确定 激 波 方 
癌 一 一 从 坐标 原点 向 直线 QB 或 Q4 引出 的 垂 线 给 出 这 个 方向 (在 图 64 中 画 
出 了 点 B 所 对 应 的 激 波 的 角 yp). 当 x 减 
小 时 , 点 4 趋 于 点 P, 而 点 P 对 应 于 正 
激 波 (yp = r/2), 并 且 v = ce/ui. 同时 , 点 
B 趋 于 点 @, 并 且 激 波 强度 (速度 间断 值 ) 
趋 于 零 . 在 极限 下 , 角 yp 理所当然 趋 于 马 
赫 角 al ( 激 波 极 线 在 该 点 的 切线 对 横 坐 标 
轴 的 倾角 为 r/2 十 a). 

从 激 波 极 线 图 像 立即 可 以 得 到 一 个 重 
要 结论 : 气流 在 激 波 中 的 偏 折 角 x 不 能 超 
过 某 个 最 大 值 xs 它 对 应 于 从 点 O 到 激 
波 极 线 的 切线 . 当然 , xnax 是 马赫 数 Mi = wyei 的 函数 , 但 我 们 在 这 里 不 给 出 
其 表达 式 , 因为 它 很 见长. 当 Mi = 1 时 有 xm。 =0; 当 Mi 增加 时 , 角 Xan 悍 
调 增 加 ; 当 Mi 一 oo 时 , 它 趋 于 一 个 有 限 的 极限 . 容易 考虑 两 种 极限 情形 ， 如 








图 64 


@ 其 实 , 点 Q 是 环 索 线 的 二 重点 ， 曲 线 从 这 个 点 开始 还 有 两 个 分 支 继续 延伸 至 |vs,| 为 无 穷 大 
(在 图 64 中 没有 画 出 这 两 个 分 支 )， 它 们 有 一 条 竖 直 的 公共 渐 近 线 wa。 = ce2/v + 2v1/(Y 十 1)， 不 过 ， 
这 两 个 分 支 上 的 点 没有 物理 意义 : 它们 给 出 的 vas, va, 值 将 使 van /vi > 1, 而 这 是 不 可 能 的 . 
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果 速 度 ww 接近 c,, 则 速度 w 也 接近 c,, 并 且 角 X 很 小 , 于 是 可 以 把 激 波 极 线 
方程 (92.5) 近似 地 改写 为 以 下 形式 @: 


+1 
X = 人 — v2)* (v1 + v2 — 2c,) (92.6) 


(因为 x 很 小 , 这 里 已 经 取 wzz 3S v2， v2y 守 csX). 由 此 通过 初等 方法 得 到 @ 
3/2 27/2 
Ln !) ,et 
* 33/2(7 + 1) 
相反 , 在 Mi 一 oo 的 极限 下 , 激 波 极 线 退 
化 为 图 


v2 = (ul — v2z) (w 一 二 iu ) 
容易 看 出 , 这 时 
mer = arcsin = (92.8) 


图 65 给 出 空气 (7 = 1.4) 中 的 xwax 对 Mi 
的 依赖 关系 图 像 , 图 中 的 水 平 虚线 指示 极限 值 
Xmax(00) = 45.6" (上 面 一 条 曲线 是 圆锥 绕 流 的 类 似 图 像 , 见 8 113). 

加 v2 = cy, 在 点 书 与 @ 之 间 (图 64) 与 横 坐 标 轴 相 交 ， 从 而 把 激 波 极 线 分 
为 两 部 分 , 分 别 对 应 于 间断 面 后 面 的 亚 声 速 气流 和 超声 速 气流 . 圆 ww = c, 与 
激 波 极 线 的 一 个 交点 位 于 点 C 的 右边 , 但 很 接近 点 C. 所 以 , 整个 PC 段 对 应 
于 向 亚 声速 流 的 转变 , 而 CQ 段 (点 C 附近 的 一 小 段 除 外 ) 对 应 于 向 超声 速 流 

在 斜 激 波 中 , 压强 和 密度 的 变化 值 只 取决 于 速度 的 法 向 分 量 . 所 以 , 当 Mi 
和 gp 给 定时 , 只 要 直接 把 公式 (89.6) 和 (89.7) 中 的 Mi 改 为 Mi sin yp, 就 可 以 
得 到 比值 p/pi 和 p/pi: 


(Mi — 1)3/2. (92.7) 








图 65 


Do2 一 PI1 27 /对 | 

一 -一 一 二 一 一 (AM sin — 1), 92.9 
pi 二 二 1 Pp ) ( ) 
二 M2sin?w— 
pi (Y— 1)M?sin* p+2 


当 角 yp 从 p=ai (这 时 po/pi = po/p1 = 1) 增加 到 r/2 时, 即 当 沿 激 波 极 线 从 
点 @ 移动 到 点 P 时 , 这 些 比 值 是 单调 增加 的 . 


Q@ 可 以 很 容易 地 证 明 , 只 要 用 由 (102.2) 定义 的 参数 a 代替 量 (7 + 1)/2, 则 对 于 任何 气体 ( 非 
多 方 气体 ), 方程 (92.6) 也 是 成 立 的 . 
@ 我 们 指出 , x。。。 对 Mi 一 1 的 这 种 依赖 关系 符合 跨 声速 气流 的 一 般 相 似 律 (126.7). 
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这 里 再 列 出 两 个 公式 以 备查 阅 . 用 马赫 数 Mi 和 和 角 y 表示 速度 偏 折 角 X 
的 公式 为 
(y+ 1)M? 


二 光一 一 一 一 一 一 一 一 一 |. 92.11 
人 [me 1) 
用 Mi 和 表示 马赫 数 M2 = v2/cz 的 公式 为 
二 2 2 2 
M2 = 2 十 (7 一 LAMI 2Mi cos  mP (92.12) 


2yM2sin pop—(y—1) 2+(Y—1)M?siny 


(这 个 公式 在 = 7/2 时 化 为 (89.9)). 

当 偏 折 角 x 给 定时 , 由 激 波 极 线 确定 的 两 个 激 波 称 为 弱 族 激 波 和 强 族 激 
波 . 强 族 激 波 ( 激 波 极 线 的 PC 段 ) 具有 更 大 的 强度 (更 大 的 压强 比 ps/p1), 与 
速度 vi 方向 之 间 形 成 更 大 的 夹 角 2, 并 使 流动 从 超声 速 变 为 亚 声速 . 弱 族 激 
波 ( 激 波 极 线 的 QC 段 ) 具有 更 小 的 强度 , 对 气流 的 倾角 更 小 , 并 且 几 乎 总 是 
使 流动 保持 为 超声 速 的 . 

作为 实例 , 图 66 给 出 空气 (7 = 1.4) 中 的 速度 偏 折 角 x 对 间断 面 倾角 p 
的 依赖 关系 , 并 且 马 赫 数 Mi 取 不 同 的 值 , 包括 Mi 一 oo 的 极限 情况 . 对 于 由 
实 线 和 虚线 组 成 的 曲线 , 其 实 线 部 分 对 应 于 弱 族 激 波 , 而 虚线 部 分 对 应 于 强 族 
激 波 . 虚线 x = Xmax 是 (对 于 每 一 个 给 定 的 M1) 具有 最 大 偏 折 角 的 点 的 轨迹 ， 
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而 实 线 M2 = 1 把 间断 面 后 面 的 流动 分 为 超声 速 区 和 亚 声速 区 . 这 两 条 曲线 之 
间 的 狭窄 区 域 对 应 于 弱 族 激 波 , 不 过 它们 把 超声 速 气流 转变 为 亚 声速 气流 . 角 
w 在 虚线 x = xs 和 实 线 Mo = 1 上 的 值 之 差 (对 于 给 定 的 Mai) 处 处 都 不 超 
过 4.5°, 而 xmax 与 实 线 M2 = 1 上 的 值 x = xs 之 差 (同样 对 于 给 定 的 Ma) 不 
超过 0.5° @. 
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到 目前 为 止 , 我 们 一 说 起 激 波 , 都 认为 它 是 没有 厚度 的 几何 曲面 . 现在 考 
虑 实际 激 波 的 结构 . 我 们 将 看 到 , 间断 值 不 大 的 激 波 实际 上 是 有 限 厚度 的 过 渡 
层 , 并 且 厚 度 随 间断 值 的 增加 而 减 小 . 如 果 激 波 中 的 间断 值 不 是 小 量 , 则 间断 
的 发 生 确实 非常 急剧 ,以致 于 在 宏观 理论 中 讨论 其 厚度 是 没有 意义 的 . 

为 了 确定 过 渡 层 的 结构 和 厚度 , 必须 考虑 气体 的 黏 性 和 热传导 , 但 我 们 在 
此 之 前 一 直 忽 略 它们 的 影响 . 

激 波 关系 式 (85.1) 一 (85.3) 得 自 质 量 流 、 动 量 流 和 能 流 保 持 不 变 的 条 件 . 
如 果 把 激 波 看 做 有 限 厚 度 的 一 层 , 这 些 条 件 就 不 应 写 为 间断 面 两 侧 相关 物理 
量 相 等 的 形式 , 而 应 写 为 它们 在 过 渡 层 整个 厚度 上 保持 不 变 的 形式 . 第 一 个 条 
件 (85.1) 不 变 : 


pv = 7 = const. (93.1) 


在 其 余 两 个 条 件 中 应 当 考 虑 由 内 摩擦 和 热传导 引起 的 附加 的 动量 流 和 能 流 . 
由 内 摩擦 引起 的 ( 沿 z 轴 的 ) 动量 流 密度 由 黏 性 应 力 张 量 的 分 量 -c/， 给 
出 . 按照 该 张 量 的 一 般 表 达 式 (15.3), 我 们 有 
下 dv 
Car pi ($7+6) dz 
条 件 (85.2) 现在 变 为 以 下 形式 @: 
p+ pv? 一 ($7 十 0 2 = const. (93.2”) 
就 像 在 885 中 那样 , 我 们 引入 质量 体积 V, 以 便 根据 v = jV 代替 速度 v. 再 把 
等 式 右边 的 常量 通过 各 物理 量 在 激 波 前 方 (1 侧 ) 远 处 的 极限 值 表示 出 来 , 则 


@ 在 以 下 专著 中 可 以 找到 激 波 极 线 的 各 种 详细 图 像 (Y= 1.4): Liepmann H.W., Roshko A. El- 
ements of Gas Dynamics. New York: Wiley, 1957; Oswatitsch K. Gas Dynamics. New York: Academic 
Press, 1956. 

@ z 轴 的 正方 向 与 气流 通过 静止 激 波 的 方向 相同 , 如 果 转 换 到 使 激 波 前 方 气体 静止 的 参考 系 , 则 
激 波 本 身 将 向 x 轴 负 方向 运动 . 
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上 述 条 件 化 为 以 下 形式 : 
p-n1+(V -WV)- ($n+6)iT A =0. (93.2) 


其 次 , 由 热传导 引起 的 能 流 密度 是 一 xdT/dz, 由 内 摩擦 引起 的 能 流 密度 是 


了 4 dv 
一 Izi 人 一 一 Oo 一 一 ($7 十 ¢) vz 
因此 , 条 件 (85.3) 变 为 ® 
pv (% 十 号) - (5 7 十 6) 量 人 x = const, (93.3") 
或 者 , 再 把 v= jV 代入 其 中 并 用 带 下 标 1 的 量 表示 const: 
d wdT 


,2 
i Fn wa 和 < 
ww wh + Wi) ji ($7+6) VE 7 0. (93.3) 


我 们 将 在 这 里 研究 全 部 量 只 有 小 间断 值 的 激 波 . 于 是 , 过 渡 层 内 、 外 各 量 
的 差 值 一 Vi, p 一 pi 等 也 都 是 小 量 . 从 下 面 的 一 个 关系 式 可 以 看 出 , 1/6 (其 
中 6 是 激 波 宽度 ) 是 与 p 一 pi 同 阶 的 小 量 . 所 以 , 对 z 求 导 会 导致 相对 于 小 量 
的 量 级 增加 一 级 (例如 , 导数 dp/dz 是 二 阶 小 量 ). 

方程 (93.2) 乘 以 (V 十 WV)/2 后 再 与 方程 (93.3) 相 减 , 于 是 得 到 


(ww) -WP)(V+W)= 世 时 (93.4) 


(这 里 忽略 了 带 有 (V 一 六) dV/dz 的 一 项 , 因为 它 是 三 阶 小 量 )、 取 压强 和 和 为 
基本 的 独立 变量 , 我 们 把 (93.4) 左边 的 表达 式 按 p 一 p! 和 s 一 si 的 种 次 展开 . 
人 在 这 个 展开 式 中 ,p 一 pi 的 一 阶 项 和 二 阶 项 消失 (对 比 公 式 (86.1) 的 推导 过 程 )， 
所 以 忽略 更 高 阶 项 后 仅仅 得 到 T(s - s1). 我 们 把 导数 dT/dz 写 为 


dr /aT\ dp /8T\ ds 
dz = ( 豆 ) [5 dz- 

带 有 导数 ds/dz 的 一 项 是 三 阶 小 量 ( 见 下 文 ), 从 而 可 以 忽略 , 于 是 得 到 公式 
T(s— s1) = *() 92， 


它 把 函数 s(z) 通过 函数 p(z) 表示 出 来 . 


(93.5) 


@ 条 件 (93.1), (93.2') 和 (93.3') 其 实 都 是 定常 一 维 运动 的 相应 微分 方程 的 首次 积分 ， 一 一 详 者 
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我 们 注意 到 , 与 压强 间断 值 相 比 , 过 渡 层 中 的 差 值 s 一 sl 是 二 阶 小 量 , 而 
总 间断 值 sz 一 si 是 三 阶 小 量 (在 886 中 已 经 证 明 ). 这 是 因为 (将 在 下 面 证 明 )， 
压强 p(z) 在 过 渡 区 中 从 一 个 极限 值 P; 单调 增加 到 另 一 个 极限 值 pz, 而 由 导 
数 dp/dz 确定 的 烂 s(z) 在 过 渡 层 内 部 有 一 个 最 大 值 . 

用 类 似 的 方法 展开 方程 (93.2), (93.3) 并 把 它们 互相 组 合 在 一 起 , 就 可 以 
得 到 用 来 确定 函数 p(x) 的 方程 . 但 是 , 我 们 选择 另外 一 种 更 值得 注意 的 方法 ， 
这 样 就 能 够 更 清晰 地 理解 方程 中 各 项 的 来 源 . 

在 879 中 已 经 证 明 , 气体 的 单 色弱 扰动 (声波 ) 在 其 传播 过 程 中 发 生 衰减 ， 
吸收 系数 正比 于 频率 的 平方 : y = aw?, 正 系数 a 可 以 按照 公式 (79.6) 通过 两 种 
黏度 和 热 导 率 表示 出 来 . 那里 还 指出 , 为 了 描述 (任意 平面 声波 的 ) 这 种 衰减 ， 
还 可 以 在 线性 化 的 运动 方程 中 额外 引入 一 项 , 见 (79.9). 我 们 把 这 个 方程 中 对 
时 间 的 二 次 导数 改 为 对 坐标 的 二 次 导数 , 并 改变 导数 9p//8z 前 面 的 符号 (这 
对 应 着 向 z 轴 负 方向 传播 的 波 @), 从 而 写 出 


es we 一 QC 一 一 (93.6) 


其 中 2 是 压强 中 的 变化 部 分 . 
为 了 考虑 弱 非 线性 项 , 应 当 在 这 个 方程 中 引入 形 如 p' 9p//6z 的 项 : 


ee —— 二 QC ——. 93.7 
i (93.7) 


按 相 应 方式 展开 理想 (无 耗 散 ) 流体 的 流体 动力 学 方程 , 即 可 确定 非 线 性 项 系 
数 Qtp) 结果 为 


2 
a (B77) (93.8) 
(见习 题 1)&. 
方程 (93.7) 描述 扰动 在 弱 耗 散 弱 非 线性 介质 中 的 传播 . 当 它 用 于 描述 激 
波 的 传播 时 ,所 用 参考 系 应 使 ( 激 波 前 面 ) 未 受 扰 动 的 气体 静止 . 需要 寻求 具 
有 不 变 波形 (波形 不 依赖 于 时 间 ) 的 解 , 使 远离 激 波 处 的 压强 在 z 一 土 oo 时 等 


@ 传播 方向 的 这 种 选择 与 400 页 脚注 中 的 说 明 有 关 . 
@ 引入 新 的 未 知 函数 4 = 一 D'ap， 新 的 自 变量 《三 T 十 ct (代替 r), 并 取 k= ac3, 我 们 把 方程 
(93.7) 化 为 
Ou Du ou 
at 6 “ ac? 
这 个 形式 的 方程 称 为 伯 格 斯 方程 (J. M. 伯 格 斯 , 1940). 


(93.7a) 
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于 给 定 值 p。 和 pi. 差 值 p。 一 pi 是 激 波 中 的 压强 间断 . 
具有 不 变 波形 的 波 可 由 以 下 形式 的 解 描述 : 
p'(z, t) = Pp (T+ vt), (93.9) 


其 中 wv 是 这 种 波 的 传播 速度 . 把 它 代入 (93.7), 得 到 方程 


1 
其 首次 积分 为 
7 
te 0 


当 p! 的 值 对 应 于 dp//dé 在 无 穷 远 处 为 零 的 边界 条 件 时 , 等 式 右边 的 二 次 三 项 
式 应 当 为 零 . 如 果 规 定 p 从 激 波 前 方 未 受 扰动 的 压强 p, 算 起 , 则 这 些 值 等 于 
pa 一 Di 和 0. 这 意味 着 , 上 述 三 项 式 可 以 表示 为 


-如 区 -so 一 pz 
的 形式 , 并 且 常 量 w 可 以 按照 
v1 = c++ 2 (ps 一 Di) (93.11) 


通过 P 和 ps 表示 出 来 . 对 于 压强 p 本 身 , 方程 (93.10) 具有 以 下 形式 : 


oc 和 -2(p —P1)(p — p2)- 
这 个 方程 的 满足 所 需 条 件 的 解 为 
p= 于 了 人 + 全 toanh Pt 


这 就 解决 了 所 提问 题 . 再 返回 使 激 波 静 止 的 参考 系 , 我 们 把 激 波 中 的 压强 变化 
公式 写 为 以 下 形式 : 


站 
了 人 tanh 二 ， (93.12) 


@ 我 们 在 下 面 ($ 102) 将 看 到 , 当 波 在 无 耗 散 条 件 下 传播 时 ， 非 线性 效应 会 导致 波形 的 变化 一 一 
波 的 前 锋 逐 渐变 陡 . 这 种 变化 本 身 也 会 强化 耗 散 效应 ， 而 耗 散 效应 会 使 剖面 斜率 趋 于 变 小 (相关 变化 
量 的 梯度 趋 于 变 小 )， 在 非 线性 耗 散 介质 中 能 够 存在 波形 不 变 的 波 , 正 是 这 两 种 相反 的 趋势 彼此 平衡 
的 结果 . 
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其 中 i 
a 
"7 a pO VO) EM 
压强 从 pl 到 ps 的 全 部 变化 , 几乎 都 是 发 生 在 5 量 级 的 距离 上 , 该 距离 就 是 
激 波 的 厚度 . 我 们 看 到 , 激 波 厚度 随 激 波 强度 的 增 大 而 减 小 , 即 随 压 强 间 断 值 
po 一 pi 的 增 大 而 减 小 乌 . 
对 于 炉 在 激 波 内 部 的 变化 过 程 , 从 (93.5) 和 (93.12) 有 


x Or\ Vv 2 1 
9— 8 = Tg (名) (Wr) (p2 — Pp1) po Te (93.14) 


由 此 可 见 , 焙 不 是 单调 变化 的 , 它 在 激 波 内 部 (在 x = 0 处 ) 有 一 个 最 大 值 . 在 
Zz 二 土 %o 处 , 这 个 公式 给 出 同样 的 值 s = s1, 这 是 因为 炉 的 总 变化 量 sz 一 s1 是 
p2 一 pi1 的 三 阶 量 (对 比 (86.1)), 而 这 里 的 s 一 si 是 二 阶 量 . 

公式 (93.12) 在 定量 上 只 适用 于 差 值 m 一 pi 足够 小 的 情形 . 但 是 , 当 差 值 
pz 一 Pl 其 有 压强 zi, ps 本 身 的 量 级 时 , 我 们 可 以 用 公式 (93.13) 定性 地 确定 激 
波 厚 度 的 量 级 . 气体 中 的 声速 具有 分 子 热 运 动 速度 v 的 量 级 . 从 气体 动 理论 已 
经 知道 , 运动 茜 度 v ~ lv ~ lc, 其 中 1 是 分 子 的 平均 自由 程 . 所 以 a ~ 4/e (对 
热传导 项 的 估计 给 出 同样 的 结果 ). 最 后 , (2V/8p?)s ~ V/pP?, pV ~ c2. 把 这 些 
表达 式 用 于 (93.13), 我 们 得 到 


5 (93.15) 


因此 , 强 激 波 的 厚度 具有 气体 分 子平 均 自由 程 的 量 级 @. 但 是 , 在 宏观 的 
气体 动力 学 中 , 气体 被 看 做 连续 介质 , 平均 自由 程 必须 为 零 . 所 以 , 严格 地 说 ， 
纯粹 的 气体 动力 学 方法 不 能 用 来 研究 强 激 波 的 内 部 结构 . 


习 题 


1. 对 于 在 气体 中 传播 的 声波 , 求 方程 (93.7) 中 的 非 线性 项 系数 op. 
解 : 理想 (无 耗 散 ) 流体 一 维 运动 的 精确 流体 动力 学 方程 为 
Ov Ov l10p Op 


0 
本 更 十 二 La)=0 (1) 


Q 对 于 在 混合 气体 中 传播 的 激 波 ， 过渡 层 中 的 扩散 过 程 对 激 波 厚度 也 有 一 定 贡献 ， 关于 这 部 分 
贡献 的 计算 , 可 以 参考 : JIpakos C. II 2KypH. Skcnep. Teop. 中 3. 1954，27: 288. 

还 值得 一 提 的 是 , 即使 考虑 与 耗 散 有 关 的 激 波 结构 ， 弱 激 波 对 横向 调制 也 是 稳定 的 (对比 390 页 
的 脚注 ), 见 : Cnrekrop M. I. IIacpma B 2KypH. 9kKcmep, reop, 由 Ha, 1983, 35: 181 (Spektor M.D. JETP 
Lett. 1983, 35: 221). 


@ 强 激 波 伴随 着 温度 的 显著 增加 ， 应 当 把 1 理解 为 激 波 中 气体 的 某 种 平均 温度 下 的 平均 自由 程 . 


§93 激 波 的 厚度 ”405 


我 们 把 它们 展开 , 并 考虑 到 二 阶 小 量 . 为 此 , 令 
7 12 2 
p=po+p, po=m+ 瑟 + 三 ( 嘴 ) (2) 
如 果 把 方程 中 的 所 有 二 阶 量 都 化 为 含有 乘积 p' Bp'/6z 的 同样 形式 , 就 可 以 进行 简化 . 我 们 


为 此 指出 , 对 于 向 z 轴 负 方向 传播 的 波 (传播 速度 为 cj, 对 上 微分 等 价 于 对 zc 微分 . 这 
时 还 有 w= 二 一 p/cpo， 经 过 所 有 这 些 变换 后 , 我 们 从 (1) 和 (2) 得 到 以 下 方程 : 


By ia 

arr (3) 
Ov i OV\ ,Op 
人 + 疝 各 = 入 四 


(表示 各 物理 量 在 平衡 状态 下 的 常 值 的 下 标 0 已 经 被 省 略 ); 这 里 还 使 用 了 等 式 


( 玛 )- 疡 -7( 吨 ) 四 


(V = 1/p 是 质量 体积 ). 分 别 取 方 程 (3) 和 (5) 对 z 和 上 t 的 导数 , 再 让 它们 相 减 , 得 到 


了 下 OV\ 8 /Wy 
(8 
在 同样 的 精度 下 , 把 这 个 方程 左边 的 86/87 十 (1/c) 8/6t 改 为 20/87. 最 后 , 在 方程 两 边 消 
去 对 z 的 导数 , 并 对 比 所 得 方程 和 (93.7), 就 求 出 ap 的 值 (93.8). 

还 可 以 直接 从 (93.7) 得 到 速度 的 方程 , 而 不 必 重 复 与 上 述 过 程 类 似 的 计算 . 其 实 , (93.7) 
右边 的 一 阶 项 之 和 含有 算 子 8/6t 一 cB/8r， 而 该 算 子 应 当 视 为 一 阶 小 量 ， 因 为 在 线性 近 
似 下 ,函数 p(T，t) 经 过 它 的 作用 即 变 为 零 . 所 以 , 在 所 需 近 似 下 , 只 要 按照 线性 关系 式 
Pp' = 一 pcu 对 (93.7) 中 的 p' 进行 代 换 , 我 们 就 得 到 函数 v(z, t) 的 方程 : 


到 一 ac 一 -一 (6) 


-二 (各) 
Sep opi), 


它 是 无 量 纲 量 . 对 于 多 方 气体 , au = (7 十 1)/2. 
2. 用 非 线性 代 换 把 伯 格 斯 方程 (93.7a) 化 为 线性 热传导 方程 的 形式 (也 . 霍 普 夫 , 1950). 
解 : 利用 代 换 


其 中 


ut 人, 机 = -2x 区 In p(C, t) (1) 


可 以 把 方程 (93.7a) 化 为 


0 |1 Op (Ge 
w+) = 
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的 形式 , 所 以 


op Op _ dflt) 

HR (2) 
其 中 df/dt 表示 t 的 任意 函数 . 利用 变换 p 一 pe! ( 它 并 不 改变 待 求 函 数 u(C, 让 ) 可 以 
把 这 个 方程 化 为 所 需 形式 


O° 
芳 Hace (3) 
在 初始 条 件 2(C, 0) = gpo(C) 下 , 这 个 方程 的 解 由 公式 (51.3) 给 出 : 
OO __ ANV2 
2(G, t) = 天 | vote) exp -| d6 (4) 


初始 函数 po(C) 与 待 求 函 数 u(C,t) 的 初始 值 之 间 的 关系 为 


¢ 
Iino(C) = -起 / uo(C) d¢ (5) 


(可 以 任意 选取 积分 下 极限 ). 
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在 气体 中 存在 一 些 相 对 较 慢 的 弛 了 殉 过 程 , 如 较 慢 的 化 学 反应 , 分 子 的 不 同 
自由 度 之 间 较 慢 的 能 量 输 运 等 . 这 些 过 程 可 能 导致 激 波 厚 度 显著 增加 (51.B. 泽 
尔 道 维 奇 , 1946)@. 

设 7 为 弛 豫 时 间 的 量 级 . 气体 的 初 态 和 终 态 都 必须 是 完全 平衡 的 , 所 以 首 
先 显然 可 知 , 激 波 的 总 厚度 具有 Tvi 的 量 级 , 即 气 体 在 时 间 r 内 通过 的 距离 . 
此 外 , 如 果 激 波 强 度 超 过 一 个 确定 的 极限 , 其 结构 就 会 变 得 更 加 复杂 . 可 以 用 
下 述 方法 证 实 这 一 点 . 

在 图 67 中 , 实 线 表 示 在 假设 气体 终 态 是 完全 平衡 态 的 条 件 下 通过 给 定 初 
始点 1 的 激 波 绝热 线 , 该 曲线 在 点 1 处 切线 的 斜率 取决 于 在 881 中 被 记 为 co 
的 “平衡 " 声速 . 虚线 表示 在 假设 弛 豫 过 程 “ 被 冻结 >, 从 而 根本 不 发 生 这 种 过 程 
的 条 件 下 通过 同一 个 初始 点 1 的 激 波 绝热 线 , 该 曲线 在 点 1 处 切线 的 斜率 取 
决 于 在 §81 中 被 记 为 co 的 声速 值 . 

如 果 激 波 速 度 满 足 co < wi < cw, 则 蓄 12 的 位 置 如 图 67 所 示 , 它 是 下 面 
的 线段 , 在 这 种 情况 下 , 所 得 结果 是 激 波 厚度 的 单纯 增加 , 并 且 初 态 1 与 终 态 


@ 例如 , 在 双 原 子 气体 中 , 当 激 波 后 面 的 温度 达到 1000 一 3000 K 时 , 分 子 内 振动 的 激发 就 是 缓慢 
的 弛 阶 过 程 ， 当 温度 更 高 时 , 分 子 热 离 解 为 相应 原子 的 过 程 也 是 这 样 的 弛 耶 过 程 . 
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玉 
图 67 图 68 


2 之 间 所 有 的 中 间 态 均 可 由 pV 平面 上 线段 12 上 的 点 表示 . 这 是 因为 (在 忽 
略 通常 的 黏 性 和 热传导 时 ) , 气体 按 顺序 所 经 历 的 全 部 状态 都 满足 质量 守恒 方 
程 pv = j= const 和 动量 守恒 方程 p 十 六 V = const (对 比 8129 中 更 详细 的 类 
似 讨论 ). 

但 如 果 ww > coo, 则 弦 的 位 置 为 112'. 以 点 1 和 二 为 端点 的 线段 上 的 全 
部 内 点 都 根本 不 会 对 应 于 气体 的 任何 实际 状态 . 第 一 个 (点 1 之 外 的 ) 实际 点 
是 点 1', 相应 状态 相对 于 状态 1 中 的 弛 移 平 衡 态 完全 没有 差别 . 气体 从 状态 1 
压缩 到 状态 1' 是 通过 间断 实现 的 , 然后 (在 量 级 为 wr 的 距离 上 ) 被 逐渐 压缩 
到 终 态 2/. 

如 果 平 衡 条 件 下 和 非 平 衡 条 件 下 的 两 条 激 波 绝热 线 相 交 (图 68), 则 还 可 
能 存在 一 种 类 型 的 激 波 . 如 果 激 波 具 有 这 样 的 速度 , 使 弦 12 与 两 条 激 波 绝热 线 
的 交点 位 于 这 两 条 绝热 线 的 交点 之 上 (如 图 68 所 示 ), 则 弛 豫 过 程 将 伴随 着 压 
强 的 下 降 一 一 从 点 1 的 压强 值 下 降 到 点 2 的 压强 值 (C.IL. 季 亚 科 夫 , 1954)@. 
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在 893 中 讨论 激 波 结构 时 , 我 们 在 本 质 上 假设 了 符 度 和 温 导 率 就 像 通常 
那样 具有 同样 的 量 级 . 但 是 , x >v 的 情形 也 是 可 能 的 . 的 确 , 如 果 物 质 的 温度 
足够 高 , 则 将 出 现 一 种 附加 的 传 热机 理 一 一 物质 的 平衡 热 辐 射 . 辐射 对 黏 性 的 
影响 ( 即 对 动量 输 运 的 影响 ) 要 小 得 多 , 所 以 v 也 可 以 远 小 于 x. 我 们 在 这 里 
将 看 到 , 这 个 不 等 式 导 致 激 波 结构 的 极 重要 变化 . 


@ 这 样 的 情况 在 原则 上 可 以 出 现在 发 生 离 解 的 多 原子 气体 中 ,只 要 气体 分 子 在 激 波 后 方 的 平衡 
态 中 可 以 足够 完全 地 离 解 为 更 小 的 部 分 . 如 果 离 解 已 经 进行 得 非常 充分 , 以 至 于 在 加 热气 体 时 已 经 不 
再 需要 显著 消耗 能 量 来 维持 离 解 过 程 , 则 离 解 使 热 容 比 Y 的 值 增加 , 从 而 使 激 波 中 的 极限 压缩 率 降低 . 
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忽略 黏 性 项 后 , 我 们 把 决定 过 渡 层 结构 的 方程 (93.2) 和 (93.3) 写 为 以 下 
形式 : 
p+iV =p1+7 Wh, (95.1) 
x dT 72V2 a 3 
第 二 个 方程 的 右边 仅 在 过 渡 层 边界 上 才 为 零 . 因为 激 波 后 面 的 温度 应 当 高 于 
激 波 前 面 的 温度 , 所 以 由 此 可 知 , 沿 过 渡 层 的 整个 厚度 一 直 有 








(95.2) 


= Sn (95.3) 


即 温度 是 单调 递增 的 . 
在 过 渡 层 内 , 所 有 的 量 都 是 坐标 z 这 一 个 变量 的 函数 , 所 以 这 些 量 互 为 函 
数 . 取 关 系 式 (95.1) 对 V 的 导数 , 我 们 得 到 


op\ dT Op “i 
(六 /+ + 
对 于 气体 , 导数 (8p/8T)v 恒 为 正 ,所 以 导数 dT/dV 的 符号 取决 于 (8p/8V)r+ 六 


的 符号 . 在 状态 1 中 , 我 们 有 六 > 一 (8p1/8WVi) (因为 vi > c1), 又 因为 绝热 压 
缩 系数 总 是 小 于 等 温 压 缩 系 数 , 所 以 在 任何 情况 下 都 有 


因此 , 对 于 1 侧 , 导数 


如 采 这 个 导数 在 过 渡 层 中 处 处 为 负 , 则 在 气体 从 1 侧 运 动 到 2 侧 的 过 程 中 , 随 
着 物质 不 断 受 到 压缩 (V 减 小 ), 温度 将 单调 递增 , 这 与 (95.3) 一 致 . 换言之 , 我 
们 所 考虑 的 激 波 将 因为 热 导 率 很 大 而 变 厚 很 多 (厚度 可 能 达到 这 样 的 程度 , 以 
全 于 激 波 的 概念 本 身 这 时 只 是 一 个 称谓 而 已 ). 

如 果 


; Op 
gy 
地 ( a L (95.4) 


就 会 出 现 另 一 种 情况 (这 个 不 等 式 对 应 于 足够 强 的 激 波 , 参考 下 面 的 (95.7)). 
这 时 , 在 状态 2 下 有 dT2/dW&>0, 所 以 函数 T(V) 在 = 页 和 V=W 之 间 的 
某 处 有 一 个 最 大 值 (图 69). 显然 , 在 气体 从 状态 1 到 状态 2 的 变化 过 程 中 , V 
不 可 能 连续 变化 , 因为 不 等 式 (95.3) 这 时 必然 遭 到 破坏 . 
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因此 , 关于 从 初 态 1 到 终 态 2 的 变化 过 程 , 我 们 得 到 以 下 图 案 . 首先 出 现 
一 个 区 域 , 气体 在 这 里 受到 压缩 , 其 质量 体积 从 Vi 逐渐 变 为 V' (使 T(V) = 
第 一 次 成 立 的 V 值 , 见 图 69). 这 个 区 域 的 厚度 取决 于 热 导 率 , 并 且 可 能 相当 
大 . 然后 , 从 V' 压缩 到 Ww 是 在 等 温 条 件 下 (温度 T 保持 不 变 ) 以 间断 方式 实 
现 的 . 可 以 把 这 种 间断 称 为 等 温 间 断面 . 

假设 气体 是 理想 气体 , 我 们 来 确定 等 温 
间断 面 中 压强 和 密度 的 变化 . 如 果 把 动量 流 
连续 条 件 (95.1) 用 于 间断 面 的 两 侧 , 则 由 此 
给 出 


p +j2V' = po + 7W. 


对 于 热力 学 意义 上 的 理想 气体 , V = RT/jp, 
再 注意 到 T' = ZT, 我 们 得 到 


:2 :2 
J RT 2 RT> 
Tp 


这 个 关于 p' 的 二 次 方程 有 解 (除了 平凡 解 p' = po) 





/ 22 RT, 


22 加 
2 = pr 7 VW, (95.5) 
用 公式 (85.6) 表示 产 , 则 
_ 和 2 一 
一 
对 于 多 方 气体 , 再 根据 (89.1) 把 V/Vi 的 表达 式 代 入 此 式 , 我 们 得 到 
p = zl0 + 1)pi + (7 — 1)p2]. (95.6) 
因为 必 有 ps。 > p', 我 们 于 是 得 到 结论 : 只 有 当 压 强 po 与 p, 的 比值 满足 条 件 
a 有 证 汪 十 1 
> go (95.7) 


时 , 才 会 出 现 等 温 间 断面 cl 1910). 当然 , 直接 从 (95.4) 也 可 以 得 到 这 个 
条 件 . 
因为 气体 的 密度 在 给 定 温度 下 与 压强 成 正比 , 所 以 在 等 温 间断 面 中 , 密度 


比 等 于 压强 比 : 
以 玖 多 
二 (95.8) 


它 在 ps 增加 时 趋 于 (7 - 1)/2. 
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除了 p, p, » 等 量 在 间断 面 上 发 生 间 断 的 情形 , 还 可 以 存在 这 样 一 些 曲 面 : 
在 这 些 曲 面 上 , 这 些 量 (作为 坐标 的 函数 ) 本 身 保持 连续 , 但 是 具有 某 些 奇异 
性 . 这 些 奇异 性 可 以 是 各 种 各 样 的 . 例如 , 在 这 样 的 曲面 上 , 量 p, p, vw, … 对 
坐标 的 一 阶 导数 可 以 发 生 间 断 或 者 变 为 无 穷 大 , 或 者 它们 的 更 高 阶 导 数 具 有 
同样 的 性 质 . 我 们 把 所 有 这 样 的 曲面 都 称 为 弱 间 断面 , 以 便 与 强 间断 面 ( 激 波 
和 切 向 间断 面 ) 有 所 区 别 . 在 强 间 断面 上 , 上 述 各 量 本 身 发 生 间 断 . 我 们 指出 ， 
因为 这 些 量 本 身 在 弱 间 断面 上 是 连续 的 ， 所 以 它们 在 弱 间 断面 上 的 切 向 导数 
也 是 连续 的 , 只 有 法 向 导数 才 发 生 间 断 . 

通过 简单 的 讨论 就 容易 证 明 ， 弱 间断 面 以 声速 相对 于 ( 弱 间 断面 两 边 的 ) 
气体 传播 . 其 实 , 既然 函数 p, p, v, .… 本 身 不 发 生 间 断 , 在 弱 间 断面 附近 就 可 
以 把 它们 替换 为 与 之 相差 任意 小 量 并 且 没 有 任何 奇异 性 的 “光滑 ”函数 . 因此 ， 
以 压强 为 例 来 说 , 真正 的 压强 分 布 可 以 表示 为 没有 任何 奇异 性 的 完全 光滑 的 
分 布 po 与 该 分 布 在 弱 间 断面 附近 的 极 微小 扰动 p' 的 登 加 , 而 后 者 与 任何 小 扰 
动 一 样 以 声速 相对 于 气体 传播 . 

我 们 强调 , 在 激 波 的 情况 下 , 这 样 得 到 的 光滑 函数 与 真实 函数 之 差 一 般 根 
本 不 是 小 量 , 所 以 不 能 使 用 上 述 讨 论 方法 . 然而 , 如 果 激 波 中 的 间断 值 足够 小 ， 
则 仍然 可 以 采用 这 些 讨论 , 并 且 这 样 的 激 波 也 应 当 以 声速 传播 . 在 886 中 已 经 
用 男 一 种 方法 得 到 了 这 个 结果 . 

如 果 流 动 相 对 于 给 定 坐 标 系 是 定常 的 , 则 弱 间 断面 相对 于 该 坐标 系 静 止 ， 
而 气流 会 穿 过 弱 间 断面 . 这 时 , 气体 速度 在 弱 间 断面 上 的 法 向 分 量 应 当 等 于 声 
速 . 如 果 用 字母 a 表示 气体 速度 方向 与 弱 间 断面 的 切 平面 之 间 的 夹 角 , 则 应 有 
vn 二 Sin@ 一 c, 即 


C 
Sin a = 一 ， 
v 


亦 即 弱 间 断面 以 马赫 角 与 流 线 相 交 . 换言之 , 弱 间 断面 是 特征 面 之 一 . 只 要 注 
意 到 特征 面 的 物理 意义 一 一 小 扰动 沿 特征 面 传播 (§ 82), 很 自然 就 能 得 到 这 个 
结果 . 显然 , 在 气体 的 定常 流动 中 , 弱 间 断面 只 能 出 现 于 气流 速度 等 于 或 大 于 

关于 弱 间 断面 和 强 间 断面 的 形成 方法 , 二 者 有 本 质 区 别 . 我 们 将 看 到 , 激 
波 可 以 因为 气体 的 运动 而 在 连续 的 边界 条 件 下 自然 而 然 地 直接 形成 (例如 在 
声波 中 形成 激 波 , 8 102). 与 此 相反 , 弱 间 断面 不 能 自发 地 出 现 , 它们 总 是 因为 
流动 的 初始 条 件 或 边界 条 件 有 某 种 奇异 性 而 产生 的 . 这 些 奇 异性 就 像 弱 间断 
面 本 身 那 样 可 以 是 各 种 各 样 的 . 例如 , 弱 间 断面 可 以 因为 被 绕 流 物体 表面 上 有 
尖 角 而 产生 , 在 这 样 的 弱 间 断面 上 , 速度 对 坐标 的 一 阶 导 数 发 生 间 断 . 如 果 物 





§96 弱 间 断面 “411 


体 表面 没有 尖 角 , 但 其 曲率 有 间断 , 这 也 会 导致 弱 间 断面 的 产生 (这 时 速度 对 
坐标 的 二 阶 导 数 发 生 间断 ). 类 似 的 例子 很 多 . 最 后 , 流动 随时 间 变 化 的 任何 奇 
异性 都 会 导致 非 定常 弱 间 断面 的 产生 . 

当 气 流 穿 过 弱 间 断面 时 ,气体 速度 在 弱 间 断面 上 的 切 向 速度 总 是 指 疝 远 
离 相应 扰动 源 (例如 物体 表面 上 的 尖 角 ) 的 方向 , 而 弱 间 断面 正 是 因为 这 种 扰 
动 源 而 产生 的 . 我 们 说 , 弱 间 断面 是 从 该 扰动 源 “开始” 的. 这 是 扰动 在 超声 速 
流 中 的 传播 具有 方向 性 的 一 种 表现 一 一 扰动 只 能 向 下 游 传播 . 

黏 性 和 热传导 的 存在 导致 弱 间 断 具 有 一 定 厚 度 ， 所 以 弱 间 断 其 实 就 像 激 
波 那样 是 某 种 过 渡 层 . 但 是 , 与 激 波 不 同 的 是 , 激 波 的 厚度 只 依赖 于 其 强度 而 
不 随时 间 变 化 , 而 弱 间 断 的 厚度 从 它 形 成 开始 就 随时 间 而 增加 . 根据 弱 间 断 中 
的 位 移 与 微弱 声 扰动 的 传播 之 间 的 比拟 , 容易 (定性 地 ) 确定 弱 间 断 厚度 增加 
的 规律 . 当 存在 黏 性 和 热传导 时 , 最 初 集中 在 一 个 很 小 区 域内 的 扰动 ( 波 包 ) 随 
时 间 而 扩张 , 在 879 中 已 经 确定 了 这 种 扩张 规律 . 由 此 可 以 立即 得 出 结论 : 弱 
间断 的 厚度 6 满足 


6 ~ (acat)12， (96.1) 


其 中 t 是 从 弱 扰 动 形成 时 刻 算 起 的 时 间 , a 是 声 吸 收 公式 (79.6) 中 频率 平方 
项 的 系数 . 如 果 我 们 考虑 定常 流 , 则 间断 面 是 静止 的 , 这 时 应 当 讨论 到 弱 间 断 
始 发 处 的 距离 1, 而 不 是 时 间 t (例如 , 对 于 由 物体 表面 上 的 尖 角 引起 的 弱 间 断 ， 
1 是 到 尖 角 顶点 的 距离 ), 于 是 6 ~ (ac20)12@. 

在 本 节 的 最 后 , 必须 作出 类 似 于 §82 结尾 的 说 明 . 那里 曾经 指出 , 在 运动 
气体 状态 的 各 种 扰动 中 , 炉 扰 动 (在 定 压条 件 下 ) 和 涡 量 扰动 具有 特殊 的 性 质 . 
这 两 种 扰动 相对 于 气体 是 不 动 的 , 而 不 以 声速 传播 . 所 以 , 焙 和 涡 量 的 任何 弱 
间断 面 @ 相对 于 气体 静止 , 它们 在 静止 坐标 系 中 随 着 气体 本 身 一 起 移动 . 我 们 
将 把 这 样 的 弱 间 断面 称 为 切 向 弱 间 断面 . 它们 沿 流 线 伸展 , 这 一 点 完全 类 似 于 
切 向 强 间 断面 . 


但 是 , 我 们 强调 , 为 了 定量 地 确定 弱 间 断 的 结构 , 仅仅 利用 与 声波 之 间 的 比拟 是 不 够 的 ， 其 实 ， 
为 了 确定 声波 的 衰减 规律 , 可 以 假设 其 振幅 是 任意 小 的 ,从 而 利用 线性 化 的 运动 方程 ， 但 是 对 于 弱 间 
断 (以 及 弱 激 波 , 593), 必须 考虑 非 线性 方程 , 因为 假如 不 考虑 非 线性 方程 的 话 , 间断 本 身 就 不 存在 了 . 
在 899 习题 6 中 给 出 了 这 种 研究 的 实例 . 

@ 潢 量 的 弱 间 断面 是 指 速度 切 向 分 量 的 弱 间 断面 ， 例 如 , 切 向 速度 的 法 向 导数 可 以 发 生 间断 . 
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考虑 气体 从 大 容器 中 经 过 变 截面 管道 流出 的 定常 流动 . 这 样 的 变 截 面 管 
道 称 为 喷 管 . 我 们 假设 管道 内 的 气流 在 每 一 个 横 截面 上 都 是 均匀 的 , 而 速度 几 
乎 处 处 沿 着 管 轴 方 向. 为 此 , 管道 不 能 太 粗 , 其 横 截 面 的 面积 5 沿 管 轴 的 变化 
也 必须 足够 缓慢 . 因此 , 所 有 表征 流动 的 量 只 能 是 沿 管 轴 坐 标的 函数 . 在 这 些 
条 件 下 可 以 直接 应 用 在 §83 中 得 到 的 沿 流 线 成 立 的 那些 关系 式 , 以 便 计算 各 
量 沿 管 轴 的 变化 . 

单位 时 间 内 流 过 管道 横 截 面 的 气体 质量 , 即 所 谓 流量 , 等 于 Q = pvS. 这 
个 量 治 整个 管道 显然 应 当 保 持 不 变 : 


Q = Spv = const. (97.1) 


假设 容器 的 尺寸 远大 于 管道 的 直径 , 于 是 可 以 认为 容器 中 气体 的 速度 为 零 . 因 
此 , 在 $83 的 公式 中 , 所 有 下 标 为 0 的 量 都 表示 相应 各 量 在 容器 中 的 值 . 

我 们 已 经 看 到 , 质量 流 密 度 7 = pv 不 能 超过 某 个 极限 值 7 由 此 可 见 , 气 
体 总 流量 @ 的 可 能 的 值 (对 于 给 定 的 管道 和 容器 中 的 给 定 气 体 状态 ) 也 有 一 
个 上 限 Qmax. 容易 确定 最 大 流量 Qmax. 如 果 质 量 流 密度 值 不 是 在 管道 最 狭 
窗 处 达到 的 , 则 在 具有 更 小 横 截 面 面 积 5S 的 位 置 将 有 7 > j,, 但 这 是 不 可 能 的 . 
于 是 ,7 = 思 只 能 在 管道 最 狭窄 处 达到 , 我 们 把 这 里 的 横 截面 面积 记 为 Smin. 
因此 , 气体 总 流量 的 上 限 为 


9 ne 


人 aa 二 DP, Us Smin = VPopo (去 Ss (97.2) 
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首先 研究 向 出 口 端 单调 收缩 的 喷 管 , 其 最 小 横 截面 位 于 出 口 端 (图 70). 根 
据 (97.1), 质量 流 密 度 7 沿 管 道 单调 增加 . 气体 速度 v 也 单调 增加 , 而 压强 相应 
地 单调 下 降 . 在 管道 的 出 口 端 , 如 果 速 度 v 恰好 达到 cc 值 , 即 如 果 = cl = wv。 
( 带 有 下 标 1 的 字母 表示 各 量 在 出 口 端的 值 ), 则 


j 达到 最 大 的 可 能 值 . 同时 还 有 p= p。 
设 喷 管 外 部 介质 的 压强 p。 逐渐 降低 , 我 们 | i 
米 仔细 研究 气体 流动 方式 的 变化 . 当 外 部 压强 从 -| .一 > sn 


容器 中 的 压强 值 po 降低 到 p, 时 , 喷 管 的 出 D 压 | 
强 zi 也 随 之 降低 ， 并且 这 两 个 压强 (p 和 p.) 
始终 相等 . 换言之 , 压强 从 po 降低 到 p。 的 全 部 
过 程 都 发 生 在 喷 管 内 部 . 出 口 速 度 w 和 总 流量 图 70 
Q = 及 Smin 单调 增加 . 当 p。 = p, 时 , 出 口 速度 等 
于 当地 声速 , 而 流量 达到 最 大 值 Quaax. 当 外 部 压强 进一步 降低 时 ， 出 口 压强 
不 再 下 降 并 始终 等 于 p,, 而 压强 从 p。 降低 到 p。 的 过 程 已 经 发 生 在 喷 管 以 外 
的 环境 中 . 换言之 , 无 论 外 部 压强 如 何 下 降 , 气体 压强 沿 管道 只 能 从 po 下降 
到 p,, 而 不 可 能 下 降 得 更 多 . 例如 , 对 于 空气 (p, = 0.53po), 压强 最 多 只 能 下 降 
0.47po. 出 口 速 度 和 流量 ( 当 p。< p, 时 ) 也 保持 不 变 . 因此 , 气体 在 流 过 收缩 喷 
管 时 不 可 能 获得 超声 速 的 速度 . 

气体 在 流 过 收缩 喷 管 时 之 所 以 不 可 能 达到 超声 速 的 速度 ， 是 因为 速度 只 
能 在 这 种 喷 管 的 出 口 端 达到 当地 声速 . 显然 , 利用 先 收缩 再 扩张 的 喷 管 (图 71) 
就 可 以 达到 超声 速 的 速度 . 这 种 喷 管 称 为 拉 瓦 尔 喷 管 . 





图 71 图 72 


最 大 的 质量 流 密 度 j. (如 果 达 到 的 话 ) 仍然 只 能 出 现在 最 小 横 截 面 上 , 所 
以 这 种 喷 管 的 流量 也 不 能 超过 Swminj,. 在 喷 管 的 收缩 段 中 , 质量 流 密度 增加 
(而 压强 下 降 ). 图 72 中 的 曲线 给 出 了 对 p 的 依赖 关系 @, 这 对 应 于 从 点 e 向 点 
b 移动 . 如 果 在 横 截 面 Smin 上 达到 最 大 的 质量 流 密度 (图 72 中 的 点 怒 , 则 在 


@ 根据 公式 (83.15) 一 (83.17), 该 依赖 关系 为 


pt Ce 
po hd po E 
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喷 管 的 扩张 段 中 , 压强 继续 降低 , 而 7 也 开始 减 小 , 这 对 应 于 沿 图 72 中 的 曲线 
从 点 b 向 点 a 移动 . 于 是 , 质量 流 密度 j 在 喷 管 的 出 口 端 具有 一 个 确定 的 值 ， 
它 等 于 

.Smin 

J1imax 一 Js 9 ， 
而 与 此 相应 的 压强 值 在 图 72 中 由 记号 pi 表示 (曲线 上 的 某 点 d). 如 果 在 横 
截面 Smin 上 只 达到 某 点 e, 则 压强 在 喷 管 的 扩张 段 中 不 再 增加 , 这 对 应 于 从 点 
e 沿 曲 线 返 回 . 初 看 起 来 , 似乎 通过 形成 一 个 激 波 , 就 可 以 不 通过 点 b 而 从 曲 
线 的 cb 段 转 到 ab 段 . 然而 , 这 是 不 可 能 的 , 因为 “流入 ” 激 波 的 气体 不 可 能 具 
有 亚 声速 的 速度 . 

注意 到 所 有 这 些 说 明 , 现在 研究 流动 方式 在 外 部 压强 p. 逐渐 增加 时 的 变 
化 . 当 外 部 压强 从 零 增 加 到 很 小 的 值 pe = pi 时 , 在 横 截 面 Smin 处 总 是 达到 压 
强 p。 和 速度 v。= c。. 在 喷 管 的 扩张 段 中 , 速度 继续 增加 , 从 而 出 现 超声 速 气 
流 , 压强 则 相应 地 继续 降低 并 在 出 口 端 达到 值 pi, 这 个 值 与 pe 无关. 压强 从 pi 
降低 到 p。 是 在 喷 管 外 部 发 生 的 , 这 里 出 现 由 喷 管 出 口 边缘 发 出 的 稀疏 波 (在 
§112 中 有 相关 描述 ). 

当 p。 开始 超过 ph 时 , 出 现 从 喷 管 出 口 边缘 发 出 的 斜 激 波 , 它 把 气体 从 出 
口 压强 pi 压缩 至 压强 p。(§112). 但 是 , 我 们 将 看 到 , 只 有 在 激 波 强度 不 是 过 
大 的 情况 下 , 从 固 壁 才能 发 出 定常 激 波 (8 111). 所 以 , 当 外 部 压强 进一步 增加 
时 , 激 波 很 快 就 开始 向 喷 管 内 移动 , 并 且 在 激 波 前 的 喷 管 内 壁 上 出 现 分 离 . 当 
p。 取 某 个 值 时 , 激 波 到 达 喷 管 的 最 小 横 截 面 处 . 此 后 , 激 波 不 再 出 现 , 流动 处 
处 都 是 亚 声速 的 , 并 且 在 喷 管 扩张 段 (扩散 段 ) 的 壁面 上 出 现 分 离 . 当然 , 所 有 
这 些 复杂 现象 已 经 具有 显著 的 三 维特 性 . 





习题 
设 气 体 沿 管道 作 定常 流动 , 并 且 有 少量 热量 输入 一 小 段 管 道 , 求 气 体 流 过 这 一 小 段 管 
道 时 的 速度 变化 . 假设 气体 是 多 方 气体 . 
解 : 设 Sg 是 单位 时 间 内 输入 的 热量 (S 是 所 讨论 的 这 一 小 段 管道 的 横 截 面 面 积 ). 在 
加 热 段 的 两 边 , 质量 流 密度 j= pv 和 动量 流 密度 p 十 jv 保持 不 变 , 所 以 Ap = 一 jAv, 其 
中 A 表示 一 个 量 在 通过 这 段 喷 管 时 的 变化 . 能 流 密度 (也 十 v2/2)j 的 变化 为 g. 把 ww 写 为 


有 
二 


的 形式 , 我 们 得 到 (认为 Au 和 Ap 很 小 ) 


vjAv 十 -一 TOAv + vAp) = gq. 
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从 这 两 个 关系 式 中 消去 Ap, 求 出 


ea 
= 汪汪 





我 们 看 到 , 在 亚 声速 气流 中 , 输入 热量 使 流动 加 速 (Au > 0), 而 在 超声 速 气流 中 , 输入 热量 
使 流动 减速 (Av < 0). 
把 气体 的 温度 写 为 
es 
Rp Ri 


( 民 为 气体 常量 ), 我 们 求 出 温度 变化 的 表达 式 
_ 半 _ pH-Da (ec 2 
AT = Ri Pp hp) 7 E 人 ) 
对 于 超声 速 气流 , 这 个 表达 式 总 是 正 的 一 一 气体 的 温度 增加 ; 对 于 亚 声 速 气流 , 它 既 可 以 是 
正 的 , 也 可 以 是 负 的 . 


§ 98 管道 中 的 黏 性 可 讨 缩 气流 


考虑 足够 长 的 (等 截面 ) 管道 中 的 可 压缩 气流 , 这 时 不 能 忽略 气体 对 管 壁 
的 摩擦 , 即 不 能 忽略 气体 的 黏 性 . 我 们 将 假设 管 壁 是 绝热 的 , 所 以 气体 与 外 部 
介质 之 间 没 有 任何 热 交 换 . 

当 流 动 速度 达到 声速 量 级 或 超过 声速 时 (这 里 只 讨论 这 样 的 情况 )， 管 道 
中 的 气流 当然 是 满 流 (只 要 管道 的 直径 不 是 太 小 ). 满 流 的 重要 性 对 我 们 在 这 
里 的 问题 而 言 只 表现 在 一 个 方面 . 确实 , 我 们 在 843 中 已 经 看 到 , 湛 流 流动 的 
(平均 ) 速度 在 管道 的 整个 横 截 面 上 几乎 处 处 相同 ， 仅 在 非常 接近 管 壁 的 地 方 
才 迅 速 减 小 为 零 . 因此 , 我 们 将 认为 流动 速度 v 在 管道 的 整个 横 截 面 上 就 是 
常量 , 并 且 这 样 来 定义 v, 使 乘积 Spv (S 是 横 截 面 面 积 ) 等 于 气体 通过 管道 横 
截面 的 总 流量 . 

既然 气体 的 总 流量 Spv 沿 整 个 管道 保持 不 变 , 并 且 假 设 5 保持 不 变 , 所 
以 气体 的 质量 流 密度 也 应 当 保 持 不 变 : 


j= pv = const. (98.1) 
其 次 , 因为 管道 是 绝热 的 , 所 以 由 气体 携带 的 通过 管道 横 截 面 的 总 能 流 也 应 当 
保持 不 变 . 该 能 流 等 于 pvS(w 十 v3/2), 并 且 根 据 (98.1) 可 以 写 出 


v2 了 
ed 5 


至 于 气体 的 箭 s, 由 于 存在 内 摩擦 , 它 当然 根本 不 会 保持 不 变 , 而 是 随 着 气体 沿 
管道 向 前 运动 而 增加 . 如 果 z 是 沿 管 轴 的 坐标 , 并 且 z 轴 的 正方 向 与 流动 方 





= const. (98.2) 
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向 一 致 , 则 
和 六 办. (98.3) 
现在 求 关 系 式 (98.2) 对 z 的 导数 . 我 们 还 记得 dw = Tds 十 Vdp, 所 以 有 
ds dp dV 
人 0 
和 局 ,起 ay /VY dp ar a 
3 4 
人 一 ( 守 ) dr ( 吉 下 WE 
代入 此 式 , 得 到 
Ov ds _ 2 /OV dp 
sr 人 人) -vbr (CE) 
根据 熟知 的 热力 学 公式 ， 


oV 1 TOV 
-ss( 醒 ) 
气体 的 热膨胀 系数 是 正 的 , 所 以 根据 (98.3) 可 以 断定 等 式 (98.5) 左边 的 整个 
表达 式 也 是 正 的 . 于 是 , 导数 dp/dz 的 符号 与 表达 式 


2 
[的 ]-， 


当 示 二 用 理 二 es (98.6) 
dz dz 


因此 , 在 亚 声 速 流动 中 , 压强 沿 流动 方向 减 小 (与 不 可 压缩 流体 的 情形 相同 )， 
而 在 超声 速 流 动 中 , 压强 沿 管道 增加 . 

用 类 似 方法 可 以 确定 导数 dv/dz 的 符号 . 因为 了 = w/Y = const, 所 以 导数 
dv/dz 的 符号 与 dV/dz 的 符号 相同 . 利用 (98.4), (98.5) 可 以 把 后 者 通过 正 的 
导数 ds/dz 表示 出 来 , 结果 求 出 : 


的 符号 相同 . 我 们 看 出 ， 


当 w<c 时 , 他 > 0， 当 v>c 时 , 于 <0 (98.7) 

即 在 亚 声速 流动 中 , 速度 沿 流动 方向 增加 , 而 在 超声 速 流动 中 , 速度 沿 流动 方 
向 减 小 . 

管道 中 气流 的 任何 两 个 热力 学 量 彼此 互 为 函数 ， 这 种 函数 关系 与 诸如 管 

道 阻力 定律 之 类 的 因素 完全 无 关 . 这 些 函 数 依赖 于 作为 参量 的 常量 ) 并 且 由 
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方程 内 十 72Y2/2 = const 所 确定 . 从 气体 的 质量 守恒 方程 和 能 量 守恒 方程 中 消 
去 速度 , 即 可 得 到 这 个 方程 . 
我 们 以 简 对 压强 的 依赖 关系 为 例 , 来 说 明 这 种 函数 曲线 的 性 质 . 如果 把 
(98.5) 改写 为 
0 
dp T+7j2V(OV/Os), 
的 形式 , 我 们 就 看 出 , 焙 在 vw=e 的 点 有 极 值 . 容易 看 出 , 该 极 值 是 最 大 值 . 其 
实 , 对 于 s 对 p 的 二 阶 导 数 在 这 个 点 的 值 , 我 们 有 
ds| _ XV(OV/ap’), 
dp2 T+722V(OV/O0s)p 


(因为 处 处 都 假设 导数 (82V/8p?), 为 正 ). 
因此 , s 对 p 的 依赖 关系 曲线 具有 如 图 73 所 示 的 形状 . 亚 声速 区 位 于 最 大 
值 的 右 侧 , 而 超声 速 区 位 于 左 侧 . 当 参量 j 增加 时 ,曲线 的 位 置 越 来 越 低 . 其 
实 , 在 压强 p 保持 不 变 的 条 件 下 取 方程 (98.2) 对 j 的 导数 , 我 们 得 到 
本 上 
dj T+NRV(OV/Os); 


根据 上 述 结果 , 可 以 得 到 一 个 有 趣 的 结论 . 设 管道 入 口 处 的 气体 速度 小 于 
声速 . 炉 沿 流动 方向 增加 , 而 压强 沿 流 动 方向 降低 , 这 对 应 于 沿 曲线 s = s(p) 的 
厂 半 段 从 B 向 O 移动 (图 73). 但 是 , 这 只 能 继续 到 炉 达 到 其 最 大 值 为 止 . 沿 
曲线 进一步 同 点 O 左边 移动 ( 即 进入 超声 速 区 ) 是 不 可 能 的 , 因为 这 对 应 于 气 
体 的 焙 将 随 气 体 沿 管道 的 运动 而 减 小 . 从 曲线 的 BO 段 过 渡 到 O4 段 也 不 可 
能 通过 激 波 来 实现 , 因为 “流入 ” 激 波 的 
气体 不 可 能 具有 亚 声 速 的 速度 . 

于 是 , 我 们 得 到 结论 : 如 果 管 道 入 
口 处 的 气体 速度 小 于 声速 , 则 整个 管道 
中 的 流动 也 都 是 亚 声 速 的 . 速度 等 于 当 
地 声速 的 情况 (如 果 能 够 出 现 的 话 ), 只 
能 出 现在 管道 的 出 口 端 ( 这 要 求 出 口 端 
以 外 介质 的 压强 足够 小 ). 

为 了 在 管道 内 实现 超声 速 气流 , 必 
须 让 气流 在 进入 管道 时 就 已 经 具有 超 
声速 的 速度 . 根据 超声 速 气流 的 一 般 性 
质 (扰动 不 可 能 向 上 游 传 播 ), 进入 管道 后 的 气流 与 管道 出 口 处 的 条 件 完全 无 
关 . 特别 地 , 炳 将 以 完全 确定 的 方式 沿 管 轴 增 加 , 并 且 在 从 入 口 处 算 起 的 一 个 


0. 





图 73 
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确定 的 距离 xz = 从 处 达到 最 大 值 . 如 果 管 道 的 总 长 度 ! < i, 则 整个 管道 内 的 
流动 都 是 超声 速 的 (与 此 相对 应 的 是 沿 40 段 从 4 向 O 移动 ). 如 果 1 > 礁 , 则 
流动 不 可 能 在 整个 管道 内 都 是 超声 速 的 ， 同 时 也 不 可 能 光滑 地 过 渡 到 亚 声速 
流动 , 因为 沿 曲线 的 OB 段 移动 只 能 向 箭头 所 指 方向 进行 . 所 以 , 在 这 种 情形 
下 必然 形成 一 个 激 波 , 使 超声 速 流 跃 变 到 亚 声速 流 . 这 时 压强 增加 , 我 们 不 经 
过 点 O 就 从 40 段 过 渡 到 BO 段 , 并 且 其 余 管 道内 的 流动 都 是 亚 声速 的 . 
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在 某 些 只 有 特征 速度 参量 而 没有 特征 长 度 参 量 的 条 件 下 产生 的 流动 , 是 
一 维 非 定常 可 压缩 气流 的 一 个 重要 类 型 . 在 带 有 活塞 的 半 无 穷 长 圆柱 形 管道 
中 , 当 活 塞 开 始 匀速 运动 时 出 现 的 气流 , 就 是 这 种 流动 的 最 简单 的 例子 . 

这 种 流动 不 仅 取决 于 速度 参量 ， 还 取决 于 给 出 诸如 气体 在 初始 时 刻 的 压 
强 和 密度 的 其 他 一 些 参量 . 但 是 , 从 所 有 这 些 参量 不 能 构成 任何 具有 长 度 或 时 
间 量 网 的 组 合 . 由 此 可 见 , 所 有 物理 量 的 分 布 对 坐标 x 和 时 间 t 的 依赖 关系 ， 

只 能 通过 对 具有 速度 量 纲 的 比值 z/t 的 依赖 关系 表现 出 来 . 换言之 , 这 些 分 布 
在 不 同时 刻 是 彼此 相似 的 其 差别 仅仅 在 于 沿 z 轴 的 比例 与 时 间 成 正比 地 增 
加 . 可 以 说 , 如 果 采 用 正比 于 时 间 t 而 增加 的 单位 来 度量 长 度 , 则 流动 图 像 根 
流动 是 日 相似 的 . 

对 于 只 依赖 于 一 个 坐标 z 的 流动 , 炉 守 恒 方 程 为 





如 采 认 为 所 有 的 量 只 依赖 于 变量 上 = z/t, 并 且 注 意 到 这 时 


8 1d 6 8 
az td HU de 
则 有 (wz -6)s' = 0 ( 撤 号 在 这 里 表示 对 € 的 导数 ), 所 以 s' = 0, 即 s = const @. 
于 是 , 一 维 自 相似 流 不 仅 是 绝热 的 , 而 且 是 等 焙 的 . 类 似 地 , 从 欧 拉 方程 的 y 分 
量 和 z 分量 方程 


可 知 , wy 和 vz 都 是 常量 . 不 失 一 般 性 , 我 们 在 下 面 可 以 把 它们 取 为 零 . 


四 如 果 假 设 vs 一 € = 0, 这 就 与 其 余 运动 方程 矛盾 ,因为 从 (99.3) 可 得 vs = const, 而 这 不 符合 
上 述 假设 . 
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其 次 , 连续 性 方程 和 欧 拉 方 程 的 z 分量 方程 具有 以 下 形式 : 


Ov Ov 10p 


和 “ 一 par (99.2) 
(在 这 里 和 下 面 把 wz 写 为 v). 在 引入 变量 € 后 , 它们 化 为 
(v—é)p'+pv’ =0, (99.3) 
SE Tm A ' (99.4) 
Re 


(因为 焕 保 持 不 变 , 所 以 在 第 二 个 方程 中 写 出 p' = (6p/8p)。p' = ce2p1). 

这 些 方程 首先 有 平凡 解 v = const, p = const, 即 常 速 均匀 流 . 为 了 寻求 非 
平凡 解 , 从 方程 中 消去 p' 和 w 后 得 到 等 式 (v 一 ?= 所 以 &=wv 土 c. 写 出 
带 正 号 的 关系 式 : 

= =v+c (99.5) 


(这 样 选择 符号 意味 着 , 我 们 采用 一 定 条 件 来 选取 z 轴 的 正方 向 , 其 含义 将 在 下 
文中 加 以 说 明 ). 最 后 , 把 vw 一 € = -ce 代入 (99.3), 得 到 cp' = pv', 即 cdp = pdv. 
声速 是 气体 热力 学 状态 的 函数 . 选取 炉 s 和 密度 p 作为 基本 的 热力 学 量 , 则 当 
烂 的 常 值 给 定时 , 我 们 可 以 把 声速 理解 为 密度 的 函数 c(p), 从 而 根据 所 得 等 式 


3 d d 
= SE 1 
v -】 ; a (99.6) 
还 可 以 把 这 个 公式 写 为 
业 = / V—dpdV (99.7) 


的 形式 , 这 里 并 没有 预先 确定 独立 变量 . 
公式 (99.5), (99.6) 给 出 了 运动 方程 的 待 求 的 解 . 如 果 已 知 函 数 c(p), 我 们 
就 可 以 按照 公式 (99.6) 来 计算 速度 v 作为 密度 的 函数 . 于 是 , 方程 (99.5) 以 隐 
函数 的 形式 给 出 密度 对 z/t 的 依赖 关系 , 然后 还 可 以 确定 其 余 各 量 对 z/t 的 依 
我 们 来 揭示 上 述 解 的 某 些 一 般 性 质 . 取 方 程 (99.5) 对 z 的 导数 , 得 到 
op dv 十 c) _ 
和 = 1. 


对 于 v+e 的 导数 , 利用 (99.6) 有 
dv 二 cj ec dc 


一 -一 一 一 十 一 一 


1 
dp p dp padp 


(99.8) 
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取 这 个 表达 式 的 导数 , 得 到 














d(pc) ad(pe) ”pc (OV ) 
(mr): (99.9) 
因此 ， 分 2 
二 虽 pe (3 ) >0. (99.10) 


于 是 从 (99.8) 可 知 , 当 上 >0 时 有 6p/9z > 0. 注意 到 9p/6z = ce? 8p/8z, 我 们 
还 得 到 6p/6z > 0. 最 后 , 我 们 有 Bw/8zx = (ce/p)6p/8z, 所 以 Bo/az > 0. 因此 ， 
我 们 有 不 等 式 : 

— > 0， Bz > 划 。 > > (99.11) 


如 果 选 定 一 个 在 空间 中 移动 的 气体 微 元 并 观察 该 气体 微 元 的 各 物理 量 随 
时 间 的 变化 , 而 不 是 观察 它们 沿 z 轴 的 变化 (对 于 给 定 的 四 , 则 上 述 不 等 式 的 
意义 就 变 得 更 加 清晰 . 这 些 变化 由 对 时 间 的 全 导数 确定 ; 以 密度 为 例 , 利用 连 
续 性 方程 , 我 们 有 
dp Op Op Ov 
dt Ot dr for 
根据 (99.11) 中 的 第 三 个 不 等 式 , 这 个 量 是 负 的 . 导数 dp/dt 当然 也 是 负 的 , 于 是 


2 (99.12) 


用 类 似 方 法 可 以 证 明 dv/dt < 0 (利用 欧 拉 方 程 (99.2)), 但 这 并 不 意味 着 
速度 的 大 小 随时 间 而 减 小 , 因为 v 也 可 以 是 负 的 . 

不 等 式 (99.12) 表明 , 每 一 个 气体 微 元 的 密度 和 压强 都 随 着 它 的 运动 而 减 
小 . 换言之 , 气体 在 运动 过 程 中 变 得 越 来 越 稀疏 . 所 以 , 这 种 运动 可 以 称 为 非 定 
常 稀疏 波 巴 ， 

黎 巩 波 沿 zx 轴 只 能 传播 有 限 距 离 , 因为 从 公式 (99.5) 已 经 可 以 看 出 , 该 公 
式 在 z 一 土 %o 时 给 出 无 穷 大 速度 , 而 这 是 没有 意义 的 结果 . 

我 们 把 公式 (99.5) 应 用 于 稀疏 波 所 占 空 间 区 域 的 边界 平面 . 这 时 , z/ 是 
该 边界 平面 相对 于 所 选 静止 坐标 系 的 运动 速度 . 它 相 对 于 气体 本 身 的 速度 为 


包 只 有 当初 始 条 件 有 某 种 特性 时 才 会 出 现 这 种 运动 (例如 在 活塞 问题 中 ， 活 塞 的 速度 在 时 刻 
t= 二 0 发 生 突 跃 式 变化 )， 相 反 的 运动 只 有 在 活塞 按照 完全 确定 的 规律 讨 缩 气体 时 才能 出 现 . 
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z/t 一 v, 并 且 根 据 (99.5), 这 个 速度 正好 等 于 当地 声速 . 这 意味 着 , 稀疏 波 的 边 
界 是 弱 间 断面 . 因此 , 不 同 具 体 情 形 下 的 自 相 似 流 是 由 黎 芷 波 和 均匀 流 区 域 所 
组 成 的 , 它们 以 弱 间 断面 为 分 界面 (此 外 , 当然 也 可 以 存在 以 激 波 为 分 界面 的 
匀 匀 流 区 域 ). 

现在 可 以 看 出 , 我 们 之 所 以 这 样 选 择 公式 (99.5) 中 的 符号 , 是 为 了 与 这 些 
弱 间 断面 相对 于 气体 癌 x 轴 正 方向 运动 的 假设 相对 应 , 不 等 式 (99.11) 正好 与 
这 样 的 选择 有 关 . 但 是 , 不 等 式 (99.12) 显然 与 z 轴 的 方向 没有 任何 关系 . 


在 提出 具体 问题 时 , 通常 必须 考虑 稀疏 疲 的 一 
侧 与 静止 气体 区 域 相 邻 的 情况 . 设 这 个 区 域 (图 74 1 -| | 


中 的 工区 ) 位 于 生殖 波 的 右 侧 , II 区 古稀 琉 波 ,而 一 | 


II 区 是 以 恒定 速度 运动 的 气体 . 图 中 的 箭头 指示 


汪 遂 
| 
| 


a 
气体 以 及 作为 稀疏 波 边 界 的 弱 间断 面 的 运动 方向 
( 弱 间 断面 a 必然 向 静止 气体 一 侧 运 动 , 但 弱 间 断 网 
面 b 可 以 在 两 个 方向 上 运动 , 这 取决 于 稀疏 波 中 的 速度 值 ; 请 对 比 习题 2). 在 
多 方 气体 假设 下 , 我 们 写 出 这 种 稀疏 波 中 各 量 之 间 的 显 式 关系 式 . 在 绝热 过 程 
中 , pTW(7W = const. 因为 声速 正比 于 VT, 所 以 可 把 这 个 关系 式 写 为 
2/{7—1) 
p=po (三 ) (99.13) 


的 形式 . 把 这 个 表达 式 代 入 积分 (99.6), 得 到 





2 2 
"= /= 1 
积分 常数 是 这 样 选取 的 : 当 w=0 时 c= co (用 下 标 0 表示 各 量 在 气体 静止 处 
的 值 ). 我 们 将 把 所 有 的 量 通 过 wv 表示 出 来 , 并 且 应 当 注 意 , 根据 各 区 域 位 置 的 
上 述 约定 , 气体 速度 指向 z 轴 的 负 方 向 , 于 是 v < 0. 因此 ， 





E 二 名 一 1 (99.14) 
这 样 就 用 气体 速度 给 出 了 当地 声速 . 代入 (99.13), 我 们 求 出 密度 
2/(7—1) 
p=p0 (1- 2) (99.15) 
类 似 地 求 出 压强 
27/(7-—1) 
ea ( 3 | (99.16) 
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最 后 , 把 (99.14) 代入 公式 (99.5), 得 到 
lv| = 


这 给 出 v 对 z 和 + 的 依赖 关系 . 
量 e 在 本 质 上 不 可 能 是 负 的 , 所 以 根据 公式 (99.14) 可 以 得 到 一 个 重要 结 
论 : 速度 必须 满足 不 等 式 


1 (a 3 ~) (99.17) 


2c0 
1 (99.18) 


当 速 度 达 到 这 个 极限 值 时 , 气体 的 密度 (以 及 p 和 c) 等 于 零 . 因此 , 原来 静止 
的 气体 在 黎 琉 波 中 经 历 非 定常 膨胀 后 , 只 能 加 速 到 不 超过 2co/(7 - 1) 的 速度 . 

我 们 在 本 节 最 前 面 已 经 提 到 过 自 相 似 流 的 一 个 简单 例子 : 当 活 塞 开 始 常 
速 运动 时 在 圆柱 形 管道 中 出 现 的 流动 . 如 果 管 道内 的 活塞 向 外 运动 , 则 活塞 后 
面 的 气体 发 生 膨胀 , 从 而 形成 上 述 稀 跑 波 . 如 果 活 塞 向 管道 内 运动 , 则 活塞 压 
缩 前 面 的 气体 , 这 时 在 活塞 前 方形 成 一 个 沿 管道 向 前 传播 的 激 波 , 因为 只 有 这 
样 才能 过 渡 到 原来 较 低 的 压强 ( 见 本 节 习 题 )@. 


lv| < 


习 题 


1. 设 气 体 充满 带 有 活塞 的 半 无 穷 长 圆柱 形 管道 , 在 初始 时 刻 , 活塞 开始 以 常 速度 UU 
向 管道 内 运动 . 认为 气体 是 多 方 气体 , 求 由 此 产生 的 气流 . 

解 : 在 活塞 前 面 形成 一 个 沿 管道 向 前 运动 的 激 波 . 在 初始 时 刻 , 该 激 波 与 活塞 占据 同样 
的 位 置 , 但 是 激 波 接 下 来 就 “超越 " 活塞 , 于 是 在 激 波 与 活塞 之 间 出 现 一 个 气体 区 域 (2 区 ). 
v 在 激 波 前 面 的 区 域 (1 区 ) 中 , 气体 的 压强 等 于 其 初始 值 p1， 
而 速度 (相对 于 管道 ) 等 于 零 . 在 2 区 中 , 气体 常 速 运动 , 其 
速度 就 是 活塞 的 速度 U (图 75). 因此 , 1 区 和 2 区 气体 的 
速度 差 也 等 于 U, 根据 公式 (85.7) 和 (89.1) 就 可 以 写 出 


x U = V(pz — Pi)(Vi — V2) 


~| 


U 


ey i 
图 75 i (7Y— lpi + (7+ 1)p, 


@ 我 们 再 提出 一 个 类 似 的 三 维 自 相似 问题 由 均匀 膨胀 球面 引起 的 中 心 对 称 气流 (JI. H. 谢 多 夫 ， 
1945; G.I. 泰勒 , 1946)， 在 脱 胀 球面 前 方形 成 一 个 常 速 传播 的 球面 激 波 . 与 一 维 情形 不 同 的 是 , 膨胀 球 
面 与 激 波 之 间 的 气体 运动 速度 不 是 均匀 的 , 该 速度 作为 比值 r/t 的 函数 所 满足 的 方程 (该 方程 还 可 以 
用 来 确定 激 波 的 传播 速度 ) 不 能 用 解析 方法 求解 . 见 : Cenos JI.H. Meronmsr nono6us pa3mepHOcT™ 
B MexaHHKe, 10-e n3n. Mocksa: Hayka, 1987 (第 八 版 中 译本 : AI. TH. 谢 多 夫 . 力学 中 的 相似 方法 与 量 纲 
理论 . 沈 青 , 倪 钠 非 , 李 维 新 译 . 北京 : 科学 出 版 社 ，1982). 第 四 章 8 6; Taylor G.I. Proc. Roy. Soc. A. 
1946, 186: 273. 
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对 于 活塞 与 激 波 之 间 的 气体 压强 pa, 由 此 得 到 


2 2772 
We de} PR A ji + 


pi 4 1 C1 16c? 
知道 了 pz, 就 可 以 按照 公式 (89.4) 计算 激 波 相对 于 两 边 气体 的 速度 . 因为 1 区 气体 静止 ， 
所 以 激 波 相 对 于 它 的 速度 就 是 激 波 沿 管道 的 传播 速度 . 如 果 沿 管 轴 的 坐标 Z 从 活塞 的 初始 
位 置 算 起 (并 且 气 体位 于 x > 0 的 一 边 ), 则 对 于 激 波 在 时 刻 t 的 位 置 , 我 们 得 到 


t+ 2 + 


(而 活塞 的 位 置 为 z= Ut). 

2. 问题 同上 , 但 活塞 以 速度 U 向 管道 外 运动 . 

解 : 与 活塞 相 邻 的 气体 (图 76 (a) 中 的 1 区 ) 以 常 速度 
一 U 向 Z 轴 负 方 向 运动 , 该 速度 就 是 活塞 的 速度 . 稀 玖 波 2 紧 
随 其 后 , 其 中 的 气体 向 z 轴 负 方向 运动 , 而 气体 速度 按照 线性 
规律 (99.17) 从 一 U 变 到 零 . 压强 按照 规律 (99.16) 从 1 区 
气体 中 的 值 





237/(7 一 1) 
人 
Pi 三 Po ( 5 滞 图 76 


变 到 3 区 静止 气体 中 的 值 po. 条 件 凡 = 一 U 给 出 1 区 和 2 区 的 分 界面 . 根据 (99.17), 我 
们 得 到 


(c 是 1 区 气体 中 的 声速 ). 在 2 区 和 3 区 的 分 界面 上 = 0, 所 以 了 = cot. 这 两 个 分 界面 都 
是 弱 间 断面 . 第 二 个 分 界面 总 是 向 右 ( 即 向 远离 活塞 的 方向 ) 传播 , 而 第 一 个 分 界面 (1 与 
2 的 分 界面 ) 既 可 以 向 右 传 播 (如 图 76 (a) 所 示 ), 也 可 以 
向 左 传播 (如 果 活 塞 速 度 U > 2co/(7 十 1)). 村 

上 述 流动 图 像 仅 在 U < 2co/(7 一 1) 的 情况 下 才 会 D。 
出 现 . 如 果 U > 2co/(7 一 1), 在 活塞 后 面 就 会 形成 一 个 
真空 区 (气体 跟 不 上 活塞 )， 它 从 活塞 一 直 延 伸 到 坐标 为 + 
T= 二 一 2cot/(Y 一 1) 的 点 (图 76(b) 中 的 1 区 ), 在 这 个 (ro) 
点 有 了 一 一 2co/(7 一 1). 接 下 来 是 2 区 , 气体 速度 在 这 个 5。 
区 域 中 下 降 到 零 (在 点 了 = cot). 最 后 是 充满 静止 气体 的 ”1 
3 区 . (b) 

3. 设 气 体 充 满 一 端 (z = 0) 有 阀门 的 半 无 穷 长 圆柱 co 
形 管道 (z > 0). 在 时 刻 t = 0 打开 内 门 , 气体 流入 外 部 
介质 , 而 外 部 介质 的 压强 pe 小 于 管道 内 的 初始 压强 po. 图 77 
求 由 此 产生 的 气流 . 

解 : 根据 公式 (99.16), 设 一 ve 是 外 部 压强 pe 所 对 应 的 气体 速度 . 当 上 > 0 时 ,在 z=0 
处 应 有 二 一 Ve. 如果 ve < 2co/(7Y 十 1), 则 所 得 速度 分 布 如 图 77(a) 所 示 . 当 ve=2co/(7 二 1) 


号 | 并 


~| 沁 


- 424 ， 第 十 章 一 维 可 压缩 气流 


时 (这 对 应 于 出 口 速度 等 于 当地 声速 的 情况 ; 只 要 在 公式 (99.14) 中 令 v=c, 就 容易 证 明 
这 个 结论 ), 等 速 区 域 消失 , 于 是 得 到 如 图 77 (b) 所 示 的 图 案 . 量 2co/(Y 十 1) 是 在 上 述 条 件 
下 气体 从 管道 中 流出 的 最 大 可 能 的 速度 . 如 果 外 部 压强 满足 


了 ) 


7+T 


De < po ( 

相应 速度 ve 就 会 超过 2co0/(Y 十 1)， 其 实 , 管道 出 口 处 的 压强 这 时 仍然 等 于 其 极限 值 (不 
等 式 (1) 的 右边 ), 出 口 速度 仍然 等 于 2co/(7 十 1), 而 压强 的 进一步 下 降 (下 降 到 pe) 发 生 
在 外 部 介质 中 . 

4. 设 一 条 无 穷 长 管道 由 活塞 分 开 , 一 侧 (z < 0) 在 初始 时 刻 充 满 压强 为 po 的 气体 , 而 
另 一 侧 (z > 0) 是 真空 . 求 活塞 在 膨胀 气体 作用 下 的 运动 . 

解 : 在 气体 中 出 现 稀 朴 波 , 它 的 一 个 边界 与 活塞 一 起 向 右 运动 , 而 另 一 个 边界 向 左 运 
动 . 活塞 的 运动 方程 为 

dU y—1U 27y/(7—1) 
i ( 

(U 是 活塞 的 速度 , m 是 单位 面积 活塞 的 质量 )， 积分 后 得 到 


(ED 
xzO= 2 全- + ed } 
7—1 2mco 


5. 求 等 温 自 相 似 黎 朴 波 中 的 流动 . 


解 : 等 温 声速 为 
车- 至 


于 是 在 恒定 温度 下 cr = const = cr,. 所 以 , 根据 (99.5), (99.6) 求 出 


"=cmhn 六 = om 有 元 二 二 一 CTu. 
5. 利用 伯 格 斯 方程 (893) 来 确定 稀 玖 波 与 静止 气体 之 间 弱 间断 的 结构 , 认为 该 结构 
与 耗 散 有 关 . 
解 : 设 静 止 气体 位 于 弱 间 断 左 边 , 稀 足 波 位 于 弱 间 断 右 边 (这 时 弱 间 汤 向 左 传 播 }. 如 
果 不 考 虑 耗 散 , 则 在 第 一 个 区 域 中 有 v= 二 0, 第 二 个 区 域 中 的 运动 可 由 方程 (99.5)，(99.5) 
(c 的 符号 相反 ) 描述 , 并 且 速 度 uv 在 弱 间 断面 附近 很 小 . 精确 到 u 的 一 阶 小 量 , 我 们 有 
二 = (+ mg] = 一 C0 十 aou， 
0 
式 中 a 由 (102.2) 定义 , 下 标 0 表示 各 量 在 v= 二 0 时 的 值 (下 面 省 略 该 下 标 ). 
在 向 左 传播 的 稀 榴 波 中 , 速度 在 精确 到 二 阶 小 量 时 满足 893 习题 1 中 的 方程 (6), 即 
伯 格 斯 方程 
Ou au ,Du 
RK Moa’ 
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其 中 岂 = ad, 未知 量 以 二 awv 是 上 和 (=z 十 过 的 函数 , 而 变量 5 表示 在 每 个 时 刻 蕊 到 弱 
间断 的 距离 . 需要 求 出 这 个 方程 的 连续 解 , 使 它 满足 不 考虑 耗 散 时 的 相应 边界 条 件 
当 5 一 oo 时 = 人， 当 《 一 一 co 时 4 二 (0. 
根据 弱 间 断 厚 度 的 增长 规律 (96.1), 变量 应 当 与 变量 C 一 起 以 组 合 z 二 C/Vt 的 形式 出 
现在 解 中 ， 如 果 取 op 
ul(t, C) < cy ( 专 ) , 
这 样 的 解 就 能 满足 上 述 边 界 条 件 . 函数 小 与 893 习题 2 中 的 函数 p 之 间 的 关系 为 
d d 
2mp= /vat = /va 
所 以 p 只 依赖 于 z, 并 且 


d 
ww(z) = 242 jn op(z). 


该 习题 中 的 方程 (3) 化 为 2Jp” 二 -zip! 的 形式 , 于 是 
yp(z) = fe dz. 
满足 边界 条 件 的 解 为 
po a = 
U2 C= 8 ee f ee 一 = /4 dz 
最 后 , 对 于 速度 v(C，t)， 


1/2 co 2 一 二 
v(C, t) = e5 /4pt | 
at 6/2v 王 


这 就 确定 了 弱 间 断 的 结构 . 
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在 运动 的 初始 条 件 中 存在 间断 ， 这 可 能 是 在 气体 中 出 现 间 断面 的 最 重要 
原因 之 一 . 一 般 而 言 , 可 以 用 任意 方式 给 出 初始 条 件 ( 即 速度 、 压 强 等 量 的 初 
始 分 布 ). 特别 地 , 这 些 初始 分 布 根 本 不 必 处 处 都 是 连续 函数 , 它们 可 以 在 某 些 
曲面 上 有 间断 . 例如 , 如 果 在 某 个 时 刻 让 压强 不 同 的 两 团 气体 发 生 接触 , 则 它 
们 的 接触 面 就 是 初始 压强 分 布 的 间断 面 . 

壬 要 的 是 , 对 于 初始 条 件 中 的 间断 面 (我 们 将 称 之 为 初始 间断 ), 各 种 量 
的 间断 值 可 以 是 完全 任意 的 , 相互 之 间 不 必 存 在 任何 关系 . 但 是 我 们 知道 , 对 
于 那些 能 够 在 气体 中 稳定 存在 的 间断 面 , 应 当成 立 一 些 确定 的 条 件 . 例如 , 激 
波 中 的 密度 间断 值 和 压强 间断 值 由 激 波 绝热 线 联系 起 来 . 所 以 , 如 果 初 始 间断 
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不 满足 这 些 必要 条 件 , 它 显然 无 论 如 何 也 不 可 能 继续 以 这 种 方式 存在 . 一 般 而 
言 , 初始 间断 会 分 解 为 儿 个 随时 间 而 互相 远离 的 间断 面 , 其 中 每 一 个 都 是 一 种 
可 能 类 型 的 间断 面 ( 激 波 、 切 向 间断 面 、 弱 间断 面 )Q 

在 从 初始 时 刻 t= 0 开始 的 很 短 时 间 内 , 由 初始 间断 分 解 而 成 的 儿 个 间断 
面 还 没有 互相 远离 , 于 是 所 讨论 的 全 部 流动 都 发 生 在 初始 间断 附近 很 窄 的 区 
域内 . 在 一 般 情况 下 , 通常 只 要 单独 考虑 初始 间断 的 各 个 微 元 即 可 , 并 且 可 以 
认为 每 一 个 这 样 的 微 元 都 是 平 的 , 从 而 可 以 只 考虑 平面 间断 面 . 我 们 取 该 平面 
作为 yz 平面 . 根据 对 称 性 显然 可 知 , 当 t > 0 时 , 由 初始 间断 分 解 而 成 的 间断 
面 也 是 平面 , 并 且 垂直 于 z 轴 . 整个 流动 图 像 只 依赖 于 坐标 = (及 时 间 ), 问 是 
是 一 维 的 . 这 里 没有 任何 特征 长 度 和 特征 时 间 , 这 是 一 个 自 相 似 问题 , 所 以 我 
们 可 以 利用 上 一 节 的 结果 . 

由 初始 间断 分 解 而 成 的 间断 面 显然 会 离开 其 形成 位 置 ， 即 离开 初始 间断 
所 在 的 位 团 . 容易 看 出 , 在 每 一 个 方向 上 (在 z 轴 的 正方 向 和 负 方向 上 )， 这 
时 或 者 有 一 个 运动 的 激 波 , 或 者 有 一 对 作为 稀疏 波 边界 的 运动 的 弱 间 断面 . 其 
实 , 假如 在 时 刻 t= 0 在 同一 个 位 置 形成 了 两 个 激 波 , 它们 都 向 z 轴 的 正方 向 
传播 , 则 前 面 的 激 波 应 当 比 后 面 的 激 波 运动 得 更 快 . 但 是 , 根据 激 波 的 一 般 性 
质 , 前 面 的 激 波 相 对 于 后 方 气体 的 运动 速度 必须 小 于 这 部 分 气体 中 的 声速 6， 
而 后 面 的 激 波 相对 于 同样 这 部 分 气体 的 运动 速度 必须 大 于 该 声速 c (在 两 个 
激 波 之 间 的 区 域 中 c= const), 即 后 面 的 激 波 应 当 追 上 前 面 的 激 波 . 同 理 , 一 个 
激 波 和 一 个 稀疏 波 不 可 能 向 同一 个 方向 传播 (只 要 指出 弱 间 断面 相对 于 两 全 
气体 以 声速 运动 即 可 ). 最 后 , 同时 形成 的 两 个 稀疏 波 不 可 能 分 开 , 因为 两 者 具 
有 相同 的 后 阵 面 速度 

当初 始 间断 发 生 分 解 时 , 一 般 而 言 , 不 但 会 形成 激 波 和 稀疏 波 , 还 会 形成 
一 个 切 向 间断 面 . 如 果 横向 速度 分 量 w, ws 在 初始 间断 上 发 生 间断 , 则 切 向 间 
断面 必然 出 现 . 因为 这 些 速度 分 量 在 激 波 和 稀疏 波 上 不 发 生变 化 , 所 以 它们 总 
是 在 切 向 间断 面 上 发 生 间断 , 并 且 该 切 向 间断 面 会 停留 在 初始 间断 的 位 置 上 ， 
在 这 个 切 向 间断 面 的 每 一 侧 , vw, 和 v。 保持 不 变 (当然 , 由 于 速度 的 切 向 间断 
面 是 不 稳定 性 的 , 它 实际 上 总 会 逐渐 变 为 济 流 区 )， 

但 是 , 即使 w 和 wv 在 初始 间断 上 没有 间断 (不 失 一 般 性 , 这 时 可 以 认为 党 
量 w 和 vw 等 于 零 ,下面 正 是 这 样 处 理 的 ), 切 向 间断 面 也 必然 出 现 . 用 下 述 方 
法 可 以 证 明 这 一 点 . 由 初始 间 断 分 解 而 成 的 间断 面 , 应 当 能 够 让 气体 从 初始 间 
断 一 侧 的 给 定 状态 1 过 渡 到 另 一 侧 的 给 定 状态 2. 气体 的 状态 取决 于 三 个 独 
立 参量 , 例如 p, p 和 we = uw 所 以 , 为 了 借助 于 某 一 组 间断 面 从 状态 1 过 渡 到 


@ 对 这 个 问题 的 一 般 分 析 是 由 H.E. 柯 钦 (1926) 给 出 的 . 
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任意 给 定 的 状态 2, 必须 有 三 个 任意 参量 可 供 支配 . 但 是 我 们 知道 , 在 热力 学 
状态 已 经 给 定 的 气体 中 , 沿 气体 传播 的 激 波 (垂直 于 气流 方向 ) 由 一 个 参量 即 
可 完全 确定 (885). 对 稀 玖 波 也 有 同样 的 结论 (从 公式 (99.14) 一 (99.16) 可 以 看 
出 , 当 流 入 黎 疏 波 的 气体 具有 给 定 状态 时 ,只 要 给 定 稀疏 波 中 的 一 个 参量 , 就 
可 以 完全 确定 从 稀疏 波 流出 的 气体 的 状态 ). 另 一 方面 , 我 们 已 经 看 到 , 当初 始 
间断 分 解 后 , 在 每 一 个 方向 上 最 多 只 能 有 一 个 波 一 一 激 波 或 稀 疏 波 . 因此 , 我 
们 一 共 只 能 支配 两 个 参量 , 而 这 是 不 够 的 . 

在 初始 间断 所 在 位 置 上 形成 的 切 向 间断 面 恰好 提供 了 所 需 的 第 三 个 参量 . 
在 该 切 向 间断 面 上 上， 压强 仍然 连续 ， 而 密度 有 间断 (温度 和 科 因此 也 有 间 斯 ). 
切 向 间断 面相 对 于 两 边 气 体 是 静止 的 , 所 以 关 3 3， 


于 两 个 同 向 传播 的 波 发 生 追 赶 的 上 述 讨论 不 适 2 
用 于 切 向 间断 面 . 1 


切 向 间断 面 两 边 的 气体 彼此 不 会 混合 , 因 ”一 ~ 
为 气流 并 不 穿 过 切 向 间断 面 . 在 下 面 列举 的 所 “一 
有 情形 中 , 两 边 的 气体 甚至 可 以 是 不 同 的 物质 . 

图 78 是 初始 间断 面 分 解 的 所 有 可 能 类 型 
的 示意 图 . 实 线 表 示 压 强 沿 z 轴 的 变化 过 程 ( 密 
度 变 化 也 由 一 条 类 似 的 曲线 表示 ， 差 别 只 是 密 
度 在 切 向 间断 面 上 还 有 一 个 间断 ). 竖 直线 段 表 
示 所 形成 的 间断 面 ,而 箭头 指示 间断 面 传播 方 
向 和 气流 方向 . 坐标 系 总 是 这 样 选取 , 使 切 向 间 
断面 以 及 两 边 的 3 区 和 3’ 区 中 的 气体 静止 不 
动 . 在 最 左面 的 1 区 和 最 右面 的 2 区 中 , 气体 ”7=R7R- 
的 压强 、 密 度 和 速度 是 这 些 量 在 t = 0 时 的 初 
始 间 断面 两 边 的 值 . 

在 第 一 种 情形 中 (我 们 记 之 为 7 一 S_TS_， 
图 78(a)), 初始 间断 工分 解 为 两 个 向 相反 方向 
传播 的 激 波 5, 在 它们 之 间 还 有 一 个 切 向 间断 
面 T， 当 两 团 气体 以 很 大 速度 迎面 相 接 时 , 就 
会 出 现 这 种 情形 . 

在 I 一 S_TR_, (图 78(b)) 的 情形 下 , 在 
切 向 间断 面 的 一 侧 出 现 激 波 , 而 在 另 一 侧 出 现 二 
稀疏 波 R. 例如 , 如 果 在 初始 时 刻 相对 静止 (v2 ~ ww = 0) 并 且 被 压缩 至 不 同 压 
强 的 两 团 气体 发 生 接触 , 就 会 出 现 这 种 情形 . 其 实 , 在 图 78 的 四 种 情形 中 , 只 
有 在 第 二 种 情形 中 气体 1 和 2 才 是 同 向 运动 的 , 从 而 可 能 有 ww = ww. 
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在 接 下 来 的 第 三 种 情形 中 (I 一 RTR_,), 在 切 向 间断 面 两 侧 都 出 现 稀 疏 
波 . 如 果 气 体 1 和 2 以 足够 大 的 相对 速度 wz 一 wi 彼此 远离 , 则 稀 朴 波 中 的 压 
强 可 以 减 小 到 零 , 这 样 就 出 现 如 图 78(d) 所 示 的 图 像 , 在 4 区 和 4 区 之 间 形 成 
真空 区 3. 

初始 间断 分 解 的 性 质 依赖 于 各 初始 参量 ， 我 们 来 推导 决定 这 种 性 质 的 解 
析 条 件 . 我 们 在 所 有 情形 下 都 将 认为 pz > pi, 并且 选取 从 1 区 指向 2 区 的 方 
向 为 z 轴 的 正方 向 (如 图 78). 

因为 初始 间断 两 侧 的 气体 可 以 是 不 同 的 物质 , 所 以 把 它们 分 别称 为 气体 1 
和 气体 2 以 示 区 别 . 

1. 了 人 5 TS_,. 如 果 ps = 苏三 由 到 到 是 初始 间断 分 解 后 形成 的 
3 区 和 3' 区 中 的 压强 、 速 度 和 质量 体积 , 则 有 ps > ps > Pi, 并且 在 分 别 以 点 
pi Vi 和 po, V2 为 初始 点 的 两 条 激 波 绝热 线 上 , 质量 体积 Va 和 Vi 是 具有 纵 
坐标 ps 的 相应 点 的 横 坐 标 . 因为 3 区 和 3' 区 中 的 气体 在 所 选 坐 标 系 中 是 静 
止 的 , 所 以 按照 公式 (85.7) 可 以 写 出 分 别 指向 xz 轴 正 方向 和 负 方 向 的 速度 wm 


利 12， 
V1 = V(ps— pW — Vs), v2=—V(ps— po)(V — Va). 


对 于 给 定 的 D1 和 72， 不 与 初始 假设 (Ps > Da >> p1) 矛盾 的 最 小 的 p3 值 为 了 2. 
再 注意 到 差 值 v1 一 v2 是 ps 的 单调 增 函 数 , 我 们 求 出 所 需 不 等 式 


vi— va > V(b —p)W Co VV), (100.1) 
其 中 记号 V' 表示 气体 1 中 以 点 pi, Vi 为 初始 点 的 激 波 绝热 线 上 纵 坐 标 为 p。 


的 点 的 横 坐 标 . 对 于 多 方 气体 , 根据 公式 (89.1) (把 其 中 的 码 写 为 V') 计算 
出 V', 就 得 到 条 件 (100.1) 的 以 下 形式 : 


2 


一 1)p2 W992) 


v1 — v2 > (pz — Pi1) 


条 件 (100.1), (100.2) 确定 了 速度 差 一 v2 的 可 能 取 值 范围 . 我 们 指出 , 这 些 条 
件 显然 不 依赖 于 坐标 系 的 选取 . 
2. 了 一 STR_. 这 里 pi <ps= 克 <p. 对 于 1 区 中 的 气体 速度 , 我 们 仍 有 


v1 = V (ps — Pp1)(Vi — Vs), 
而 根据 (99.7), 稀疏 波 4 中 的 速度 总 变化 等 于 


p 
和 = | ms 
pa 
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当 Di 利 | p> 给 定时 ， D3 的 取 值 范围 只 能 介 于 pi 与 Do 之 间 . 在 差 值 0 中 
先后 把 Da 改 为 有 1 和 了 2， 就 得 到 条 件 


-[ VvV-E < -we< Vp-v) (100.3) 
pi 


其 中 V"' 的 含义 与 上 面 情形 相同 , 并 且 应 当 利用 气体 1 来 计算 差 值 w 一 vo 的 
上 限 表达 式 , 利用 气体 2 来 计算 其 下 限 表 达 式 . 对 于 多 方 气体 , 我 们 得 到 


(72—1)/27Y» 
2c2 | 2) a | 2V1 
一 1 一 | 一 和 人 咀 一 包 云 (Do 一 2 ee 
一 p> 一 (ai — 1)pi 十 (37i 十 1)p2 


(100.4) 





其 中 cz = V7YspoV2 是 状态 为 pz, V2 的 气体 2 中 的 声速 . 
3. 工 一 RTR_;. 这 里 ps > pi > ps = 区 > 0. 用 同样 方法 求 出 以 下 条 件 : 


了 p p2 
-|/ V 一 dpdVY -|/ V—dpdV < —v < -/ V—dpdV. (100.5) 
0 0 Pi 


不 等 式 右 侧 的 积分 是 对 气体 2 计算 的 , 左 侧 的 第 一 个 积分 是 对 气体 1 计算 的 ， 
而 第 二 个 积分 是 对 气体 2 计算 的 . 对 于 多 方 气体 , 得 到 








(7Y2—1)/27Y2 
=” 2 2c2 < 一 2 < 2 [ (2) b (100.6) 
-i m1 一 P2 
式 中 Ci 一 VNpiN, C2 一 V 72p2 V2. 如 果 
2 
Ur Ya = = 人 (100.7) 








;| To—1 


则 在 黎 彼 波 之 间 形 成 一 个 真空 区 (I 一 ReVR,). 

特别 地 , 平面 间断 面 之 间 的 各 种 碰撞 问题 可 以 化 为 初始 条 件 下 的 间断 问 
题 . 在 发 生 碰 撞 的 时 刻 , 两 个 平面 间断 面 重合 , 从 而 形成 某 种 “初始 间断 ", 然后 
按照 上 述 方式 之 一 分 解 . 例如 , 两 个 激 波 的 碰撞 导致 另外 两 个 互相 远离 的 激 波 
以 及 一 个 介 于 其 间 的 切 向 间断 面 : 


SB.5 TH,. 
当 一 个 激流 退 上 为 一 个 激 波 时 , 可 能 出 现 两 种 情形 : 
S55 #5-TS, 和 SS- RTS,. 


在 这 两 种 情形 中 , 都 有 一 个 激 波 继续 向 前 传播. 
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激 波 从 切 向 间断 面 (两 种 介质 的 分 界面 ) 反射 和 透射 也 属于 这 类 问题 , 这 
里 有 两 种 可 能 性 : 


人 


透射 进入 第 二 种 介质 的 波 总 是 激 波 (也 可 参阅 本 节 习 题 )Q. 


习题 


1. 设 一 个 平面 激 波 被 平面 固 壁 反射 , 求 反 射 波 后 面 的 气体 压强 (H. 于 戈 尼 奥 , 1885). 
解 : 激 波 入 射 到 固 壁 后 发 生 反 射 , 反射 激 波 向 远离 固 壁 的 方向 传播 . 我 们 分 别 用 下 标 
1, 2, 3 表示 入 射 激 波 前 方 未 经 扰动 的 气体 、 入 射 激 波 后 方 的 气体 ( 它 也 是 反射 激 波 前 方 的 
气体 ) 和 反射 激 波 后 方 的 气体 (图 79, 箭头 指示 激 波 和 气体 本 身 的 运动 方向 ). 与 固 壁 相 邻 
的 1 区 和 3 区 中 的 气体 静止 不 动 (相对 于 静止 国 壁 ). 所 以 , 在 入 射 激 波 
和 反射 激 波 中 , 间断 面 两 侧 气 体 的 相对 速度 是 相同 的 (都 等 于 气体 2 的 

一 一 速度 ). 对 该 相对 速度 应 用 公式 (85.7), 于 是 得 到 


WA 


(pa — Pi)(Vi — V2) = (ps — p2)(V2 — Va). 
- 对 于 每 一 个 激 波 , 激 波 绝 热线 方程 (89.1) 给 出 
2 3 


i 0) co Se a br) 

Wi (7 一 Up 二 (7 二 1)p2” 
图 和 9 和 

V2 (7—1)pz+t(Y+1)ps 


从 这 三 个 方程 可 以 消去 质量 体积 , 从 而 得 到 
(ps 一 pz) [(7 + 1)pi + (7 — 1)p2] = (p2 — Pp1)°[(Y + 1)ps + (7 — 1)p2]. 


这 是 一 个 关于 ps 的 二 次 方程 , 它 有 平凡 根 ps = pi. 消去 ps 一 pl 后 就 得 到 所 需 公 式 


Pa _ (37 — Dp2 — (7 — Dp 

pz (7— lp (7+ Dp 
由 此 即 可 根据 pi 和 po 确定 pa. 在 入 射 激 波 强度 非常 大 的 极限 情形 下 , 气体 被 反射 激 波 的 
进一步 压缩 可 由 公式 

一 





Pa2 Y Wn 了 
确定 ， 相 反 , 在 弱 激 波 极限 下 则 有 ps 一 pz2 = pz 一 Pi, 这 对 应 着 声波 近似 . 


@ 为 完备 起 见 , 我 们 指出 : 当 激 波 与 弱 间 断面 碰撞 时 (这 个 问题 不 属于 这 里 所 讨论 的 自 相似 问题 
的 类 型 ), 激 波 继续 向 原来 的 方向 传播 , 而 在 激 波 后 面 还 有 一 个 原来 类 型 的 弱 间 断面 和 一 个 切 向 弱 间 断 
面 ( 见 §96 最 后 ). 
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2. 求 激 波 在 两 种 气体 的 分 界 平面 上 发 生 反射 的 条 件 . 

解 : 设 pi = p2, Vi, V2 是 两 种 介质 的 压强 和 质量 体积 在 激 波 (在 气体 2 中 传播 ) 入 射 
到 分 界面 以 前 时 的 值 , 而 po, V2 是 激 波 后 方 的 压强 和 质量 体积 . 反射 波 是 激 波 的 条 件 由 不 
等 式 (100.2) 给 出 , 但 这 时 应 取 


Va = V (pz — p2)(V2 — V2). 
如 果 把 所 有 的 量 都 通过 压强 比 pa/pi 和 初始 质量 体积 Vi,， V3 表示 出 来 , 就 得 到 以 下 条 件 : 


Wi 2 V2 
(ma + 1)paz/pi 十 (Yi —1) (7?2 T 1)pz /pi + (= Ly 
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在 §64 中 讨论 声波 时 假设 振幅 很 小 , 所 以 运动 方程 是 线性 的 , 很 容易 求解 . 
例如 , z 土 ct 的 函数 是 这 些 方程 的 解 (平面 波 ), 对 应 于 波形 不 变 并 以 速度 c 传播 
的 行 波 (波形 指 密度 、 速度 等 各 种 物理 量 沿 波 的 传播 方向 的 分 布 ). 因为 这 种 波 
中 的 速度 w 密度 p 和 压强 p (以 及 其 余 各 量 ) 都 是 同一 个 组 合 z 土 ct 的 函数 ,所 
以 它们 可 以 彼此 表示 为 不 显 含 坐标 和 时 间 的 函数 (例如 p= p(p),v = wv(p) 等 ). 

如 果 振 幅 是 任意 的 , 不 再 是 小 量 , 这 些 简单 关系 就 不 成 立 了 . 但 是 研究 表 
明 , 在 平面 波 情况 下 可 以 求 出 精确 的 运动 方程 的 通 解 , 它 推 广 了 适用 于 小 振幅 
波 的 近似 方程 的 解 f(z 土 ct). 为 了 寻求 这 种 解 , 我 们 将 要 求 在 任意 振幅 波 的 一 
般 情况 下 , 速度 和 密度 彼此 之 间 有 函数 关系 . 

在 没有 激 波 时 , 流动 是 绝热 的 . 如 果 气 体 在 某 个 初始 时 刻 是 均匀 的 (特别 
地 , 此 时 s = const), 则 在 此 之 后 一 直 有 s = const. 下 面 将 这 样 假设 , 于 是 压强 
只 是 密度 的 函数 . 

在 沿 x 轴 传 播 的 平面 声波 中 , 所 有 的 量 都 只 依赖 于 z 和 也 而 对 于 速度 有 
vz 二 Vv,， vy = 二 vz = 0. 连续 性 方程 为 


欧 拉 方程 为 


因为 v 可 以 表示 为 p 的 函数 , 我 们 把 这 些 方程 写 为 以 下 形式 : 


op ,dl(pv) Op _ 
ot dp Dr ; 


a (+ 二 里) 0. (101.2) 


(101.1) 
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注意 到 


从 (101.1) 得 到 


从 (101.2) 类 似 地 得 到 
i p 
F) ep (101.3) 
但 因为 p 的 值 唯一 地 确定 v 的 值 , 所 以 在 p 为 常数 时 求 导 和 在 v 为 常数 时 求 
导 并 无 区 别 , 即 
TI 4 
(到 = 到, 
于 是 
dy _ 1dp_ dp 
Pap pdv pdv 
因此 ， ， 
Vv Cc 
dp Tp 
Co, v=+ /2a 二 站 (101.4) 
Fi Be: | 


这 就 给 出 声波 中 速度 与 密度 或 压强 之 间 的 一 般 关 系 式 @. 
其 次 , 联 立 (101.3) 和 (101.4), 我 们 写 出 


(家 二 


或 者 在 积分 后 写 出 
Z 一 tl 十 c(v)] + f(v), (101.5) 


其 中 f(v) 是 速度 的 任意 函数 , 而 c(v) 由 等 式 (101.4) 确定 . 

公式 (101.4), (101.5) 就 是 待 求 的 通 解 (最 初 由 B. 黎 曼 (1860) 得 到 ), 这 些 
公式 用 隐 函 数 方式 给 出 速度 (以 及 其 余 各 量 ) 对 zx 和 + 的 函数 关系 , 即 每 个 时 
刻 的 波形 . 对 于 每 个 确定 的 wv 值 , 我 们 有 z = ot 十 六 即 速度 具有 确定 值 的 点 在 
空间 中 作 等 速 运动 . 在 这 种 意义 上 , 所 得 的 解 是 行 波 . (101.5) 中 的 两 个 符号 对 


@ 在 小 振幅 波 中 有 p = po + p', 于 是 (101.4) 在 一 级 近似 下 给 出 v = copVpo (其 中 co = etpo))， 
即 通常 的 公式 (64.12). 
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应 于 向 z 轴 的 正方 向 和 负 方 向 (相对 于 气体 ) 传播 的 波 . 

由 解 (101.4)，(101.5) 描述 的 流动 经 常 称 为 简单 波 , 我 们 以 后 将 采用 这 个 
术语 . 在 899 中 研究 过 的 自 相 似 流 动 是 简单 波 的 特殊 情形 , 它 相当 于 在 (101.5) 
中 取 函 数 f(v) 为 零 . 

对 于 多 方 气体 中 的 简单 波 , 我 们 用 显 函 数 方式 写 出 上 述 关 系 式 . 为 明确 起 
见 , 我 们 认为 在 简单 波 中 存在 v=0 的 点 , 这 样 的 情形 在 各 种 具体 问题 中 很 常 
见 . 因为 公式 (101.4) 与 (99.6) 相同 , 所 以 类 似 于 公式 (99.4) 一 (99.16) 有 





c=c0 土 了 (7 一 1)v, (101.6) 
a 2/(7—1) | 27Y/(7—1) 
p=po (1+23 二) p=no (1+23 二 ) ， (101.7) 
把 (101.6) 代入 (101.5), 得 到 
r=t (ta 二 -- ') 十 f(v). (101.8) 


有 了 时 把 这 个 解 写 为 以 下 形式 更 为 方便 : 
"=P|=- (to+ 0) (101.9) 


其 中 FF 仍 是 任意 函数 . 

从 公式 (101.6), (101.7) 可 以 再 次 看 出 ( 同 899 一 样 ), 当 速 度 方向 与 简单 
波 传播 方向 (相对 于 气体 本 身 ) 相反 时 , 速度 的 大 小 是 有 限 的 . 对 于 沿 z 轴 正 
方向 传播 的 简单 波 , 我 们 有 
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7—1 
由 公式 (101.4), (101.5) 描述 的 行 波 与 小 振幅 极限 下 的 行 波 有 重要 区 别 . 波 
形 上 的 点 以 速度 


(101.10) 


二 和 


明天 和 本 涝 (101.11) 


移动 , 可 以 把 它 直 观 地 看 做 两 种 运动 全 加 的 结果 : 扰动 以 声速 相对 于 气体 传播 ， 
而 气体 本 身 以 速度 v 运动 . 速度 v 现在 是 密度 的 函数 , 所 以 对 波形 的 不 同 点 是 
不 同 的 . 于 是 , 在 任意 振幅 平面 波 的 一 般 情 形 中 并 不 存在 一 个 确定 的 处 处 相同 
的 波 速 . 既然 波形 不 同 点 的 速度 各 不 相同 , 其 形状 就 会 随时 间 而 变化 . 

考虑 向 z 轴 正 方向 传播 的 波 , 这 时 w =v 十 c. 在 599 中 计算 过 w+c 对 密 
度 的 导数 ( 见 (99.10)), 我 们 已 经 看 到 du/dp > 0. 因此 , 波形 上 给 定点 的 密度 
越 大 , 其 传播 速度 就 越 大 . 如 果 用 co 表示 密度 等 于 平衡 密度 po 时 的 声速 , 则 在 
受到 压缩 的 点 有 p > po 和 c > co, 而 在 发 生 膨 胀 的 点 正好 相反 , p < po, c < co. 
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波形 上 各 点 的 速度 差异 导致 波形 随时 间 变 化 : 受到 压缩 的 点 向 前 移动 更 
多 , 而 发 生 膨 胀 的 点 落后 (图 80 (b)). 最 后 , 波形 可 以 变化 到 这 样 的 程度 ,以 致 
于 曲线 p(z) ( 当 t 给 定时 ) 不 再 是 单 值 的 , 某 个 zx 对 应 三 个 不 同 的 p 值 (图 80(c) 
中 的 虚线 )@. 这 种 情形 在 物理 上 当然 是 不 可 能 的 . 其 实 , 在 p 的 多 值 处 会 形成 
间断 面 , 于 是 p 仍然 处 处 是 单 值 函数 (只 有 间断 面 本 身 是 例外 ), 波形 具有 如 
图 80(c) 中 实 线 所 示 的 形状 . 因此 , 在 每 一 个 波 
长 上 都 会 形成 间断 面 . 
这 里 所 讨论 的 波 在 间断 面 形成 以 后 就 不 再 
是 简单 波 了 . 一 个 显然 的 原因 是 ， 波 在 这 些 间 
断面 上 发 生 反 射 ， 从 而 不 再 是 单 同 行 波 . 所 以 ， 
关于 各 量 之 间 存 在 单 值 依赖 关系 的 假设 一 般 而 
言 不 再 成 立 , 而 这 个 假设 是 整个 推理 的 基础 . 
如 885 所 述 , 间断 ( 激 波 ) 导致 能 量 耗 散 , 所 
以 间断 的 形成 导致 波 的 显著 衰减 , 这 从 图 80 直 
接 就 可 以 看 出 . 当 间 断 形成 时 , 波形 的 最 高 部 分 
仿佛 被 截 掉 了 . 随 着 时 间 的 推移 和 波形 的 弯曲 ， 
其 高 度 越 来 越 小 . 波形 振幅 的 这 种 降低 过 程 意 
味 着 波 的 逐渐 衰减 . 
图 80 从 以 上 讨论 显然 可 以 看 出 ， 在 任何 一 个 简 
单 波 中 , 如 果 存 在 密度 沿 波 的 传播 方向 减 小 的 
区 域 , 则 最 终 一 定 会 形成 间断 . 不 出 现 间断 的 唯一 情形 是 : 密度 沿 简单 波 的 传 
播 方向 处 处 都 是 单调 增加 的 (例如 , 当 活塞 沿 充满 气体 的 无 限 长 管道 向 外 运动 
时 , 就 会 形成 这 样 的 波 , 见 本 节 习 题 ). 
尽管 简单 波 在 间断 形成 之 后 不 再 适用 ,但 是 可 以 用 解析 方法 确定 间断 形 
成 的 时 间 和 位 置 . 我 们 已 经 看 到 , 从 数学 上 讲 , 间断 之 所 以 产生 , 是 因为 当时 间 
大 于 某 个 确定 的 值 to 时 , 简单 波 中 的 量 p, p, v 都 变 为 z 的 多 值 函数 (对 于 给 
定 的 芭 , 而 这 些 函数 在 t< 如 时 是 单 值 的 . 时 间 to 就 是 间断 形成 的 时 间 . 以 
对 z 的 函数 关系 为 例 , 仅 用 几何 方法 显然 即 可 看 出 , 该 函数 曲线 在 时 刻 to 应 
当 在 某 一 点 z = zo 变 为 竖 直 的 , 然后 正好 在 这 个 点 附近 会 出 现 函 数 的 多 值 性 . 
这 在 解析 上 意味 着 导数 (8v/8z): 变 为 无 穷 大 , 即 (8z/6v): 变 为 零 . 同样 显 而 
易 见 的 是 , 曲线 v = v(z) 在 时 刻 to 必须 位 于 竖 直 切线 的 两 边 , 否则 函数 v(z) 
在 这 个 时 刻 就 已 经 变 为 多 值 函 数 了 . 换言之 , 点 z = zo 应 当 不 是 函数 v(z) 的 
极 值 点 ,而 是 它 的 拐点 , 所 以 二 阶 导 数 (B2z/8w?): 也 应 当 为 零 . 因此 , 激 波形 





@ 波形 的 这 种 变化 常常 称 为 波形 的 破碎 . 
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成 的 位 置 和 时 间 可 以 通过 联 立 求解 两 个 方程 来 确定 : 


Or O27 
(可 ) 二 ( 品 ) = 0 (101.12) 


对 于 多 方 气体 , 这 些 方程 是 
2 / 171 uy 
t= -y+1i! (v), fF'(v)=0, (101.13) 


其 中 f(v) 是 通 解 (101.8) 中 的 函数 . 

如 果 简 单 波 以 静止 气体 为 界 , 并 且 激 波 正好 是 在 该 边界 上 形成 的 , 就 需要 
修正 这 些 条 件 . 在 这 种 情形 下 , 曲线 w = wv(z) 在 间断 出 现时 也 必须 变 为 竖 直 的 ， 
即 导 数 (8z/6v): 必须 为 零 . 但 是 , 二 阶 导数 不 一 定 变 为 零 . 这 里 的 第 二 个 条 件 
是 速度 在 静止 气体 边界 上 为 零 , 因而 有 条 件 

= 0. 


加 
Ov tiv=0 


据 此 即 可 求 出 间断 面 形成 时 间 和 位 置 的 显 式 表达 式 . 求 表达 式 (101.5) 的 导数 ， 
得 a 到 








t= -i z= +cot + f(0), (101.14) 
其 中 ao 是 由 公式 (102.2) 定义 的 量 a 在 v=0 时 的 值 . 对 于 多 方 气体 ， 
_ _ 27"(0) 
i (101.15) 
习题 


1. 设 气 体 充满 带 有 活塞 (z = 0) 的 半 无 穷 长 圆柱 形 管道 (z > 0), 活塞 从 时 刻 t=0 
开始 以 速度 U = 士 at 等 加 速 运动 . 求 由 此 产生 的 流动 (认为 气体 是 多 方 气体 )， 

解 : 如 果 活 塞 向 外 运动 (U = 一 at), 就 会 产生 简单 稀 朴 波 ,其 前 锋 以 速度 co 沿 静 止 气 
体 向 右 传播 . 气体 在 区 域 z > cot 中 静止 不 动 . 在 活塞 的 表面 上 , 气体 速度 应 当 等 于 活塞 速 
度 , 即 当 工 = 一 at”/2, t > 0 时 应 有 w= 一 at. 这 个 条 件 给 出 (101.8) 中 的 函数 f(v): 


2 
Hi -一 


所 以 有 





了 二 人 二 
六 (e+ 了 0) t= Jo) = 包 w+ 立 只 
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1 1/2 
—y 二 1 co 十 T+1l ， -之 (e+ 4 at] 一 2a7(cot 一 Z)| . (1) 
本 2 了 2 


这 个 公式 给 出 活塞 与 波 前 锋 = cot 之 间 区 域 中 的 速度 在 时 间 t= 二 0 到 t= 2co/(7 一 1)a 
以 内 的 变化 (图 81(a)). 气体 速度 处 处 指向 左面 ， 
即 活塞 的 运动 方向 . 气体 速度 的 大 小 沿 工 轴 正 方向 
@ 单调 下 降 , 而 密度 和 压强 沿 这 个 方向 单调 增加 ， 当 
t > 2co/(7Y 一 1)a 时 , 不 等 式 (101.10) 对 活塞 速度 

x 不 再 成 立 ， 所 以 气体 不 可 能 再 紧 跟 活塞 一 起 运动 . 
在 活塞 与 气体 之 间 形 成 一 个 真空 区 , 而 真空 区 以 外 

v 的 气体 速度 值 按 公式 (1) 从 一 2co/(Y 一 1) 减 至 零 . 

如 果 活 塞 向 管道 内 运动 (U = at), 就 会 形成 简 

(b) 单 压缩 波 . 只 要 改变 公式 (1) 中 a 的 符号 , 即 可 得 
到 相应 的 解 (图 81 (b)). 但 是 , 它 仅 在 激 波形 成 时 

aty2 cot 刻 以 前 才 是 适用 的 . 根据 公式 (101.15) 可 以 确定 


这 个 时 刻 : 
图 81 和 
a(7 十 1) 


7 


-atl2/2 Cot 


2. 题目 同上 , 但 活塞 运动 规律 是 任意 的 . 
解 : 设 活塞 从 时 刻 t= 二 0 开始 按 规律 T= 二 关 (t) 运动 ( 且 X(0)=0), 其 速度 UU=XX'(t). 
活塞 上 的 边界 条 件 ( 当 工 二 铸 时 v=U) 给 出 


v= X(t), f(v)= X(t)—t [+ 怠 Ye |. 


如 果 现 在 把 t 当做 套数 , 则 这 两 个 方程 是 用 来 确定 函数 f(v) 的 参数 方程 ， 下面 把 这 个 参 
数 记 为 T, 我 们 写 出 最 后 的 解 : 


v=X(r) ZzZ=X(7)+(t—7) [jo+ 对 Xx)|. (2) 


对 于 由 活塞 运动 引起 的 简单 波 , 方程 (2) 以 参数 方程 的 形式 给 出 所 求 函数 u(t， z)， 

3. 设 习题 1 中 的 活塞 运动 规律 为 U = at", n > 0, 求 激 波 形成 的 时 间 和 位 置 . 

解 : 如 果 a < 0, 即 如 果 活 塞 向 外 运动 , 就 会 出 现 简单 黎 朴 波 , 这 时 根本 不 会 出 现 激 波 . 
下 面 假设 a > 0, 即 活塞 向 内 运动 , 这 时 产生 简单 压缩 波 . 

当 函 数 v(T,t) 由 参数 方程 (2) 给 出 且 

里 
i 

时 , 激 波 的 形成 时 间 和 位 置 可 由 以 下 方程 确定 : 


0 三 1 时 
( 严 ) = 一 co 十 t7" an 了 本 Dh -1+n(y+ 1)] = 0， 
t 


(3) 


(过 =tr" ?on(n— DIL rthy -1+ny+a =0, 
t 
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并 且 如 果 考 虑 在 简单 波 前 锋 上 形成 的 激 波 , 则 应 当 把 第 二 个 方程 改 为 + = 0. 

当 n= 二 1 时 , 我 们 求 出 

2c0 

a(Y+ 1)" 
即 运 动 开始 后 , 经 过 有 限时 间 即 可 在 波 的 前 锋 上 形成 激 波 , 这 与 习题 1 的 结果 相符 . 

当 n<1 时 , 对 于 任何 t+ > 0 的 情形 , 导数 (Br/6r)jt 是 T 的 变 号 函数 (所 以 当 给 定 
时 , 函数 u(z) 是 多 值 的 ). 这 意味 着 , 活塞 一 旦 开始 运动 , 在 活塞 上 立刻 就 形成 激 波 . 

当 n > 1 时 , 激 波 的 形成 位 置 不 是 简单 波 的 前 锋 , 而 是 由 方程 (3) 确定 的 某 个 中 间 点 . 
从 (3) 确定 TT 和 ti 然后 就 可 以 按照 (2) 求 出 间断 面 的 形成 位 置 . 计算 给 出 


1/n (n—1)/n 
a y+1\n-1 
区 二 0 Ee 二 EE 
J a +1 二 +1 (no—1)m-D/ny—1+n(y+ 1 iM/™ 


4. 设 活 塞 按 某 规律 工 = 二 鲜 (t), U = 二 久 '(t) 振动 , 且 X(0) = 0, 关 =0, UVU=0, 从 而 辐 
射出 小 振幅 平面 ( 声 ) 波 . 在 对 振幅 的 二 级 近似 下 , 求 各 量 对 时 间 的 平均 值 @. 
解 : 我 们 从 精确 解 (101.9) 出 发 , 并 选取 其 他 自 变量 , 写 出 其 等 价 形式 : 





T= = 





v=F(z- 三 )， 人 一 co 十 Gov (4) 
(其 中 ao = (YY 十 1)/2), 即 v= FF(&), 其 中 变量 以 隐 函 数 的 形式 由 方程 
I 
一 本 
给 出 四 . 我 们 来 证 明 , 在 精确 到 二 阶 小 量 的 计算 中 , 对 t 的 平均 等 价 于 对 & 的 平均 . 对 于 给 


定 的 , 我 们 有 
-人 -过 


(可 以 忽略 分 母 u? 中 的 小 量 v 之 co; 相对 于 wv 求解 方程 (4), 即 可 得 到 与 波形 的 非 线 性 变 
形 有 关 的 所 需 效应 ). 所 以 


fe (ed 


1 1 


第 二 项 总 是 有 限 的 , 在 较 大 时 间 间 隔 上 进行 平均 时 没有 贡献 . 再 注意 到 

2—&i 守 to —t + (i) 
就 得 到 所 需 结 果 TD! = 坊 , 其 中 横 线 旁 的 上 标 表示 对 相应 变量 进行 平均 (下 面 省 略 该 上 标 ). 
我 们 指出 , (对 t 的 ) 平均 值 因此 独立 于 工 . 


@ 本 题解 法 由 I.A. 奥 斯 特 罗 夫 斯 基 (1968) 给 出 . 
@@ 对 于 小 振幅 波 , 如 果 按 照 (102.2) 定义 ao, 则 解 (4) 对 任意 气体 ( 非 多 方 气体 ) 都 成 立 . 


.438 . 第 十 章 一 维 可 压缩 气流 


对 于 活塞 振动 问题 , 函数 已 (E) 可 由 方程 (2) 确定 , 该 方程 可 以 改写 为 


_vt X(7) 
v(T)=X(7T)， T=€++ 一 一 wri 


又 因为 振幅 很 小 , 所 以 


ra€+ EXE), vlr) UE)+ XO) 


取 最 后 一 个 表达 式 的 平均 值 , 我 们 写 出 








因为 全 导数 的 平均 值 为 零 , 所 以 最 后 得 到 


引 


T=— 


(6) 
在 同样 精度 下 , 质量 流 密度 对 时 间 的 平均 值 为 


亏 po 


pi = povt+ pv = pod+ 
利用 (6) 和 等 式 2 = 二 U3 (在 同样 近似 下 ), 我 们 求 出 而 = 0. 在 物质 不 从 “侧面? 流入 的 纯 
一 维 情形 下 , 这 是 理 所 应 当 的 (根据 质量 守恒 定律 ). 对 于 平均 能 流 密度 , 我 们 有 
= Pv = wopd + pow'y = p= pocou2 


(请 对 比 865), 最 后 得 到 = pocoU?. 
为 了 计算 p 和 P, 应当 把 p 和 p' 通过 表示 出 来 , 并且 精 确 到 v? 量 级 的 项 . 从 
(101.7) (对 于 非 多 方 气体 , 则 要 从 (101.4) 和 (101.6)) 得 到 








{ 
p v 2 一 Q 2 / 2 7 2 
-一 三 一 十 Ms 一 cCD 十 (Q& 一 1)pov ， 
J p Pp + (a— 1)po 
取 平 均值 后 得 到 中 . 
Fo Fa 


我 们 注意 到 , 这 里 的 在 二 级 近似 下 就 已 经 不 为 零 , 请 对 比 865 的 最 后 . 


$ 102 声波 中 间断 的 形成 


作为 运动 方程 精确 解 的 行 波 型 平面 声波 也 是 简单 波 . 我 们 可 以 利用 前 一 
节 的 一 般 结 果 来 揭示 小 波幅 声波 在 二 级 近似 下 的 某 些 性 质 (一 级 近似 是 指 通 
常 的 线性 波动 方程 所 对 应 的 近似 ). 


外 A. 艾 兴 瓦 尔 德 (1932) 曾经 在 更 多 限制 性 假设 下 得 到 公式 (7). 


8102 声波 中 间断 的 形成 ， 439 . 


我 们 首先 指出 , 经 过 足够 长 时 间 后 , 在 声波 的 每 一 个 波长 上 都 应 当 出 现 间 
断 . 如 §101 所 述 , 这 个 效应 会 引起 声波 的 显著 衰减 . 当然 , 这 种 情况 其 实 只 发 
生 在 足够 强 的 声波 中 .对 于 不 够 强 的 声波 , 在 振幅 的 高 阶 效 应 表现 出 来 之 前 ， 
声波 已 经 因为 通常 的 黏 性 和 热传导 效应 而 被 吸收 了 . 

波形 的 变形 效应 还 男 有 体现 . 如 果 声 波 在 茶 个 时 刻 是 纯粹 的 谐 波 , 则 因为 
波形 随时 间 变 化 , 它 在 以 后 时 刻 不 再 是 纯粹 的 谐 波 . 但 是 , 运动 仍然 是 周期 性 
的 , 并 且 周 期 不 变 . 在 这 种 波 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 中 , 现在 不 但 有 频率 为 w 的 
基 频 项 , 还 有 频率 为 nw 的 倍 频 项 (n 是 整数 ). 因此 , 声波 传播 过 程 中 的 波形 
变化 可 以 视 为 在 基 频 之 外 还 出 现 高 次 谐 频 . 

在 一 级 近似 下 , 如 果 在 (101.11) 中 取 w=0, 即 取 w= co, 就 可 以 得 到 波形 
各 后 的 速度 久 ( 波 沿 > 轴 正 方向 传播 ), 这 相当 于 波形 在 波 的 传播 过 程 中 保持 
不 变 . 在 二 级 近似 下 , 我 们 有 


cm Cu 
i Bo 
或 者 , 利用 导数 Bu/Bp 的 表达 式 (99.10)， 
v= co 十 Qov, (102.1) 


这 里 为 简单 起 见 已 经 引入 记号 


4 /02V 
ee 了 ( 品 ) (102.2) 
对 于 多 方 气体 , a = (7 十 1)/2, 公式 (102.1) 与 速度 v 的 精确 公式 ( 见 (101.8)) 
相同 . 

在 任意 振幅 的 一 般 情形 中 , 波 在 出 现 间断 之 后 不 再 是 简单 波 .但 重要 的 是 ， 
即使 出 现 间断 , 小 振幅 波 在 二 级 近似 下 仍然 是 简单 波 . 其 证 明 如 下 . 在 激 波 中 ， 
速度 、 压 强 和 质量 体积 的 变化 满足 关系 式 

vi — v2 = V(p2 — PV — V2). 
在 简单 波 中 , 速度 v 沿 z 轴 某 一 段 的 变化 等 于 积分 


P2 DT 
"-w=/ 一 Bo 
利用 级 数 展开 式 进行 简单 的 计算 即 可 表明 ,这 两 个 表达 式 从 三 阶 项 起 才 有 区 
玉 (在 计算 时 应 当 注 意 , 间断 面 上 的 烂 变 化 是 三 阶 小 量 , 而 焙 在 简单 波 中 保持 


Q 这 个 量 在 893 习题 1 中 被 记 为 av- 
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不 变 ). 由 此 可 见 , 直到 二 级 近似 , 声波 中 的 间断 面 两 侧 仍然 是 简单 波 , 并 且 在 
间断 面 上 要 满足 一 定 的 边界 条 件 . 这 在 更 高 级 的 近似 下 已 经 不 再 成 立 , 因为 在 
间断 面 上 会 出 现 反 射 波 . 

现在 推导 用 来 确定 行 波 型 声波 中 的 间断 面 位 置 的 条 件 (一 切 仍 在 二 级 近 
似 下 考虑 ). 设 4 是 间断 面 的 运动 速度 (相对 于 静止 坐标 系 ), 而 ww, va 是 间断 
面 两 边 的 气体 速度 . 于 是 , 质量 流连 续 的 条 件 可 以 写 为 

Pi(vV1 一 也) = pz(v2 — %), 

所 以 
_ Piv1 一 DoV2 
Pi 一 Do2 
精确 到 二 阶 项 , 这 个 量 等 于 导数 d(pv)/dp 在 wv 为 平均 速度 (wi 十 v2)/2 的 点 上 
的 值 . 因为 在 简单 波 中 d(pv)/dp =v 十 c, 所 以 根据 (102.1) 有 


4 一 Co 十 aom me. (102.3) 


vu 


由 此 可 以 得 到 用 来 确定 激 波 位 置 的 下 述 简 单 的 
儿 何 条 件 . 在 图 82 中 , 曲线 表示 简单 波 的 速度 波形 ， 
ae 是 在 简单 波 中 出 现 的 间断 面 (zs 是 其 坐标 ). 图 中 
阴影 部 分 abc 和 cde 的 面积 之 差 可 由 沿 曲 线 abcde 的 
积分 给 出 
图 82 / 铬 — Xs)dv. 


1 





波形 随时 间 而 变化 , 我 们 来 计算 上 述 积 分 对 时 间 的 导数 . 波形 上 各 点 的 速度 
dz/dt 由 公式 (102.1) 给 出 , 间断 面 的 速度 dzsy/dt 由 公式 (102.3) 给 出 , 所 以 


得 到 
d /™ 汪 二 +v 三 四 
Fi -mee|/ vi | | -0 


1 1 


(在 计算 积分 的 导数 时 应 当 注 意 , 虽然 积分 限 vw 和 vo 本 身 也 随时 间 而 变化 , 但 
是 z 一 zs 在 积分 限 上 的 值 总 为 零 , 所 以 只 需 计 算 被 积 函数 的 导数 即 可 ). 

于 是 , 积分 [(z 一 zs) dv 不 随时 间 变 化 . 因为 在 激 波 最 初 形 成 时 (这 时 点 a 
和 e 重合 ) 这 个 积分 为 零 , 所 以 总 有 


/ (Tz — zs) dv=0. (102.4) 
abcde 


这 在 几何 上 表示 abc 的 面积 等 于 cde 的 面积 , 这 就 是 确定 间断 面 位 置 的 条 件 . 


§102 声波 中 间断 的 形成 * 441 ， 


在 声波 中 形成 间断 ， 这 是 在 外 部 运动 条 件 没有 任何 特殊 性 时 自发 产生 激 
波 的 实例 . 必须 强调 , 虽然 激 波 可 以 在 某 个 离散 时 刻 自 发 产生 , 但 它 不 能 同样 
以 离散 方式 消失 . 激 波 一 旦 出 现 , 就 只 能 随 着 时 间 趋 于 无 穷 大 而 渐 近 地 衰减 ， 

我 们 来 研究 气体 中 一 个 单独 的 一 维 声 压缩 脉冲 , 其 中 已 经 形成 激 波 , 需要 
阐明 该 激 波 最 终 按 照 何 种 规律 衰减 . 在 声 压缩 脉冲 传播 的 后 期 , 带 有 激 波 的 脉 
冲 具 有 三 角形 的 速度 波形 ， 并 且 这 种 直线 波形 在 其 
进一步 变形 过 程 中 仍然 是 直线 信 . 1 B 

设 某 时 刻 ( 取 之 为 上 = 0) 的 速度 波形 由 图 83(a) (a) 
中 的 三 角形 4BC 给 出 (我 们 用 角 标 1 表示 各 量 在 
该 时 刻 的 值 )@. 假如 该 波形 中 的 点 以 速度 (102.1) 移 a 
动 , 我 们 就 可 以 得 到 若干 时 间 t 以 后 的 波形 4A’'B'C" 
(图 83(b)). 但 间断 面 其 实 会 移动 到 点 E, 真实 波形 
是 4'DE. 根据 条 件 (102.4), DB'F 和 C'FE 的 面 
积 相 等 , 所 以 新 波形 A'DE 的 面积 等 于 原 波形 4BC 
的 面积 . 设 ! 是 声 脉冲 在 时 刻 t 的 长 度 , Au 是 激 波 图 83 
中 的 速度 间断 值 . 经 过 t 时 间 , 点 B 相对 于 点 C 移 
动 了 距离 at(Av)i, 所 以 角 B'A'C' 的 正切 等 于 (Av)i/[4 十 at(Av)1], 我 们 于 是 
得 到 4BC 和 A'DE 面积 相等 的 条 件 : 





从 而 
l= : + | oe Av = (Au) : 十 2 和 (102.5) 
声 脉冲 (单位 面积 前 锋 的 ) 总 能 量 为 
EBE= pf dy = Bi [ 十 2 (102.6) 


当 t 一 oo 时 , 激 波 的 强度 和 能 量 按照 渐 近 规律 -1/? (或 其 等 价 形式 z-172， 
其 中 z = ct 是 传播 距离 ) 衰减 , 而 声 脉冲 长 度 按照 规律 #1/2 增加 . 还 应 注意 ， 
波形 倾斜 角 的 极限 值 Au/ 一 1/at 与 间断 值 和 声 脉 冲 长 度 都 无 关 . 


@ 我们 在 这 里 和 下 文中 之 所 以 讨论 速度 波形 v, 只 是 为 了 让 公式 的 写法 更 为 简洁 ， 其实 , 更 值得 
关注 的 量 是 压强 变化 p', 它 与 v 只 相差 一 个 常 因子 : p' = v/poco, 所 以 相关 结论 同样 适用 于 这 个 量 . 
我 们 指出 , v 的 符号 与 p' 的 符号 相同 , 所 以 v > 0 对 应 压缩 , v < 0 对 应 膨胀 .波形 各 点 的 移动 速度 可 
以 通过 p' 表示 为 以 下 公式 ; 

u=co(l+vop/po), v= ap/pc2 
(对 于 多 方 气体 , v = (x 十 1)/27). 
加 在 下 文中 将 省 略 表示 各 量 平衡 值 的 角 标 0. 
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现在 研究 在 柱 面 和 球面 声波 中 形成 的 激 波 (在 远离 声 源 处 ) 的 一 些 极限 性 
质 (区 . 工 . 朗 道 , 1945). 首先 考虑 柱 面 波 的 情形 . 

在 到 对 称 轴 的 距离 > 足够 大 的 位 置 , 这 样 的 声波 在 局 部 可 以 视 为 平面 波 ， 
所 以 波形 每 一 点 的 移动 速度 都 可 以 由 公式 (102.1) 确定 . 但 是 , 如 果 我 们 希望 
利用 这 个 公式 来 确定 波形 上 的 点 在 很 长 时 间 内 的 移动 ,就 必须 考虑 柱 面 波 振 
幅 的 变化 规律 : 它 在 一 级 近似 下 按照 r-W2 的 规律 减 小 . 这 意味 着 , 对 于 波形 
上 的 每 一 点 , v 不 会 保持 不 变 (这 与 平面 波 情形 不 同 ), 而 会 以 r-12 的 方式 减 
小 . 如 果 ww 是 在 (很 大 ) 距离 m 上 的 v 值 (对 于 波形 上 的 给 定点 ), 就 可 以 写 
出 5=w(my/r)2. 因此 , 对 于 波形 各 点 的 速度 w, 我 们 有 


= 十 au/ (102.7) 


第 一 项 是 通常 的 声速 ,对 应 着 “波形 不 变 ” (不 计 振幅 按 >-1/2 的 一 般 规 律 减 

小 , 即 认为 波形 是 分 布 vy7) 情况 下 的 波动 . 第 二 项 导致 波形 的 变化 . 此 项 乘 
以 dr/c 并 积分 , 即 可 得 到 波形 各 点 在 (r -ni)/c 时 间 内 的 附加 位 移 57: 

ir = 2 Vii (VT a (102.8) 

虽然 柱 面 波 波形 的 变化 慢 于 平面 波 (平面 波 中 各 点 的 附加 位 移 iz 按照 与 

所 通过 距离 z 成 正比 的 规律 增加 ), 但 这 种 变化 最 终 显然 仍 会 导致 间断 的 形成 
考虑 单独 一 个 柱 面 声 脉冲 中 距离 声 源 (对 称 轴 ) 足够 远 处 形成 的 激 波 . 

柱 面 波 情形 与 平面 波 情形 的 主要 区 别 首先 在 于 , 单独 一 个 柱 面 脉冲 不 可 

能 只 有 一 个 压缩 区 或 只 有 一 个 膨胀 区 . 如 果 在 声 脉冲 前 锋 之 后 是 压缩 区 , 则 在 

压缩 区 之 后 必定 是 膨胀 区 ( 见 §871)@. 膨胀 程度 最 大 

Ee 的 点 慢 于 所 有 位 于 其 后 的 点 ,波形 在 这 里 也 会 破碎 ， 

WA? 从 而 出 现 间 断 . 因此 , 在 柱 面 声 脉冲 中 会 形成 两 个 激 

” ” 波 . 在 前 面 一 个 激 波 中 , 速度 从 零 突然 增加 ,随后 是 

压缩 区 , 但 压缩 程度 逐渐 降低 并 过 渡 到 膨胀 区 , 最 终 

这 出 现 第 二 个 激 波 , 压强 再 次 以 间断 形式 增加 . 不 过 , 柱 

面 声 脉 冲 还 有 一 个 特点 (与 平面 波 和 球面 波 情形 相 

比 ): v 只 能 在 第 二 个 激 波 的 后 面 渐 近 地 趋 于 零 . 所 以 , v 在 后 一 个 间断 中 不 会 

增加 到 零 , 而 只 能 增加 到 某 一 个 ( 负 的 ) 有 限 值 , 然后 才 渐 近 地 趋 于 零 . 结果 形 

成 如 图 84 所 示 的 波形 . 
为 了 求 出 激 波 最 终 随时 间 衰 减 的 渐 近 规律 (或 者 与 之 等 价 的 随 距 离 误 
减 的 规律 ), 可 以 利用 与 平面 波 情 形 类 似 的 做 法 . 从 那里 的 推导 过 程 可 以 看 出 ， 


@ 我 们 恰恰 将 考 虚 这 样 的 情况 .特别 地 , 对 于 有 限 大 小 物体 作 超声 速 运动 时 出 现 的 激 波 (§ 122)， 
就 可 以 应 用 上 述 结果 . 


§102 声波 中 间断 的 形成 .443 ， 


当 波 形 顶 点 的 附加 位 移 gr 远大 于 声 脉 冲 的 “初始 ” 长度 时 (这 里 的 是 指 ， 
例如 , 前 面 的 间断 面 到 v = 0 的 点 的 距离 ), 相应 的 渐 近 规律 才 成 立 , 从 距离 六 
到 7 和 ri, 该 附加 位 移 为 
5r 六 ~ (Av)iVr, 
式 中 (Au)i 是 (距离 rn 上 的 ) 前 面 一 个 间断 面 的 “初始 ” 强度. 于 是 , 波形 在 两 
个 间断 面 之 间 的 直线 部 分 的 “有 限 ” 斜率 约 为 Vri(Av)1/5r 3c/2aVy7. 波形 面 
积 相等 的 条 件 给 出 
二 二 


所 以 ! cx rl4 (而 平面 波 情形 下 的 规律 为 ! x r22). 然后 , 从 1VFrAu = const 可 
以 得 到 前 面 一 个 间断 面 的 强度 Au 的 渐 近 衰减 规律 , 即 
Au cc 7 一 3/4. (102.9) 
最 后 , 我 们 考虑 球面 波 的 情形 @. 发 散 球面 声波 的 振幅 以 1/7 的 一 般 规律 
减 小 (7 现在 是 到 中 心 的 距离 ). 重复 对 柱 面 波 情形 的 上 述 全 部 讨论 , 我 们 得 到 
波形 各 点 的 移动 速度 


u = c 十 一 (102.10) 

然后 求 出 波形 上 的 点 从 ri 移动 到 时 的 附加 位 移 8r: 
ir = — In 二 (102.11) 
我 们 看 到 , 球面 波 波 形 的 变化 仅仅 按照 对 数 规律 增加 , 这 比 平面 波 甚至 柱 面 波 


与 柱 面 波 情形 一 样 , 在 球面 声 压缩 脉冲 的 传播 过 程 中 , 在 压缩 区 之 后 也 应 
当 紧 跟着 一 个 膨胀 区 ( 见 870), 所 以 这 里 也 应 当 形 成 两 个 间断 面 (不 过 , 单独 
的 球面 脉冲 的 尾部 也 可 以 是 一 个 间断 面 , 于 是 v 在 第 二 个 间断 面 上 立即 上 升 
到 零 )@. 我 们 用 这 种 方法 求 出 脉冲 长 度 增加 和 激 波 强度 降低 的 极限 规律 : 


] cx in 二， RR (102.12) 


rvVin(r/a) 
其 中 a 是 具有 长 度量 纲 的 某 个 常量 @. 


@ 例如 发 生 爆 炸 时 在 远离 爆炸 点 的 位 置 所 观察 到 的 激 波 , 

@ 声波 在 气体 中 通常 总 会 发 生 衰减 , 这 与 黏 性 和 热传导 有 关 .， 由 于 球面 波 的 变形 很 慢 , 所 以 在 形 
成 间断 面 之 前 , 声波 已 经 衰减 掉 了 . 

@ 这 个 常量 一 般 不 等 于 rl/， 其实, 对 数 函 数 的 自 变 量 应 当 是 无 量 纲 的 , 所 以 在 + 之 ri 时 不 能 简 
单 地 忽略 (102.11) 中 的 Inr1， 当 对 数 较 大 时 , 要 想 确定 7 的 系数 , 需要 更 精确 地 考虑 初始 波形 . 
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习 题 


1， 如 图 85 所 示 , 设 初 始 时 刻 的 波形 由 无 穷 多 个 锯齿 组 成 巴 , 求 波形 和 能 量 随时 间 的 
变化 . 
解 : 预先 显然 可 知 , 波形 在 后 续 时 刻 t 仍然 由 这 样 的 锯齿 组 成 , 其 宽度 lo 不 变 , 但 高 
度 ut 变 小 . 考虑 其 中 一 个 锯齿 : 在 时 刻 上 一 0, 波形 上 w= wi 的 点 的 横 坐 标 把 三 角形 底 边 
截 去 一 段 wli/v1. 经 过 时 间 t, 这 个 点 向 前 移动 autt 的 距离 . 三 角形 底 边 长 度 不 变 的 条 件 
给 出 有 v/vV1 十 atot 一 让, 从 而 


”和 十 Qavit/l 


当 七 一 oo 时 ,振幅 以 1/t 的 方式 衰减 . 对 于 能 量 ， 
我 们 求 出 


Ur 





i Eo 
~ (1+aut/u)>’ 
它 在 上 一 oo 时 以 1/ 妇 的 方式 衰减 . 

2. 求 单 色 球面 波 波形 变化 所 导致 的 二 次 谐 波 的 强度 . 

解 : 把 波 的 形式 写 为 rv = 二 有 cos(kr 一 wt), 则 为 了 在 一 级 近似 中 考虑 波形 的 变化 , 可 
以 把 等 式 右 边 的 7 改写 为 了 十 38r, 再 按 57 的 需 展 开 . 利用 (102.11), 这 给 出 
ak 
2c 
(这 里 应 把 ri 理解 为 这 样 的 距离 , 使 所 研究 的 球面 波 在 这 个 距离 上 仍然 可 以 被 足够 精确 地 
看 做 严格 的 单 色 波 ). 这 个 公式 中 的 第 二 项 给 出 波谱 分 解 式 中 的 二 次 谐 波 , 其 总 强度 五 (对 
时 间 平 均 ) 等 于 


E 


rv= Acos(kr — wt)—O—A’*In 一 sin[2(kr — wt)] 
1 


其 中 厂 = 二 2xcpA? 是 一 次 谐 波 的 强度 . 


8 103 特征 线 


特征 线 的 定义 已 经 在 882 中 给 出 , 它们 是 小 扰动 传播 (在 几何 声学 近似 
中 ) 所 沿 的 曲线 . 这 个 定义 具有 一 般 意 义 , 并 不 局 限于 §82 中 所 讨论 的 平面 定 
常 超声 速 流 . 

对 于 一 维 非 定 常 流 , 可 以 这 样 引入 特征 线 : 它们 是 zt 平面 上 斜率 dz/dt 等 
于 小 扰动 相对 于 静止 坐标 系 的 传播 速度 的 曲线 . 相对 于 气体 以 声速 向 z 轴 的 
正方 同 或 负 方 向 传播 的 扰动 , 相对 于 静止 坐标 系 则 以 速度 v 十 c 或 v 一 c 移动. 


外 这 样 的 波形 是 任何 周期 波 的 渐 近 形式 . 


§ 103 特征 线 :5 


这 两 族 特征 线 的 微分 方程 分 别 为 称 为 C+ 和 C-, 其 微分 方程 为 


dz dz 
(a 二 十 6， (号 ) 一 得 一色 (103.1) 
还 有 一 种 扰动 与 气体 一 起 移动 , 并 且 在 对 平面 上 沿 第 三 族 特征 线 Co“ 传 播 ”: 
(号 ) =%, (103.2) 
0 


这 只 是 zt 平面 上 的 “ 流 线 ” (请 对 比 882 最 后 )@. 我 们 强调 , 这 里 特征 线 的 存 
在 根本 不 要 求 气流 是 超声 速 的 . 由 特征 线 表示 的 扰动 传播 的 方向 性 , 在 这 里 只 
对 应 着 先后 运动 之 间 的 因果 关系 . 

作为 一 个 例子 , 我 们 来 研究 简单 波 的 特征 线 . 对 于 向 x 轴 正 方向 传播 的 简 
单 波 , 根据 (101.5) 有 z = tt 十 c) 十 Fo). 求 其 微分 , 得 到 


dz = (v+e)dt+[t+te(v) + fF (v)]) dv. 


另 一 方面 , 沿 特征 线 Ci 有 dz = (v 十 c) dt. 对 比 这 两 个 等 式 , 我 们 求 出 , 沿 特征 
线 有 [(t 十 tev) 十 站 (v)] dv = 0. 方 括号 内 的 表达 式 不 可 能 恒 等 于 零 , 所 以 应 有 
dv = 0, 即 v = const. 因此 , 我 们 得 出 结论 : 速度 以 及 其 余 各 量 沿 任何 一 条 特征 
线 C+ 都 保持 不 变 (在 向 左 传播 的 简单 波 中 , 特征 线 C_ 也 有 同样 的 性 质 ). 我 
们 在 下 一 节 中 将 看 到 , 这 个 性 质 并 非 偶 然 ， 2 
而 与 简单 波 的 数学 本 质 有 国有 的 联系 . 
根据 简单 波 中 特征 线 C+ 的 这 个 性 质 简 
同样 也 可 以 断定 , 它们 是 zt 平面 上 的 一 族 
直线 (101.5), z =tlv 十 c(v)] 十 f(v), 并 且 速 法 六 静 册 公 域 
度 沿 这 些 直线 保持 不 变 . 例如 在 自 相 似 稀 
玖 波 (f(v) = 0 的 简单 波 ) 中 , 它们 在 zt 平 
面 上 组 成 通过 坐标 原点 的 直线 束 . 根据 这 元 
个 性 质 , 自 相 似 简单 波 称 为 中 心 简单 波 . 
在 图 86 中 画 出 了 当 活塞 沿 管道 向 外 i 
加 速 运动 时 形成 的 简单 稀 跑 波 的 特征 线 族 C+. 这 是 一 族 发 散 直 线 , 它们 都 始 
自 代 表 活 塞 运动 的 曲线 z = X(t). 特征 线 z = cot 的 右边 是 静止 气体 区 域 , 其 
中 的 所 有 特征 线 都 互相 平行 . 
图 87 类 似 地 给 出 了 当 活 塞 沿 管道 向 内 加 速 运动 时 形成 的 简单 压缩 波 的 
特征 线 族 . 在 这 种 情形 下 , 特征 线 是 一 族 收敛 直线 , 它们 最 终 必 定 相 交 . 因为 


@ 对 于 球 对 称 非 定常 流 , 只 要 把 z 替换 为 球面 坐标 ", 就 可 以 用 完全 相同 的 方程 (103.1), (103.2) 
来 确定 特征 线 (特征 线 现在 是 rt 平面 上 的 曲线 ). 
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每 一 条 特征 线 都 有 自己 的 恒定 v 值 , 所 以 它们 相交 就 表明 函数 v(x, t) 是 多 值 

的 , 而 这 在 物理 上 没有 意义 . 这 就 是 在 8101 中 已 经 用 类 似 方法 得 到 的 结果 的 

几何 解释 , 即 简单 压缩 波 不 可 能 一 直 存 在 , 其 中 必定 会 形成 激 波 . 用 来 确定 激 

波形 成 时 间 和 位 置 的 条 件 (101.12) 具有 以 下 几 

人 何 解释 . 相交 的 直线 特征 线 族 具有 一 条 包 络 线 ， 

该 包 络 线 在 t 较 小 时 有 一 个 尖 点 ， 这 就 给 出 了 

最 早出 现 函 数 多 值 性 的 时 刻 , 如 果 用 参数 形式 

z=zo),t=tu) 给 出 特征 线 方程 , 则 尖 点 的 位 
置 正 好 由 方程 (101.12) 确定 久 . 

我 们 已 经 把 特征 线 定 义 为 扰动 传播 所 沿 的 
曲线 , 现在 简要 地 指出 , 特征 线 的 上 述 物理 定义 
与 偏 微分 方程 理论 中 关于 这 个 概念 的 纯 数学 含 
义 有 何 种 对 应 关系 . 考虑 形 如 

A 十 9 十 On +D=0 (103.3) 
的 偏 微 分 方程 , 它 对 二 阶 导 数 是 线性 的 (系数 4, B, C, D 可 以 是 自 变 量 z, + 
和 未 知 函 数 p 及 其 一 阶 导数 的 任何 函数 )@@. 如 果 处 处 有 B? - AC < 0, 则 方程 
(103.3) 是 椭圆 型 的 ; 如 果 处 处 有 B? - 4C > 0, 则 该 方程 是 双 曲 型 的 . 对 于 后 
者 , 方程 





图 87 


4dti 一 2Bdzdt+Cdz2 =0 (103.4) 
印 
wy Es 
OE A (103.5) 


dt C 

确定 了 zt 平面 上 的 两 族 特征 线 (对 于 方程 (103.3) 的 给 定 解 p(x, vy)). 我 们 指 
出 , 如 果 方 程 中 的 系数 4, B, C 只 是 z, tt 的 函数 , 则 特征 线 不 依赖 于 具体 的 解 . 

设 所 给 流动 由 方程 (103.3) 的 某 个 解 p = wo(z, t) 描述 , 我 们 再 有 登 加 上 一 
个 小 扰动 pi. 假设 该 扰动 满足 几何 声学 成 立 的 条 件 , 即 它 对 流动 只 有 微弱 的 
影响 (yi 及 其 一 阶 导数 均 很 小 ), 但 扰动 本 身 经 过 一 小 段 距离 后 有 显著 变化 (wy 
的 二 阶 导数 相对 较 大 ). 在 方程 (103.3) 中 取 yp = wo 十 ol, 则 对 yp) 得 到 方程 
Fn po 


A rt Ra = 











@ 两 支 包 络 线 之 间 的 整个 区 域 被 各 特征 线 族 覆盖 三 遍 , 这 与 波形 破碎 过 程 中 各 量 有 三 个 值 相符 . 

如 果 包 络 线 的 一 支 退化 为 一 段 特 征 线 z = cot, 就 会 出 现 一 种 特殊 情形 ， 在 静止 气体 边界 上 产生 
激 波 . 

@ 对 于 一 维 非 定常 流 , 速度 势 满足 这 种 形式 的 方程 . 


8$103 特征 线 A 


并 且 在 系数 4, B, C 中 应 令 gp = yo. 仿照 从 波动 光学 到 几何 光学 的 过 渡 方 法 ， 
我 们 写 出 yi 的 形式 pl = aeiy, 其 中 的 函数 ( 程 函 ) 很 大 , 并 且 有 


BWN2 ,0 Ov OY 
4( 型 ) +2B 吕 三 +C( 襄 ) = (103.6) 


令 dz/dt 等 于 群 速 , 就 得 到 儿 何 声学 中 的 声 线 传播 方程 : 


起 中 


取 关 系 式 
Ak? — 2Bkw + Cw?=0 
的 微分 , 得 到 
dr Bw—Ak 
dt Cw—Bk’ 
再 用 同样 的 关系 式 消去 有/w, 我 们 又 得 到 方程 (103.5). 





习题 


对 于 多 方 气体 中 的 中 心 简单 波 , 求 第 二 族 特征 线 的 方程 . 
解 : 对 于 向 右边 静止 气体 传播 的 中 心 简单 波 , 我 们 有 





了 _ 县 二 :1 
7 一 忆 十 CC 三 co 十 7 1 
特征 线 CH 由 一 束 直线 z = const :t 表示 , 而 特征 线 C_ 由 以 下 方程 确定 : 
a ds 
dt yl mri 
和 人 (3—7Y)/( ) 
9 1 —7Y)/(Y+1 
六 ) 
Et | i to 


其 中 积分 常数 已 经 这 样 选 定 , 使 特征 线 C_ 通过 特征 线 CH (z = cot) 上 的 点 z = coto， 
t 一 to. 特征 线 CH 是 简单 波 与 静止 区 域 之 间 的 分 界线 . 
rt 平面 上 的 “ 流 线 ” 由 方程 


人 
和 
了 了 十 1 (£) ” 


WD i 
yl i Ee 


给 出 , 由 此 得 到 特征 线 Co: 
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8 104 黎 曼 不 变量 


一 般 而 言 , 任意 的 小 扰动 会 沿 对 平面 上 从 给 定点 出 发 的 全 部 三 条 特征 线 
(C+, C-, Co) 传播 . 但 是 , 任意 扰动 都 可 以 分 解 为 若干 部 分 , 使 每 一 部 分 只 沿 
一 条 特征 线 传播 

首先 考虑 等 焙 气流 . 我 们 写 出 连续 性 方程 和 欧 拉 方程 : 


mt 
Ov Ov lOp 
tra po = 0, 
在 连续 性 方程 中 已 经 按照 
op _ Op _ 10 


Op\ op 10 
Bf- ( 灵 ) 者 = 于 本 一己 
把 密度 的 导数 代 换 为 压强 的 导数 . 第 一 个 方程 除 以 土 pc 并 与 第 二 个 方程 相 加 ， 
得 到 


Gu 10p Ov ， 1 0p 未 
然后 , 我 们 引入 量 
中 过 下 款 C J_ 三 1 一 = (104.2) 
pe pe 


作为 新 的 未 知 函 数 , 这 些 量 称 为 黎 曼 不 变量 , 我 们 还 记得 , 在 等 烂 流 中 ,p 和 c 
都 是 p 的 确定 函数 , 所 以 这 里 的 积分 也 有 确定 的 意义 . 对 于 多 方 气体 ， 








2 
i $= (104.3) 
引入 这 些 量 后 , 运动 方程 变 为 以 下 简单 形式 : 
攻 十 (Vv 十 9 训 | 人 攻 十 2 一 9 品 | dd (104.4) 


作用 于 于 和 J 的 微分 算 子 恰好 是 在 zt 平面 上 沿 特征 线 CG， 和 C_ 的 微分 
算 子 . 我 们 于 是 看 出 , 量 和 J 分 别 沿 各 自 的 特征 线 0 和 C_ 保持 不 变 . 
也 可 以 说 , 量 心 的 小 扰动 只 沿 特征 线 C4 传播 , 而 J 的 小 扰动 只 沿 特征 线 
C_ 传播 . 

在 非 等 焙 流 的 一 般 情形 下 ,， 方程 (104.1) 不 能 写 为 (104.4) 的 形式 ， 因 为 
dp/pc 不 是 全 微分 . 但 是 , 这 些 方程 仍然 可 以 把 只 沿 某 一 族 特 征 线 传播 的 扰动 


§104 黎 曼 不 变量 


分 开 . 这 样 的 扰动 具有 5w 土 5p/pc 的 形式 , 其 中 ip 和 ip 是 速度 和 压强 的 任意 
的 小 扰动 . 这 些 扰动 的 传播 可 由 线性 方程 描述 : 


0 0 Sp\ _ 
为 了 得 到 描述 小 扰动 的 封闭 的 运动 方程 组 , 再 补充 绝热 方程 
0 0 
攻 + 总 村 (104.6) 


它 表 示 扰 动量 is 沿 特征 线 Co 传播 . 任意 一 个 小 扰动 总 可 以 分 解 为 上 述 三 种 
互相 独立 的 部 分 . 

与 公式 (101.4) 相 比 即 可 看 出 , 黎 曼 不 变量 (104.2) 就 是 简单 波 中 在 整个 流 
动 区 域内 始终 保持 不 变 的 量 : 在 向 右 传播 的 简单 波 中 , J 保持 不 变 , 而 在 同 左 
传播 的 简单 波 中 , 几 保持 不 变 . 从 数学 观点 来 看 , 这 是 简单 波 的 基本 性 质 . 特 
别 地 , 由 此 可 以 得 出 前 一 节 所 述 的 性 质 : 一 族 特征 线 是 直线 . 例如 , 设 简单 波 向 
右 传播 . 每 一 条 特征 线 CH; 有 一 个 保持 不 变 的 攻 值 , 此 外 , 量 .三 在 整个 区 域 
内 处 处 相同 , 所 以 在 特征 线 C+ 上 也 保持 不 变 . 但 既然 和 J 这 两 个 量 都 保 
持 不 变 , 所 以 v 和 p (以 及 其 余 所 有 的 量 ) 也 是 不 变 的 . 特征 线 C+ 的 这 个 性 质 
直接 表明 它们 是 直线 , 这 个 结果 在 8 103 中 已 经 得 到 . 

如 果 zt 平面 上 两 个 相 邻 区 域 中 的 流动 是 由 运动 方程 的 两 个 不 同 的 解析 
解 描述 的 , 则 这 两 个 区 域 之 间 的 分 界线 是 一 条 特征 线 . 其 实 , 这 条 分 界线 是 某 
些 量 的 导数 的 间断 线 , 即 某 个 弱 间 断 , 它 必 然 与 某 一 条 特征 线 重合 . 

简单 波 的 下 述 性 质 在 一 维 等 烂 流 理论 中 至 关 重 要 : 在 与 均匀 流 (v = const， 
Dp 二 const) 区 域 相 邻 的 区 域 中 , 流动 一 定 是 
简单 波 . 

很 容易 证 明 这 个 结论 . 在 zt 平面 上 ， 
设 我 们 所 关心 的 1 区 与 右面 的 均匀 流 区 域 
2 相 邻 (图 88). 显然 , 两 个 不 变量 和 J 
在 2 区 中 都 是 常量 , 这 两 族 特征 线 都 是 直 
线 . 这 两 个 区 域 之 间 的 分 界线 是 一 条 特征 
线 C+, 并 且 一 个 区 域 中 的 特征 线 Ci 不 会 
进入 另 一 个 区 域 . 但 是 , 特征 线 C_ 可 以 从 图 88 
一 个 区 域 连续 地 进入 另 一 个 区 域 , 这 一 族 
特征 线 从 2 区 带 着 不 变 的 J 值 进 入 1 区 , 并 完全 覆盖 后 者 . 因此 , 并 在 整个 
1 区 中 都 是 常量 , 这 里 的 流动 因而 是 简单 波 . 

某 些 确定 的 量 沿 特 征 线 保持 不 变 , 这 种 性 质 有 助 于 我 们 说 明 如 何 提出 流 
体 动力 学 方程 组 初始 条 件 和 边界 条 件 的 一 般 问 题 . 在 各 种 具体 的 物理 问题 中 ， 
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选取 这 些 条 件 通常 不 会 引起 疑问 , 它们 直接 取决 于 一 些 物理 上 的 考虑 . 然而 在 
更 复杂 的 问题 中 , 基于 特征 线 一 般 性 质 的 一 些 数 学 上 的 考虑 也 有 好 处 . 

为 明确 起 见 , 我 们 来 讨论 一 维 等 烂 气 流 ， 从 纯 数 学 观点 来 看 , 气体 动力 学 
问题 通常 归结 为 : 已 知 zt 平面 上 两 条 给 定 曲线 (图 89 (a) 中 的 O04 和 0B) 上 
的 边界 条 件 , 需要 确定 这 两 条 曲线 之 间 区 域内 的 两 个 未 知 函 数 (例如 w 和 p). 
问题 是 ,在 这 些 曲线 上 应 当 给 出 多 少 个 量 的 值 . 因为 从 每 一 条 曲线 上 的 每 一 
点 都 可 以 引出 两 条 特征 线 C; 和 C_, 所 以 该 曲线 相对 于 这 些 特 征 线 方向 (在 
图 89 中 由 箭头 表示 )@ 的 位 置 
变 得 非常 重要 . 可 能 出 现 两 种 
情形 : 两 条 特征 线 或 者 位 于 该 
曲线 的 同一 侧 ， 或 者 分 别 位 于 
它 的 两 侧 . 在 图 89 (a) 中 , 曲线 

O O4 属于 第 一 种 情形 , 0B 属于 

图 89 第 二 种 情形 ， 显 然 ， 为 了 在 区 

域 40B 中 完全 确定 未 知 函 数 ， 

应 当 在 曲线 O4 上 给 出 两 个 量 (例如 不 变量 和 .三 ) 的 值 , 而 在 曲线 OB 上 

只 需 给 出 一 个 量 的 值 . 其 实 , 第 二 个 量 的 值 将 由 相应 特征 线 族 从 曲线 04“ 传 

递 ” 到 曲线 OB, 所 以 不 能 任意 给 定 @. 类 似 地 , 图 89 (b), (ec) 分 别 给 出 两 条 曲 
线 上 各 给 出 一 个 量 或 两 个 量 的 情形 . 

还 应 当 指 出 , 如 果 边 界 曲线 与 任何 一 条 特征 线 重 合 , 在 这 条 曲线 上 就 根本 
不 能 任意 给 出 两 个 独立 量 的 值 , 因为 它们 的 值 满足 一 个 条 件 一 一 相应 的 黎 曼 不 
变量 为 常数 . 

在 非 等 简 流 的 一 般 情 形 下 ， 可 以 采用 类 似 方法 讨论 如 何 给 出 边界 条 件 的 
问题 . 

我 们 在 上 面 讨论 的 一 维 流动 的 特征 线 都 是 zt 平面 上 的 曲线 . 但 是 , 也 可 
以 在 用 来 描述 流动 的 其 他 任何 两 个 变量 的 平面 上 定义 特征 线 . 例如 , 可 以 考虑 
uc 平面 上 的 特征 线 . 对 于 等 箭 流 , 这 些 特征 线 的 方程 可 由 带 有 任意 常量 的 等 式 
几 = const，J = const 给 出 (我 们 将 把 这 些 特征 线 记 为 开 和 ). 于 是 , 根 
据 (104.3), 这 些 特征 线 在 多 方 气体 的 情形 下 是 两 族 平行 直线 (图 90). 


B FE 1 个 量 2 个 量 2 个 量 
1 个 量 


™_— 





(a) (b) (c) 


@ 在 zt 平面 上 , 从 给 定点 引出 的 特征 线 指向 t 增加 的 方向 . 

@ 我 们 举 出 一 个 实例 来 具体 说 明 这 种 情形 ; 活塞 沿 无 穷 长 管道 向 里 或 向 外 运动 时 形成 的 气流 . 
这 里 讨论 的 问题 是 , 在 zt 平面 上 两 条 曲线 之 间 的 区 域内 求解 气体 动力 学 方程 ， 这 两 条 曲线 分 别 是 z 
轴 的 右 半 部 分 和 表示 活塞 运动 的 曲线 z = X(t) (图 86, 87)， 在 第 一 条 曲线 上 给 定 两 个 量 的 值 (给 定 初 
始 条 件 : 当 t=0 时 v=0,p= po), 而 在 第 二 条 曲线 上 只 需 给 定 一 个 量 的 值 (给 定 v = wu, 其 中 w(t) 为 
活塞 的 速度 ). 
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值得 指出 的 是 , 这 些 特征 线 完全 取决 于 所 给 运动 介质 (气体 ) 的 性 质 , 而 
与 运动 方程 组 的 具体 的 解 无 关 . 这 是 因为 , 以 w c 为 自 变 量 的 等 炳 流 方程 ( 见 
下 一 节 ) 是 一 个 二 阶 线性 侦 微 分 方程 , 其 系 
数 只 依赖 于 自 变 量 . 
线 彼此 对 应 ， 这 种 对 应 关系 可 由 运动 方程 
组 的 给 定 解 给 出 ， 但 根本 不 必 是 一 一 对 应 
的 . 例如 , 一 个 给 定 的 简单 波 在 ve 平面 上 
只 对 应 一 条 特征 线 , 即 该 简单 波 在 zt 平面 i 
上 的 所 有 特征 线 都 对 应 这 一 条 特征 线 . 于是， 
对 于 向 右 传播 的 行 波 , 它 是 特征 线 已 中 的 一 条 , 并 且 特 征 线 C_ 对 应 整 条 特 
征 线 己 , 而 特征 线 C+ 对 应 特征 线 已 上 的 单独 一 些 点 . 
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现在 研究 关于 任意 的 一 维 等 炉 可 压缩 气流 (没有 激 波 ) 的 一 般 问题 . 我 们 
首先 指出 , 这 个 问题 可 以 化 为 求解 某 个 线性 微分 方程 的 问题 . 

任何 一 维 流动 (只 依赖 于 一 个 空间 坐标 的 流动 ) 必定 有 势 , 因为 任何 函数 
v(z, t) 都 可 以 写 为 导数 的 形式 : ulz, t) = plzx， t)/8z. 所 以 , 我 们 可 以 利用 作 
为 欧 拉 方程 首次 积分 的 伯 努 利 方程 (9.3): 


Op v2 
B+ + 
对 于 微分 dy, 由 此 得 到 
_ Op Bp, v2 
dop = Drdz 十 B=vdr— (Ft) 


这 里 的 自 变量 为 x 和 上 现在 , 我 们 选取 w 和 w 作为 新 的 自 变 量 , 并 为 此 进行 
勒 让 德 变换 . 我 们 写 出 


dp =d(zv)—zdv—d [ (w+ 5)| +td (w+ 号 )， 
并 引入 新 的 辅助 函数 


来 代替 pw, 则 得 到 


2 
dx = -zdvttd (w+ 5) =tdw+t (vt— 7)dv, 
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这 里 把 x 看 做 wv 和 ww 的 函数 . 把 这 个 关系 式 与 等 式 


_ Ox Ox 
dx = Bd t+ Dvd 
进行 对 比 , 我 们 有 
.4 i 
t= Bo Vw— 人 x By 
即 
Ox Ox ox 


mn (105.1) 
如 果 国 数 x(v, w) 已 知 , 根据 这 些 公式 就 可 以 确定 v 和 w 对 坐标 zx 和 时 间 t 
的 依赖 关系 ， 

现在 推导 用 来 确定 x 的 方程 . 为 此 , 我 们 考虑 尚未 利用 的 连续 性 方程 


0 
mal= stupa 一 小 


并 对 这 个 方程 进行 变换 , 以便 用 变量 v, w 来 表示 . 把 偏 导数 写 为 雅 可 比 行列 
式 的 形式 , 则 有 Ma OW 
pi ，P ye 
BO 5 
或 再 乘 以 8(t，z)/9(w, v), 即 得 
Blp, 2) Olt p) lt, v) 
Bi "Bl, 0) "POC 0) 
在 展开 这 些 雅 可 比 行列 式 的 时 候 , 应 当 注 意 下 述 结果 . 根据 气体 的 状态 方程 ， 
密度 p 是 其 他 任何 两 个 独立 热力 学 量 的 函数 . 例如 , 可 以 把 p 看 做 ww 和 5s 的 
图 数 , 并 且 当 s = const 时 有 p= p(w). 这 时 重要 的 是 , 在 自 变量 v, w 下 , 密度 
不 依赖 于 v. 展开 雅 可 比 行列 式 , 我 们 于 是 得 到 
dp Dr dp 0t Ot _ 
dO dw Bw 
把 上 和 z 的 表达 式 (105.1) 代入 此 式 , 化 简 后 得 到 
Lp (这 5 CR 


pao la Bl tan-0 


在 s = const 的 条 件 下 有 dw = dp/p, 于 是 可 以 写 出 
dp _dpdp_p 


dw dpdw ce2° 




















0. 


最 后 得 到 x 的 以 下 方程 : 


Ox Px Ox 
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(这 里 应 把 声速 c 看 做 ww 的 函数 ). 于 是 , 求解 非 线 性 运动 方程 的 问题 已 经 化 为 
求解 线性 方程 的 问题 . 
我 们 对 多 方 气体 应 用 这 个 方程 . 这 时 cz = (YY 一 1)w, 所 以 基本 方程 (105.2) 
的 形式 变 为 , 
(7 一 1)w 一 和 一 二 十 一 二 0. (105.3) 


如 果 (3 一 7)/(Y 一 1) 是 偶数 , 即 


$C— 他 
一 
| Ws 


2 3 二 2n 


一 105.4 
2n 二 +1 (105.4 


就 可 以 用 初等 方法 求 出 这 个 方程 的 通 解 . 单 原子 气体 (7 = 5/3, n = 1) 和 双 原 

子 气体 (7 = 7/5, n = 2) 恰好 满足 这 个 条 件 . 用 n 来 表示 >, 我 们 把 方程 (105.3) 
改写 为 

2 Tx Fx 

2n 十 1™ Bw2 02 Ow 

对 于 给 定 的 mw, 我 们 把 满足 这 个 方程 的 函数 记 为 x,. 对 于 函数 xo, 我 们 有 

Oxo xo px _ 

WW hy 


引入 变量 w = V2w 来 代替 w, 得 到 
Oxo Ke Oxo 
Ou? Ov? 
而 这 是 通常 的 波动 方程 , 其 通 解 为 xo = 所 (4 十 9) 十 (4 一 ,其 中 刻 , 天 为 任 
意 函 数 . 因此 ， | 


=0. (105.5) 





0. 











= 村 


xo= (V2w +v) + fo(V2w —v). (105.6) 


现在 证 明 , 如 果 函 数 x 已 知 , 则 通过 简单 的 微分 运算 即 可 得 到 函数 x 
其 实 , 计算 方程 (105.5) 对 w 的 导数 , 整理 后 得 到 


2 0 Sa m+ /0 8 [Se\,s 
2nl1 Ow \ Ow 27 十 10w\ Ow Ov2\Ow)/ 


如 果 引 入 变量 
让 /2 十 3 
7 2n 二 1 


来 代替 v, 就 得 到 0x /Bw 的 方程 


yr .0 /0 _ FE (Wd.o 
2(n+1)+1 Ow? \ Ow Ow \ Ow Ov2\Ow)/ 
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这 就 是 关于 函数 xn+i(w, v') 的 方程 (105.5). 因此 , 我 们 的 结果 是 


0 0 27 十 1 
Xiu Y) = BXn(y, VY) 一 Bi Xn (we 2 "). (105.7) 


对 困 数 xo (105. 本 n 次 , 就 得 到 方程 (105.5) 的 所 需 通 解 
=- jt 2(2n+ 1)w+v) + fo(V2(2n+ 1)w— wv)|, 








印 
Br- [Ri(V2(2n+1)w+v)+F(V2(2n+ 1)w— wv) (105.8) 
er sehen es 
其 中 五, E 仍 是 两 个 任意 的 函数 . 


如 果 按 照 





人 
引入 声速 来 代替 w, 则 解 (105.8) 的 形式 变 为 


x= (3 训 ) 村 [sn (et + | 0 
作为 任意 函数 自 变量 的 表达 式 


区 注 











人 
27 十] 2 
就 是 沿 特征 线 保 持 不 变 的 黎 曼 不 变量 (104.3). 
在 实际 应 用 中 常常 需要 计算 函数 x(v, c) 在 特征 线 上 的 值 , 这 时 可 以 应 用 
以 下 公式 @: 


本 时 | 1 Dn-l F(2c+a) 
(二 总 zr (et)| = es (105.10) 





其 中 


一 C 十 Q 
2 二 1 


(a 是 任意 常量 ). 


@ 推导 这 个 公式 的 最 简单 方法 是 应 用 复 变 函 数论 中 的 柯 西 定理 .对 于 任意 函数 F(c + wu), 我 们 有 

人 

c oc c 加 Oc2 © We 27ri V2(z— ce2)n 

这 里 的 积分 是 沿 复 平面 > 上 围绕 点 = = c? 的 封闭 曲线 进行 的 ， 现 在 令 u = c + oa, 并 在 积分 中 作 代 换 
Vz = 26 一 c, 我 们 得 到 





dz, 


1 {nC—1)! F(2C + a) 
27n-1 27i Cn 人 EC 一 c)n de, 
积分 域 现在 是 围绕 点 ¢ = c 的 封闭 曲线 . 再 次 应 用 柯 西 定理 即 可 求 出 , 这 个 积分 就 是 在 正文 中 写 出 的 
表达 式 . 
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现在 , 我 们 来 说 明 这 里 求 出 的 气体 动力 学 方程 通 解 与 描述 简单 波 的 解 之 
间 的 关系 . 后 者 的 特性 在 于 , v 与 w 之 间 有 一 定 的 函数 关系 ,v = wv(w), 所 以 雅 


可 比 行列 式 ao w) 


er， 1) 
恒 等 于 零 . 但 是 , 我 们 在 变换 到 变量 w w 时 必须 让 运动 方程 除 以 该 雅 可 比 行 
列 式 , A 三 0 的 解 因而 消失 . 
因此 ,简单 波 并 不 直接 包含 在 运动 方程 的 通 解 中 ， 而 是 运动 方程 的 一 个 


A = 





特 解 . 
不 过 , 为 了 理解 这 个 特 解 的 本 质 , 非常 重要 的 是 , 可 以 通过 一 个 特定 的 极 
限 过 程 从 通 解 得 到 这 个 特 解 , 而 这 个 极限 过 程 与 特征 线 的 物理 意义 (特征 线 是 
小 扰动 的 传播 路 径 ) 密切 相关 . 设想 vw 平面 上 函数 x(v, w) 不 为 零 的 一 个 区 
域 收缩 为 沿 一 条 特征 线 的 很 罕 (在 极限 下 无 穷 罕 ) 的 带 状 区 域 . 因为 x 在 该 特 
征 线 的 垂直 方向 上 减 小 得 非常 快 ,所 以 X 在 这 个 方向 上 的 导数 这 时 有 很 大 (在 
极限 下 无 穷 大 ) 的 取 值 范围 . 运动 方程 一 定 有 这 样 的 解 x(v, w). 其 实 , 如 果 把 
它们 看 做 vw 平面 上 的 “扰动 ", 则 该 解 满足 几何 声学 的 条 件 , 所 以 这 样 的 扰动 
必然 位 于 特征 线 上 . 

从 上 述 讨论 显然 可 知 , 对 于 这 样 的 函数 x, 时 间 t= 6x/aw 将 有 任意 大 的 
取 值 范围 , 而 x 沿 特征 线 的 导数 是 某 个 有 限量 . 但 是 , 沿 特征 线 (例如 荆 ) 有 

dj _1j 1 dpdw _) 1 dw 


一 和 | -一 一 二 0, 


dv pe dw dv cdv 
所 以 x 沿 特征 线 对 wv 的 导数 ( 记 为 一 F(u)) 为 
d 0 OxOw 0 0 
rn i 
把 x 的 偏 导 数 按照 (105.1) 通过 z 和 t+ 表示, 由 此 得 到 关系 式 z=( 人 十 ct 十 Fu)， 
这 正好 是 简单 波 方程 (105.5). 因为 太 沿 特征 线 工 保持 不 变 , 所 以 给 出 简单 
波 中 vw 与 c 之 间 关 系 的 表达 式 (101.4) 自动 成 立 . 

在 8104 中 已 经 证 明 , 如 果 运 动 方程 的 解 在 zt 平面 的 某 个 部 分 归结 为 均 
名 流 , 则 在 其 相 邻 区 域内 必定 有 简单 波 . 所 以 , 由 通 解 (105.8) 描述 的 运动 , 只 
有 通过 中 间 的 简单 波 区 域 才能 过 渡 到 均匀 流 (包括 静止 区 域 ). 像 任何 两 个 不 
同 解析 解 区 域 之 间 的 分 界线 一 样 ， 简 单 波 与 通 解 之 间 的 分 界线 也 是 一 条 特征 
线 . 在 求解 各 种 具体 问题 时 , 必须 确定 函数 x(w, v) 在 边界 特征 线 上 的 值 . 

把 xz 和 上 t 的 表达 式 (105.1) 代入 简单 波 方程 z = (v 土 c)t 十 f(v), 可 以 得 到 
把 简单 波 和 通 解 在 边界 特征 线 上 连接 起 来 的 条 件 , 该 条 件 给 出 


Ox | Ox 时 
tca +f(v)=0. 
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此 外 , 在 简单 波 中 (以 及 边界 特征 线 上 ) 有 


dp dz 


dv = 土 一 = 土 一 ， 
pe C 


即 士 c= dw/dv. 把 它 代 入 上 述 条 件 , 得 到 


ox OX du 
Ov Ow dv 


由 此 最 后 得 到 


+f(W) = +1(0) =0, 


X= - /rwa (105.11) 


这 样 就 确定 出 x 的 所 需 边界 值 . 例如 , 如 果 简 单 波 中 心 位 于 坐标 原点 , 即 如 果 
f(v) 三 0, 则 x = const. 因为 函数 x 只 能 确定 到 相差 一 个 附加 常量 , 所 以 在 这 
种 情况 下 可 以 在 边界 特征 线 上 令 x =0 而 不 失 一 般 性 . 


习 题 


1. 求 中 心 黎 疏 波 被 国 壁 反射 时 出 现 的 流动 . 
解 : 设 稀 玻 波 在 t= 二 0 时 形成 于 点 z= 二 0 并 向 z 轴 的 正方 向 传播 , 经 过 时 间 t= 1/eo 
后 到 达 固 壁 , 式 中 1 是 到 固 璧 的 距离 。 在 图 91 中 画 出 了 稀疏 波 反射 过 程 中 的 特征 线 . 气体 


1 


ES 
pu 
图 91 


在 1 区 和 1 区 中 静止 ,在 3 区 中 以 常 加 度 v= 一 U 
运动 四. 2 区 是 入 射 稀疏 波 (具有 直线 特征 线 CH)， 
5 区 是 反射 波 (具有 直线 特征 线 C_). 4 区 是 “相互 
作用 区 ”, 这 是 需要 求解 的 区 域 , 直线 特征 线 进入 这 
个 区 域 后 就 开始 变 弯 . 这 个 解 完全 取决 于 线段 ab 
和 ac 上 的 边界 条 件 . 在 ab 上 ( 即 固 壁 上 ) 应 有 


在 I 二 1 处 ，w=0. 
根据 (105.1), 由 此 得 到 条 件 
当 v=0 时 ， 志 二 一 l. 


黎 朴 波 的 边界 ac 是 特征 线 C_ 的 一 段 , 所 以 在 这 
段 边 界 上 有 


sa “WE 
" 27 十 1 





= Const, 


又 因为 在 点 a 有 w==0,c= co, 所 以 const = co. 在 这 段 边 界 上 应 及 = 0, 于 是 有 条 件 


当 ce 一 


i 
仙 十 


TI 一 Oo 时 ， X=0. 


外 如 果 称 硫 波 是 因为 管道 内 的 活塞 开始 向 外 匀速 运动 而 产生 的 , 则 UV 是 活塞 的 速度 . 
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容易 看 出 , 形 如 (105.9) 并 满足 这 些 条 件 的 兄 数 为 


WB 3 u NY al” 
XT onnl (部 ) 全 |(e- 吉 1) -9| } (1) 
这 就 是 所 求 的 解 . 

特征 线 ac 的 方程 为 ( 见 8103 的 习题 ) 








tco \ 2"+1)/2(n+) 
区 三 一 (27m 十 1)cot 十 2(n 十 1)7 ( 插 ) 
它 与 特征 线 O 〇 。 , i 
i 
-i i tr 
的 交点 确定 入 射 波 消失 的 时 刻 : 


ll2n+1)"ted 
_ [(2n + 1)co — UJ"+1 

对 于 图 91, 我 们 假设 U < 2co/(7 十 1). 在 相反 的 情形 下 , 特征 线 Oc 指向 了 轴 的 负 方 
向 (图 92), 入 射 波 和 反射 波 的 相互 作用 过 程 会 持续 无 穷 长 时 间 (而 不 像 图 91 那样 只 持续 
有 限时 间 ). 

函数 (1) 还 描述 两 个 相同 的 中 心 稀疏 波 之 间 的 相互 作用 ,二 者 在 t 二 0 时 分 别 从 点 
z= 二 0 和 Zz 二 21 发 出 并 彼此 相向 传播 .根据 对 称 性 , 这 是 显然 的 (图 93). 


te 





图 92 图 93 


2. 对 于 理想 气体 的 一 维 等 温 流 , 推导 出 类 似 于 (105.3) 的 方程 . 
解 : 对 于 等 温 流 , 应 当 把 伯 努 利 方程 中 的 烩 也 改 为 
应 安 PG /2=np, 
其 中 吗 = (8p/8p)r 是 等 温 声 速 的 平方 . 对 于 理想 气体 , 在 等 温情 形 下 cr = const， 选取 
上 (代替 tw) 为 自 变 量 , 用 正文 中 的 方法 得 到 函数 X 的 以 下 常 系数 线性 方程 : 
从 二 Bx Ox 
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8 106 强 爆炸 问题 


我 们 来 研究 由 强 爆 炸 产 生 的 高 强度 球面 激 波 的 传播 . 强 爆炸 是 指 在 某 个 
不 大 的 体积 中 突然 释放 出 大 量 能 量 (用 字母 B 表示 这 些 能 量 ). 假设 强 激 波 在 
多 方 气 体 中 传播 @. 

我 们 将 研究 距离 爆炸 源 不 太 远 的 激 波 , 其 强度 在 这 样 的 距离 上 仍然 很 大 . 
与 此 同时 , 假设 该 距离 远大 于 爆炸 源 的 尺寸 , 这 样 就 可 以 认为 能 量 EB 是 从 一 
个 点 (坐标 原点 ) 释放 出 来 的 . 

激 波 强度 很 大 , 这 意味 着 压强 间断 值 很 大 . 我 们 假设 间断 面 后 方 的 压强 p。 
远大 于 间断 面前 方 未 受 扰动 气体 的 压强 pi, 使 得 

2 

Di 一 
于 是 ,与 ps 相 比 可 以 处 处 忽略 pi, 且 密 度 比 pzy/pi 等 于 其 极限 值 (y 十 1)/(y 一 1) 
( 见 §89). 

因此 , 整个 流动 图 像 只 取决 于 两 个 参量 : 气体 的 初始 密度 pm 和 爆炸 中 所 
释放 的 能 量 BEB. 从 这 些 参 量 以 及 两 个 自 变 量 (时 间 t 和 径 向 坐标 >) 只 能 构成 
一 个 无 量 纲 组 合 , 我 们 把 它 写 为 


1/5 
(i) : 
于 是 , 整个 流动 具有 确定 的 自 相似 性 . 
首先 可 以 断言 ， 激 波 本 身 在 每 一 时 刻 的 位 置 应 当 对 应 于 上 述 无 量 纲 组 合 
的 一 个 确定 的 值 , 由 此 立即 可 以 求 出 激 波 随时 间 的 移动 规律 . 用 字母 R 表示 
激 波 到 中 心 的 距离 , 我 们 有 


2\1/5 
pl, a 
1 


其 中 B 是 一 个 常数 (依赖 于 ?7), 该 常数 本 身 要 在 求解 运动 方程 后 才能 确定 . 激 
波 的 传播 速度 (相对 于 未 受 扰动 的 气体 , 即 相 对 于 静止 坐标 系 ) 为 
dR 2R 2B8EW 


dt 四 5t 于 5p1/543/5 


因此 , 在 所 研究 的 问题 中 , 从 简单 的 量 纲 分 析 就 已 经 可 以 确定 激 波 的 移动 规律 
(精确 到 相差 一 个 常数 因子 ). 





(106.2) 


@ 在 下 文中 给 出 的 解 是 由 I.H. 谢 多 夫 (1946) 和 J. von 诺 依 曼 (1947) 分 别 独立 得 到 的 ，G.I. 秦 
勒 (1941, 发 表 于 1950) 也 研究 过 这 个 问题 , 但 不 如 前 者 全 面 (没有 构造 出 方程 的 解析 解 ). 
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根据 在 §89 中 得 到 的 公式 , 可 以 用 wi 表示 间断 面 后 方 气体 的 压强 po, 密 
度 p。 和 速度 v2 = wz 一 ui (相对 于 静止 坐标 系 ). 根据 (89.10), (89.11), 我 们 有 @ 


十 1 2 
v2 Pa 一 一 pit. (106.3) 


2 
li 7—1 ?7 十 1 
密度 不 随时 间 变 化 , 而 wz 和 ps 分 别 按照 35 和 太 85 的 规律 减 小 . 我 们 还 
指出 , 随 着 爆炸 总 能 量 的 增加 , 由 激 波 产生 的 压强 ps 按照 刀 2/5 的 规律 增加 . 
其 次 , 我 们 来 确定 激 波 后 方 整个 区 域 中 的 气流 . 按照 以 下 关系 式 @@ 引 入 无 
量 纲 变 量 V, G, 2 来 代替 气体 的 速度 v, 密度 p 和 声速 的 平方 cz = yp/p (用 来 
代替 压强 p): 
4 
25t2 
量 V, G, 2 只 能 是 一 个 独立 的 无 量 纲 自 相 似 变量 的 函数 , 我 们 把 这 个 自 相 似 
变量 定义 为 


村 一 VW, p= <€ (106.4) 





-2 -了 ( 伪 ) (106.5) 
按照 (106.3), 这 些 量 在 间断 面 上 ( 即 当 上 = 1 时 ) 应当 取 以 下 值 : 
V(1) = 一 G(1) = 17 2(1) = i (106.6) 
气体 的 中 心 对 称 绝热 流动 方程 组 为 
du bo __1op 
Hm 
全 全 生生 (106.7) 


Ot Or 


最 后 一 个 方程 是 炉 守恒 方程 , 其 中 已 经 利用 了 多 方 气体 的 烂 表 达 式 (83.12). 把 
表达 式 (106.4) 代入 之 后 , 就 得 到 关于 函数 V, G, 2 的 常 微分 方程 组 . 利用 下 
述 方法 直接 就 可 以 写 出 这 个 方程 组 的 一 个 积分 , 从 而 可 以 简化 其 求解 过 程 . 
我 们 已 经 忽略 了 未 受 扰 动 气体 的 压强 pi, 换言之 , 这 意味 着 与 气体 从 爆 
炸 获 得 的 能 量 EB 相 比 , 我 们 忽略 了 气体 原 有 的 能 量 . 由 此 显 见 ， 以 激 波 为 界 


@ 我 们 在 这 里 用 wa 和 ws 表示 由 公式 (89.11) 给 出 的 相对 于 气体 的 激 波 速度 . 
@ 不 要 混 清 本 节 和 下 一 节 中 的 记号 V 与 其 余 各 处 的 质量 体积 记号 ! 
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的 球面 内 的 气体 总 能 量 保持 不 变 (并 等 于 EE)， 此外， 从 流动 的 自 相似 性 显然 
可 知 , 如 果 任 取 一 个 更 小 半径 的 球面 并 让 该 半径 按照 规律 《= const 随时 间 增 
加 , 式 中 的 const 可 以 取 任 何 值 (不 仅仅 等 于 1), 则 该 球面 内 的 气体 能 量 也 应 
当 保 持 不 变 , 并 且 该 球面 上 任何 一 点 的 径 向 移动 速度 等 于 wun = 2r/5t (请 对 比 
(106.2)). 

容易 写 出 表示 这 种 能 量 不 变性 的 方程 . 一 方面 ,在 dt 时 间 内 流出 球面 (其 
面积 为 4rr2) 的 能 量 为 


dt .47rr2pV (% 十 号) 
另 一 方面 , 相应 球体 的 体积 在 这 段 时 间 内 增加 了 dt.4rr2un, 这 部 分 体积 增 量 
内 的 气体 能 量 为 

dt .4772pon (e+ 入 
让 这 两 个 表达 式 相 等 , 把 e 和 w 的 表达 式 (83.10) 和 (83.11) 代入 ， 再 按照 
(106.4) 引入 无 量 纲 函数 , 就 得 到 关系 式 

ss -BDU 

2(?7Y —1) 
这 就 是 所 求 的 积分 , 它 自 动 满足 边界 条 件 (106.6). 
求 出 积分 (106.8) 之 后 , 通过 初等 运算 即 可 求解 方程 组 , 虽然 这 很 繁琐 . 方 

程 组 (106.7) 中 的 第 二 个 和 第 三 个 方程 给 出 


(106.8) 


dV dlnG 
dlné “Te 二 

(106.9) 
dlnZ dinG 5—-2V 


和 
从 这 两 个 方程 出 发 , 利用 关系 式 (106.8) 把 导数 dV/dln& 和 dlnG/dV 表示 为 
V 这 一 个 自 变量 的 函数 , 然后 利用 边界 条 件 (106.6), 就 得 到 以 下 结果 : 


£5 = (HY) fs y= Dl) [2 ty 0 


2 7—7 了 
nm “yl “4 [7+1 vs 
rs —[5—(3y—1)V]» |—(1— 

二 | 于 iov-| (2-0 ia-m| , 
人 (106.10) 
TD 

| 2 
va 一 > Vs = 一 一 一 一 
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公式 (106.8), (106.10) 给 出 所 提问 题 的 完整 的 解 . 自 变 量 & 定义 式 中 的 党 
数 8 可 由 条 件 


ja 
a= | p+ dr 
确定 , 它 表 示 气 体 的 总 能 量 等 于 爆炸 的 能 量 E. 引入 无 量 纲 量 后 , 这 个 条 件 的 
形式 变 为 


i 多 
en 06.1 
上 1 nt 9 Tm 


例如 , 对 于 空气 (y = 7/5), 结果 是 8 = 1.033. 
从 公式 (106.10) 容易 看 出 , 当 上 一 0 时 , 函数 Y 趋 于 一 个 常数 , 而 函数 G 
趋 于 零 , 相应 规律 为 


1.0 
V— 了 cc Es/t2 GG cx E333. 
由 此 可 知 , 作为 比值 "/R=& 的 函数 , 比 
值 wu 和 p/ps 在 & 一 0 时 按照 规律 0.5 
pp 人 一 
= 人 (106.12) 
Us R: p2 R 
趋 于 零 , 压强 比 p/p 趋 于 一 个 常数 , 而 温 


度 比 相应 地 趋 于 无 穷 大 @. 0 0.5 1.0 
对 于 空气 (y = 1.4), 在 图 94 中 夯 出 Ee 
了 比值 v/vz, p/ps 和 p/ps 对 7/R 的 函数 图 94 


关系 图 像 . 值得 注意 的 是 , 密度 在 指向 球 

心 的 方向 上 非常 迅速 地 减 小 ， 儿 乎 全 部 物质 都 集中 在 激 波 后 方 比较 薄 的 一 层 
中 . 这 是 一 个 很 日 然 的 结论 , 因为 在 具有 最 大 半径 R 的 球面 上 , 气体 密度 应 当 
是 正常 密度 的 6 倍 @. 


@ 这 个 结论 在 7 < 7 时 成 立 (函数 V(6) 的 值 这 时 从 V(1) = 2/(y 十 1) 变化 到 V(0) = 1/)， 对 
于 真实 气体 ,如 果 其 热力 学 函数 可 以 用 多 方 气体 公式 来 通 近 , 则 这 个 不 等 式 必 定 成 立 (所 以 单 原子 气 
体 所 对 应 的 值 5/3 实际 上 是 7 的 上 界 )， 但 为 了 形式 上 的 完备 性 , 我 们 指出 , 当 7 > 7 时 , 函数 V{6) 
从 = 1 时 的 值 2/(> 十 1) 变化 到 极限 值 1, 后 者 对 应 一 个 确定 的 值 E= &0。 <1 (与 7 有 关 )， 函数 G 
在 这 个 点 等 于 零 , 即 出 现 一 个 扩张 的 球形 真空 区 . 

@@ 1.H. 谢 多 夫 在 其 专著 中 给 出 了 当 7 取 其 他 值 时 的 计算 结果 , 以 及 柱 面 对 称 情形 下 强 爆 炸 问题 
的 类 似 的 解 , 见 : Cenos JI. II. Meronmbt nono6ns H pa3wMepHocTH B MexaHHKe. 10-e m3n. Mocrkaa: HayKka， 
1987 (第 八 版 中 译本 : 1. WH. 谢 多 夫 . 力学 中 的 相似 方法 与 量 纲 理 论 . 沈 青 , 倪 铀 非 , 李 维 新 译 . 北京 : 科 
学 出 版 社 , 1982). 第 四 章 , §11. 
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8$ 107 汇聚 的 球面 激 波 


关于 向 中 心 汇 聚 的 高 强度 激 波 的 问题 具有 许多 有 益 的 特性 9， 我们 并 不 
关心 这 种 激 波 的 具体 产生 机 理 , 只 要 设想 它 是 在 某 种 “球面 活塞 的 冲击 下 形 
成 的 . 球面 激 波 在 向 中 心 汇 聚 的 过 程 中 不 断 加 强 . 

我 们 将 研究 激 波 汇聚 过 程 的 最 后 阶段 , 这 时 球面 间断 面 的 半径 R 已 经 远 
小 于 其 初始 半径 一 一 活塞 "的 半径 Ro. 在 这 个 阶段 中 , 运动 特性 在 很 大 程度 
上 (下 面 将 看 到 在 多 大 程度 上 ) 与 具体 的 初始 条 件 无 关 . 我 们 将 认为 激 波 强度 
已 经 足够 大 , 以 至 于 与 激 波 后 方 压 强 p。 相 比 可 以 忽略 其 前 方 压强 pi (在 前 一 
节 中 也 这 样 假设 ). 至 于 所 研究 区 域 r ~ R 之 Ro 中 的 气体 总 能 量 (该 区 域 是 变 
化 的 !), 它 根本 不 再 是 常量 (下 面 将 看 到 , 这 部 分 能 量 随时 间 减 小 ). 

所 研究 运动 的 空间 尺度 只 取决 于 随时 间 变 化 的 激 波 半径 R(t) 本 身 , 而 速 
度 尺 度 取决 于 导数 dR/dt. 在 这 些 条 件 下 自然 可 以 假设 , 运动 是 自 相 似 的 , 具 
有 独立 的 “上 自 相似 变量 ” =7/R(t). 但 是 , 仅仅 利用 量 纲 分 析 无 法 确定 函数 关 
系 R(t). 

取 激 波 汇 聚 时 刻 ( 即 R 变 为 零 的 时 刻 ) 作为 t= 0, 则 此 前 的 时 间 对 应 于 
t < 0. 我 们 将 寻求 形 如 





R(t) = A(-t)°® (107.1) 


的 函数 R(t), 它 带 有 预先 未 知 的 自 相似 指数 a. 结果 表明 , 这 个 指数 取决 于 带 
有 合适 边界 条 件 的 运动 方程 (在 区 域 + < Ro 中 ) 的 解 本 身 存 在 的 条 件 . 这 样 
还 可 以 求 出 常 参量 4 的 量 纲 , 但 该 参量 的 值 仍 然 是 不 确定 的 , 原则 上 只 有 在 
求解 全 部 气体 运动 问题 之 后 才能 最 终 确 定 下 来 ， 而 这 就 要 把 自 相似 解 与 距离 
rw、 Ro 上 的 解 连接 起 来 , 后 者 依赖 于 具体 的 边界 条 件 . 阶段 R < Ro 的 运动 对 
激 波 最 初 形成 方法 的 依赖 性 正 是 通过 这 个 参量 , 并 且 只 有 通过 这 个 参量 , 才 表 
现 出 来 . 

我 们 来 展示 如 何 求解 这 样 提出 的 问题 . 

仿照 8106 的 做 法 , 按 以 下 定义 引入 无 量 纲 未 知 函数 : 


2 
v= TV(é), p=p1G(6), = 2(), (107.2) 
其 中 
' 和 


@ G. 古 德 菜 (1942) 以 及 AI. 工 . 朗 道 和 K.II. 斯坦 纽 科 维 奇 (1944, 发 表 于 1955) 分 别 独立 地 研究 
过 这 个 问题 . 
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(定义 式 (107.2) 在 a = 2/5 时 与 (106.4) 相同 ). 我 们 还 记得 , v 是 气体 相对 于 静 
止 坐标 系 的 径 向 速度 , 该 坐标 系 与 球面 7 = Ro 以 内 的 静止 气体 相关 联 . 气体 
与 激 波 一 起 向 中 心 运动 , 这 对 应 于 v < 0 (所 以 V(&) > 0). 

运动 方程 的 待 求 的 解 其 实 只 适用 于 激 波 后 方 7 ~ R 的 区 域 和 足够 小 的 时 
间 t (这 时 RR 之 Ro), 但 我 们 所 得 到 的 解 在 形式 上 包括 从 间断 面 到 无 穷 远 处 的 
全 部 空间 7 > R 和 tg<0 的 全 部 时 间 , 并 且 变 量 & 的 取 值 范围 是 从 1 到 co 的 
所 有 值 . 因此 , 可 以 提出 函数 G, V,Z 在 t=1 和 &€=o 处 的 边界 条 件 . 

值 上 =1 对 应 于 激 波 面 , 这 里 的 边界 条 件 与 (106.6) 相同 . 

为 了 建立 无 穷 远 处 (对 于 &) 的 边界 条 件 , 我 们 指出 , 当 t= 0 时 ( 当 激 波 汇 
聚 于 一 点 时 ), 所 有 的 量 v, p, c2 在 全 部 有 限 距 离 上 应 当 是 有 限 的 . 但 在 t= 0， 
r 关 0 时 , 变量 £ = ec. 

为 了 让 函数 v(7, t) 和 ee2(7, 如 这 时 仍然 是 有 限 的 , 函数 V(€) 和 2Z(&) 应 当 
为 零 ， 

















V(eo) =0， 2Z(eo) = 0. (107.4) 
把 (107.2), (107.3) 代入 方程 组 (106.7), 其 形式 变 为 
Nn a ), 
2 福 = Te = —3V, (107.5) 


(请 对 比 最 后 两 个 方程 与 (106.9)). 我 们 指出 , 在 这 些 方程 中 , 自 变量 € 只 以 微 
分 dln€ 的 形式 出 现 , 而 常量 In A 则 完全 消失 , 所 以 仍然 是 不 确定 的 , 这 与 上 
面 的 说 法 一 致 . 

在 方程 (107.5) 中 , 导数 项 的 系数 和 右 侧 只 包含 V 和 2 (但 不 包含 G)@. 
从 这 些 方 程 求 出 导数 , 我 们 把 它们 通过 这 两 个 函数 表示 出 来 , 于 是 得 到 方程 


dln€ Z—(1—V)? 
dr -Vi Vo WP 
(Es yy 这 二 下 md (107.7) 


(x = 二 2(1 一 Qa)/ay). 再 取 导 数 d2Z/dlnE 与 dV/dlnt 之 商 , 从 而 得 到 第 三 个 方程 : 


| 
\ z 


ar iV le- -Y= (C107 


@ 引入 w p, c? 作为 基本 变量 来 取代 v, p, p 的 好 处 恰恰 就 在 于 此 . 
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如 果 求 出 方程 (107.8) 的 所 需要 的 解 , 即 如 果 求 出 函数 关系 Z(V), 然后 就 可 以 
用 直接 积分 的 方法 求解 方程 (107.6), (107.7) ( 先 求 E(V) 再 求 G(6)， 

因此 , 整个 问题 首先 化 为 求解 方程 (107.8). 在 Y2 平面 上 , 积分 曲线 应 当 
从 坐标 为 V(1), 2Z(1) 的 点 ( 称 之 为 点 Y) 开始 , 这 个 点 是 激 波 在 V2Z 平面 上 
的 “ 像 ”". 只 要 给 出 这 个 点 , 方程 (107.8) 的 解 就 已 经 确定 了 (对 于 给 定 的 a), 因 
为 一 阶 微分 方程 的 积分 曲线 可 由 它 的 一 个 点 ( 非 奇 点 ) 单 值 地 确定 . 我 们 来 说 
明 , 利用 何 种 条 件 才 能 确定 a 的 值 , 以 便 得 到 “正确 的 ”积分 曲线 . 

该 条 件 得 自 一 个 显然 的 物理 要 求 : 所 有 的 量 对 & 的 依赖 关系 应 当 是 单 值 
的 一 一 每 一 个 上 值 应 当 对 应 V, G, 2 的 唯一 的 值 . 这 意味 着 , 在 变量 € 的 全 部 
变化 域 中 (1 < € < 00, 即 0 < Iné < 00), 函数 &(V)， 
&£(G), E(2Z) 不 应 当 有 极 值 . 换言之 , dlné&/dV 等 导数 
应 当 处 处 不 为 零 . 在 图 95 中 , 曲线 1 是 抛物 线 


Z=(1—V), (107.9) 


容易 看 出 , 点 Y 位 于 这 条 曲线 的 上 方 @. 与 此 同时 ， 
根据 极限 条 件 (107.4), 上 述 问 题 的 积分 曲线 应 当 通 
过 坐标 原点 , 所 以 它 必 然 与 抛物 线 (107.9) 相交 . 但 
是 ,根据 (107.6) 一 (107.8), 所 有 上 述 导 数 都 可 以 写 为 
分 数 表达 式 的 形式 ,并且 分 子 是 差 值 2 (1 一 V)?. 
为 了 让 这 些 表 达 式 在 积分 曲线 与 抛物 线 (107.9) 的 
交点 处 不 为 零 , 应 当 同 时 有 


图 95 (3Y — x)Z = V(l1—V) ( 一 7) (107.10) 





换言之 , 积分 曲线 应 当 通 过 抛物 线 (107.9) 与 曲线 (107.10) 的 交点 (图 95 中 的 
曲线 2). 这 个 点 是 方程 (107.8) 的 奇 点 (导数 d2Z/dV = 0/0). 从 这 个 条 件 即 可 
确定 目 相 似 指数 a 的 值 . 我 们 列 出 用 数值 方法 计算 出 来 的 两 个 值 : 


当 了 = 3 时 a=0.6884， 当 Y= = 时 a = 0.7172. (107.11) 


通过 奇 点 后 , 积分 曲线 趋 于 坐标 原点 (点 0), 该 点 对 应 于 极限 值 (107.4). 
为 了 解释 相关 数学 性 质 , 我 们 简单 描述 一 下 方程 (107.8) 的 积分 曲线 在 V2 平 
面 上 的 分 布 图 像 (对 于 “正确 的 ”a 值 ), 但 不 进行 相应 计算 @. 


@ 这 只 是 表明 以 下 事实 间断 面 后 方 的 气体 速度 小 于 那里 的 声速 . 

@ 用 微分 方程 定性 理论 的 一 般 方 法 进行 研究 . 可 以 在 以 下 教材 中 找到 一 阶 微 分 方程 奇 点 类 型 的 
分 类 : Crenauoa B.B. Kype nu 中 中 epeHumanbHbIx ypapHeHi 旋 . Mockaa: Pua3marTru3, 1958 (B.B. 史 捷 
班 诺 夫 . 常 微 分 方程 教程 . 卜 元 震 译 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 1956). 第 二 章 . 
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一 般 而 言 , 曲线 (107.9) 和 (107.10) 相交 于 两 点 , 见 图 95 中 的 小 圆圈 (不 计 
横 坐 标 轴 上 没有 本 质 意 义 的 点 站 =1, 2Z = 0). 此 外 , 方程 具有 一 个 奇 点 c, 即 
曲线 (107.10) 与 直线 (37 一 1)V = 2/a 的 交点 ((107.8) 的 分 子 中 第 二 个 因 式 等 
于 零 ).“ 正 确 的 ” 积分 曲线 所 经 过 的 点 a 是 鞍点 , 点 b 和 cc 是 结 点 . 坐标 原点 
O 也 是 结 点 类 型 的 奇 点 , 方程 (107.8) 在 该 点 附近 的 形式 为 


d2Z 22 
dV V+i+x2. 

用 初等 方法 求解 这 个 齐 次 方程 , 结果 表明 , 当 站 一 0 时 , 函数 Z(V) 按照 规律 
Z const .TV (107.12) 


比 V 更 快 地 趋 于 零 . 因此 , 有 无 穷 多 条 积分 曲线 (其 差别 是 (107.12) 中 的 const 
值 不 同 ) 来 自 坐 标 原点 . 所 有 这 些 曲线 然后 进入 结 点 b 或 c, 只 有 一 条 曲线 是 
例外 , 它 进 入 鞍点 a (两 条 分 界线 之 一 , 通过 鞍点 的 唯一 积分 曲线 ). 
坐标 原点 对 应 于 上 = co, 即 对 应 于 激 波 在 中 心 汇聚 的 时 刻 . 我 们 来 确定 所 
有 的 量 在 该 时 刻 按 径 向 距离 的 极限 分 布 . 根据 (107.12), 从 方程 (107.6), (107.7) 
求 出 
当 & 二 00 时， V=const .上 Ia，2=const .上 2 和 a，G=const (107.13) 


只 有 在 用 数值 方法 实际 确定 整 条 积分 曲线 后 才能 求 出 常 系数 的 值 ). 把 这 些 表 
达 式 代入 定义 式 (107.2), 得 到 @ 


ll execxr- /edD) p=const, pexr-2/-). (107.14) 


也 可 以 直接 从 量 纲 分 析 得 到 这 些 规律 (在 知道 4 的 量 纲 之 后 ). 我 们 可 以 控 
制 两 个 参量 pi，4 和 一 个 变量 ">， 从 它们 只 能 组 成 一 个 具有 速度 量 纲 的 组 合 
4V“ri lo, 而 pi 本 身 是 具有 密度 量 纲 的 量 . 

我 们 再 来 确定 目 相似 运动 区 域 中 的 气体 总 能 量 随 时 间 变 化 的 规律 . 这 个 
区 域 的 信 寸 (半径 ) 具有 激流 半径 R 的 量 级 并 随 之 一 同 减 小 . 取 某 个 确定 的 值 
r/ 民 = 为 日 相似 运动 区 域 的 边界 , 则 半径 RR 与 RR 之 间 球 面 层 中 的 气体 总 
能 量 在 引入 无 量 纲 变量 之 后 可 以 表示 为 以 下 积分 : 


opiRs fa 「V2 多 
Ba = — 二 2 
lf 2 / c| 5 + ty — re dé 








@ 研究 表明 ,上 述 图 像 仅 在 y < mm = 1.87.… 时 才 是 成 立 的 ， 对 于 7 = 4y， 和 “正确 的 "a, 点 a 
和 4b 重合 在 一 起 , 而 当 y > yy， 时, 积分 曲线 的 分 布 图 像 发 生变 化 , 从 而 需要 更 深入 的 研究 . 但 是 , 我 们 
还 记得 , 在 物理 上 的 真实 情形 下 , 7 < 5/3 (请 对 比 461 页 上 的 脚注 ). 

@ 在 激 波 汇聚 时 刻 , 比值 pyp 的 极限 值 在 > = 7/5 时 等 于 20.1, 在 ~ = 5/3 时 等 于 9.55. 
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(请 对 比 (106.11)). 这 里 的 积分 是 一 个 常数 @, 所 以 
一 人 5 (107.15) 


对 于 所 有 真实 的 7 值 , 这 里 的 徊 指数 都 是 正 的 . 虽然 激 波 本 身 的 强度 在 它 向 中 
心 汇 聚 的 过 程 中 不 断 增 大 , 但 自 相 似 运 动 区 域 的 体积 同时 减 小 , 这 就 导致 其 中 
的 总 能 量 减 小 . 

当 激 波 汇聚 到 中 心 之 后 ( 当 #> 0 时), 在 向 中 心 运动 的 气体 中 出 现 发 散 的 
“反射 激 波 . 这 个 阶段 的 运动 也 是 自 相似 的 , 其 目 相似 指数 也 是 a, 所 以 发 散 
规律 为 Rcx 如. 我 们 在 这 里 不 再 详细 研究 这 种 运动 9. 

因此 , 上 述 问 题 给 出 自 相 似 运 动 的 一 个 实例 , 但 其 中 的 目 相 似 指数 ( 即 自 
相似 变量 上 的 形式 ) 无 法 通过 量 网 分 析 来 确定 , 而 只 能 利用 问题 的 物理 提 法 以 
及 由 此 得 到 的 条 件 , 通过 求解 运动 方程 本 身 才 能 确定 下 来 . 从 数学 观点 来 看 ， 
这 个 问题 的 特点 是 这 些 条 件 可 以 表述 为 以 下 要 求 : 一 阶 微分 方程 的 积分 曲线 
必须 通过 方程 的 奇 点 . 这 时 , 自 相 似 指数 一 般 而 言 是 无 理 数 @. 
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可 压缩 气流 与 重力 场 中 带 有 自由 面 的 不 可 压缩 流体 (液体 ) 运动 之 间 在 
液体 深度 足够 小 ( 远 小 于 问题 的 特征 尺度 , 例如 远 小 于 水 库 底部 起 伏 的 水 平 尺 
度 ) 的 情形 下 具有 值得 关注 的 相似 性 @. 在 这 种 情形 下 , 与 液体 速度 的 纵向 分 
量 ( 沿 液体 层 的 分 量 ) 相 比 , 可 以 忽略 其 横向 分 量 , 并 且 可 以 认为 前 者 沿 液体 
层 厚 度 保持 不 变 . 在 这 样 的 近似 下 ( 称 之 为 水 力学 近似 ), 可 以 把 液体 看 做 “二 
维 * 介质 : 它 在 每 一 点 都 有 确定 的 速度 wv 和 另外 一 个 特征 量 一 一 液体 的 深度 h. 

相应 的 一 般 运动 方程 与 $12 中 得 到 的 运动 方程 的 差别 仅仅 在 于 , 现在 不 
必 像 812 中 研究 小 振幅 长 重力 波 那 样 假设 各 量 在 运动 过 程 中 的 变化 都 是 小 量 ， 
所 以 在 欧 拉 方 程 中 应 当 保 留 速度 的 二 阶 项 . 特别 地 , 对 于 渠道 中 的 一 维 流 , 运 


四 当 & 一 o0 时 , 积分 发 散 , 因为 自 相似 规律 在 7 六 R 的 距离 上 不 成 立 . 

@ 我 们 仅仅 指出 , 激 波 的 反射 伴随 着 物质 的 进一步 压缩 ， 比 值 p/p 在 Y= ?7/5 时 达到 145, 在 
Y= 二 5/3 时 达到 32.7. 

图 充满 气体 的 半 无 穷 大 空间 在 瞬间 受到 强烈 撞击 时 形成 的 激 波 的 传播 问题 (3enpnosns 1.B， 
AkycTHY, xypHan, 1956, 2; 29 (Zel’dovich Ya. B. Sov. Phys, Acoust. 1956, 2: 25)), 是 这 种 自 相 似 运 动 的 
男 一 个 例子 ， 关 于 这 个 问题 的 介绍 , 还 可 以 在 唤 .B. 泽 尔 道 维 奇 和 1O.II. 莱 依 捷 尔 的 书 (第 十 二 章 ) 中 
找到 , 见 376 页 的 脚注 ， 还 可 以 参考 : Bapen6narz TI, . Tlono6ne, apToMONeNbHOCTb, HpOMeXKyTOq4Han 
acHMIITOTHKa. 2-e H3A1. JIeHHHrpanm: TampowereoH3mar, 1982 (第 一 版 英 译本 : Barenblatt G.I. Similar- 
ity, Self-Similarity, and Intermediate Asymptotics. New York: Plenum, 1979). 第 四 章 . 


@ 这 样 的 相似 性 常常 称 为 气 液 比拟 . 译 者 
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动 只 依赖 于 一 个 坐标 z (和 时 间 ), 这 些 方程 的 形式 为 
oh Qu Ov Ov Oh 
HR" R'E ?0 
(这 里 假设 深度 h 沿 渠 道 宽度 保持 不 变 ). 
从 一 般 观点 来 看 , 长 重力 波 是 所 讨论 的 系统 的 小 扰动 . 812 的 结论 表明 , 这 
样 的 扰动 以 有 限 速度 


(108.1) 





c= Vgh (108.2) 
相对 于 液体 传播 , 该 传播 速度 与 气体 动力 学 中 的 声速 起 相同 的 作用 . 我 们 可 以 
像 882 那样 下 结论 说 : 如 果 液 体 以 速度 v <c 运动 ( 称 之 为 缓 流 ), 则 扰动 既 向 
上 游 传播 , 也 向 下 游 传播 , 即 扰动 对 整个 流动 都 有 影响 ; 而 当 流 动 速度 v > c 时 
(急流 ), 扰动 的 影响 只 向 下 游 的 确定 区 域 传 播 . 
压强 p (从 自由 面 上 的 大 气压 算 起 ) 按照 流体 静 力学 定律 p = pg(h 一 z) 沿 
流体 深度 而 变化 , 其 中 z 是 从 底部 算 起 的 高 度 . 不 无 神 益 指 出 的 是 , 如 果 引 入 
两 个 量 : 





h 
ee i _ , Re. 
P= gh, 5= / pdz= 2 Pgh 7 (108.3) 
则 方程 (108.1) 的 形式 变 为 
0B | 00D) _0 ,1 
Ot or 万 9r' 9 


这 在 形式 上 与 Y= 2 万 < 丈 ) 的 多 方 气体 的 绝热 流动 方程 相同 . 这 个 结果 使 我 
们 能 够 把 流动 中 不 出 现 激 波 的 所 有 气体 动力 学 结论 直接 应 用 于 浅水 理论 . 浅 
水 理论 中 的 最 后 两 个 关系 式 与 理想 气体 的 动力 学 方程 有 区 别 . 

对 于 沿 渠 道 流 动 的 液体 ,“ 激 波 ” 是 液体 高 度 h 以 及 液体 速度 wv 的 突 跃 ( 称 
之 为 水 跃 ). 利用 液体 质量 流 和 动量 流 的 连续 性 条 件 , 可 以 得 到 这 些 量 在 间断 
两 侧 的 值 之 间 的 关系 . (渠道 单位 宽度 上 的 ) 质量 流 密度 为 7 = pvh. 把 p 十 pv2 
沿 液 体 深 度 积分 , 即 可 得 到 动量 流 密度 

/e+mmdz= 2 


2 
7 二 pv“h. 
所 以 , 连续 性 条 件 给 出 两 个 方程 : 
h2 
vihi = voho, v2hi 十 SS 一 v2h2 二 一 ~ 2 (108.5) 


这 些 关 系 式 给 出 wm, vo, ja, hz 这 四 个 量 之 间 的 关系 ， 并 中 的 两 个 量 可 以 任意 
给 定 . 用 高 度 hi, hz 表示 速度 w, v2, 我 们 得 到 


g ja h 
v2 = pl 二 珑 ,从 = 是 人 + ho2). (108.6) 
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间断 两 侧 的 能 流 并 不 相同 , 其 差 值 给 出 (单位 时 间 内 ) 间断 所 耗 散 的 能 基 , 
沿 渠 道 的 能 流 密度 为 


h 2 
和 千本 二 二 二 2 
~/ (B+ 和 ) pd = i(oh+) 


利用 表达 式 (108.6), 我 们 得 到 所 需 的 差 值 


1 
q+ (ha — hi). 


设 液 体 从 1 侧 穿 过 间断 进入 2 侧 , 则 能 量 耗 散 意 味 着 @ 一 qs > 0, 所 以 我 们 得 
到 绪论: 


jz > hi, (108.7) 
即 液体 从 高 度 较 低 的 一 侧 运 动 到 高 度 较 高 的 一 侧 . 现在 可 以 从 (108.6) 推出 
UVl >> Ci 三 V ghi, v2 娘 C2 一 9Pha2， (108.8) 


这 完全 类 似 于 气体 动力 学 中 的 激 波 . 仿照 888 中 的 做 法 , 还 可 以 从 间断 面 稳定 
性 的 必要 条 件 得 到 不 等 式 (108.8). 


习题 


求 浅水 上 的 切 向 间断 的 稳定 性 条 件 (C.B. 别论 坚 科 夫 , O.II. 波 古 采 , 1983). 这 里 的 切 
向 间断 是 指 两 侧 液体 具有 不 同 切 向 速度 的 曲线 . 

解 : 根据 已 在 前 面 正文 中 指出 的 浅水 动力 学 与 可 压缩 多 方 气体 动力 学 之 间 的 相似 性 ， 
所 提问 题 等 价 于 可 压缩 气流 中 切 向 间断 的 稳定 性 问题 (884 习题 1), 但 区 别 是 , 在 浅水 情 
形 下 应 当 考 虑 的 扰动 只 依赖 于 液体 层 平面 上 的 坐标 ( 沿 速 度 9 的 扰动 和 垂直 于 速度 的 扰 
动 ), 而 不 依赖 于 沿 液体 层 深度 的 坐标 z 包 , 因为 浅水 近似 对 应 于 长 波 扰动 ,波长 入 六 h. 于 
是 , 在 884 习题 1 中 求 出 的 速度 wk 现在 是 不 稳定 区 域 的 边界 : 切 向 间断 在 v > vi 时 稳 
定 (v 是 速度 间断 值 ). 因为 液体 的 密度 和 深度 在 切 向 间断 两 侧 相同 , 所 以 在 两 侧 起 声速 作 
用 的 量 是 同一 个 量 cl = ca = V9h.， 由 此 可 知 , 当 


v> 2vV2gh 
时 , 切 向 间断 是 稳定 的 . 


Q 8$84 习题 1 中 的 相应 坐标 为 y. 


军 十 一 齐 
旧 上 断面 的 相交 


§ 109 稀 琉 波 


两 个 激 波 的 交 线 在 数学 上 是 描述 气体 流动 的 两 个 函数 的 奇 线 . 被 绕 流 物 
体 表面 上 任何 一 个 尖 角 的 棱 都 是 这 样 的 奇 线 . 研究 表明 , 可 以 在 最 一 般 的 形式 
下 研究 这 种 奇 线 附近 的 气体 流动 (L. 普 朗 特 , T. 迈 耶 , 1908). 

在 研究 一 小 段 奇 线 附 近 的 区 域 时 , 我 们 可 以 把 这 一 小 段 奇 线 当 做 直线 , 并 
把 它 取 为 柱 面 坐标 系 7, yp, z 的 z 轴 . 在 奇 线 附近 , 所 有 的 量 显著 依赖 于 角 w， 
但 对 坐标 7 的 依赖 关系 很 弱 , 并 且 当 r 足够 小 时 可 以 完全 忽略 对 7 的 依赖 关 
系 . 各 量 对 坐标 z 的 依赖 关系 也 无 关 紧 要 , 因为 流动 图 像 沿 一 小 段 奇 线 的 变化 
可 以 忽略 不 计 . 

因此 , 我 们 应 当 研 究 一 种 定常 流 , 其 中 所 有 的 量 都 只 是 yp 的 函数 . 焙 守 恒 
方程 v:Vs =0 给 出 vp ds/dy = 0, 所 以 s = const@, 即 流动 是 等 烂 的 . 于 是 ， 
在 欧 拉 方 程 中 可 以 用 Vw 代替 Vp/p, 从 而 有 (u.V)uo = 一 Vw. 在 柱 面 坐 标 系 
中 , 我 们 得 到 三 个 方程 : 








根据 最 后 一 个 方程 , 我 们 有 vwz = const. 不 失 一 般 性 , 可 以 取 vz = 0 并 把 流动 
看 做 平面 流 , 为 此 只 要 适当 选取 坐标 系 治 z 轴 的 运动 速度 即 可 . 于 是 , 前 两 个 


@ 如 果 取 we = 0 (而 不 是 ds/dw = 0), 则 从 下 面 给 出 的 运动 方程 容易 得 到 v = 0, us 关 0. 这 样 
的 流动 没有 意义 , 因为 它 对 应 于 切 向 间断 面 (速度 间断 为 vz) 的 相交 , 而 这 种 间断 是 不 稳定 的 . 
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方程 的 形式 变 为 
do 
5 = i (109.1) 
duo ldp__du 
wo (全 + a (109.2) 
把 方程 (109.1) 代入 (109.2), 得 到 
dv dy. dw 
dw 了 dp do ”， 


积分 后 得 到 
pp 十 Vr 
?0 十 “和 const . (109.3) 
我 们 指出 , 等 式 (109.1) 表明 rotv=0, 即 流动 有 势 , 因此 伯 努 利 方程 (109.3) 
成 立 @. 
其 次 , 连续 性 方程 div(pv) = 0 给 出 
pur 十 (pw) = pv 十 ee) 十 w= 0. (109.4) 
利用 (109.2), 由 此 得 到 
dvp _ ,2dp 
(全 +w) (1 v 2 ) = 0. 


但 导数 dp/dp (更 准确 的 写法 是 (8p/8p)) 是 声速 的 平方 , 所 以 


区 dv v2 
人 人 信 (于 tv) ( — 党 ) =0. (109.5) 
可 以 用 两 种 方法 来 满足 这 个 方程 . 一 种 方法 是 取 
Wg que 二 Vr 三 0, 
二 9 / x 
6 则 根据 (109.2) 有 p= const，p = const， 而 根据 
图 gg (109.3) 还 有 如 二胡 十 避 = const, 即 速度 的 大 小 
保持 不 变 . 容易 看 出 , 速度 的 方向 这 时 也 保持 不 
变 . 速度 与 运动 平面 中 某 个 给 定 方向 之 间 的 夹 角 x 为 (图 96) 
X 王 只 十 arctan 让 (109.6) 
取 该 式 对 yp 的 导数 并 利用 (109.1), (109.2), 经 过 简单 变换 后 得 到 
dx vr dp 





(109.7) 


包 见 §9 最 后 . 一 一 译 者 
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当 p = const 时 , 确实 有 x = const. 因此 , 令 (109.5) 中 的 第 一 个 因子 为 零 , 我 
们 得 到 一 个 平凡 解 一 一 均匀 流 . 

使 方程 (109.5) 成 立 的 第 二 种 方法 是 取 1= 好 /cz, 即 wp = 士 c. 径 向 速度 
则 由 方程 (109.3) 确定 . 用 记号 wo 表示 该 方程 中 的 const, 我 们 得 到 


vy 三 土 ， Wr = 二 土 V2(wo —W)—C. 


在 这 个 解 中 , 垂直 于 径 矢 的 速度 分 量 wp 在 每 一 点 都 等 于 当地 声速 , 所 以 速度 
= /52 十 只 大 于 当地 声速 . 速度 的 大 小 和 方向 随 空 间 变 化 . 因为 声速 不 能 等 
于 零 , 所 以 连续 函数 wp(p) 显然 应 当 处 处 为 +c 或 者 处 处 为 -c. 适当 选取 一 个 
方向 作为 角 y 的 起 始 方位 , 我 们 可 以 约定 we = c. 我 们 在 下 面 将 看 到 , 从 物理 
上 考虑 , v; 的 符号 应 当 是 正 的 . 因此 ， 


Vp=cC, Yr = V2(wo 一 也 ) 一 c2. (109.8) 

根据 连续 性 方程 (109.4), 我 们 有 dy = -d(pue)/pwr. 把 (109.8) 代入 此 式 并 积 
分 , 得 到 
二 pe 

g= 了 A (109.9) 


如 果 知 道 气体 的 状态 方程 和 绝热 线 方 程 (注意 s = const), 利用 这 个 公式 就 可 
以 确定 所 有 的 量 对 角 we 的 依赖 关系 . 因此 , 公式 (109.8), (109.9) 完全 确定 了 气 
体 的 流动 . 

现在 更 详细 地 研究 这 个 解 . 我 们 首先 指出 , 直线 yp = const 在 每 一 点 均 以 
马赫 角 (其 正弦 为 v/v = c/v) 与 流 线 相交 , 即 这 些 直 线 都 是 特征 线 . 因此 , (在 
zy 平面 上 ) 有 一 族 特征 线 是 来 自 奇 点 的 直线 束 , 这 族 特征 线 在 所 讨论 的 情形 
下 具有 一 个 重要 性 质 : 所 有 的 量 沿 其 中 每 一 条 特征 线 都 保持 不 变 . 在 这 个 意义 
上 , 所 讨论 的 解 在 平面 定常 流 理论 中 的 作用 , 相当 于 899 所 讨论 的 自 相 似 流 在 
一 维 非 定常 流 理论 中 的 作用 . 我 们 在 $115 中 还 将 讨论 这 个 问题 . 

从 (109.9) 可 以 看 出 (pc)' < 0 ( 撒 号 表示 对 yp 的 导数 ), 如 果 写 出 

( )y 3 d(pc) ， 


再 注意 到 导数 d(pc)/dp 为 正 ( 见 (99.9)), 即 求 出 导数 p' < 0, 所 以 导数 p' = c2p/， 

w' 三 p'/p 也 是 负 的 . 此 外 , 因为 w' 是 负 的 , 所 以 速度 的 大 小 v= V2(wo 一 ww) 是 

2 的 增 函 数 . 最 后 , 从 (109.7) 可 知 x' > 0, 于 是 得 到 以 下 不 等 式 : 

一 <0， 一 <0， 一 >0, SX >0 (109.10) 
言 之 , 当 沿 着 流动 方向 绕 过 奇 点 时 , 密度 和 压强 减 小 , 而 速度 矢量 的 大 小 增 

加 , 其 方向 则 向 流动 方向 偏转 . 
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上 述 流动 经 常 称 为 稀疏 波 , 我 们 将 在 下 文中 采用 这 个 术语 . 

容易 看 出 , 在 奇 线 附 近 的 整个 区 域内 不 可 能 有 稀疏 波 . 其 实 , v 是 yp 的 单 
调 增 函数 , 所 以 在 环绕 坐标 原点 一 周 后 ( 即 当 yp 变化 2r 后 ), v 的 值 将 与 初始 
值 不 同 , 而 这 是 匾 雇 的 . 因此 , 奇 线 附近 的 实际 流动 图 像 应 当 由 一 系列 被 间断 
面 (平面 p = const) 分 开 的 扇形 区 域 组 成 . 每 一 个 扇形 区 域 中 的 流动 或 者 是 稀 
玻 波 , 或 者 是 均匀 流 . 在 各 种 具体 情况 下 , 扇形 区 域 的 数目 和 性 质 将 在 以 下 儿 
节 中 讨论 . 现在 仅仅 指出 , 稀疏 波 与 均匀 流 之 间 的 边界 必然 是 弱 间 断面 . 其 实 ， 
该 边界 不 可 能 是 (速度 w 的 ) 切 向 间断 面 , 因为 这 里 的 法 向 速度 分 量 we = c 不 
为 零 . 它 也 不 可 能 是 激 波 , 因为 法 向 速度 分 量 (we) 在 激 波 的 一 侧 应 当 大 于 声 
速 , 而 在 男 一 侧 应 当 小 于 声速 , 但 在 所 研究 的 情况 下 , 我 们 在 边界 面 的 一 侧 总 
有 %w=6 

从 以 上 讨论 可 以 得 出 一 个 重要 结论 : 引起 弱 间 断 的 扰动 来 自 奇 线 (> 轴 ) 
并 向 外 传播 . 这 意味 着 , 包围 秘 玻 波 的 弱 间断 面 应 当 “来 自 奇 线 ", 即 速度 在 弱 
间断 面 上 的 切 向 分 量 w 应 当 是正 的 . 于 是 , 我 们 证 明了 在 (109.8) 中 选择 带 正 
号 的 w- 是 正确 的 . 

现在 对 多 方 气体 应 用 这 些 公式 . 在 这 样 的 气体 中 , w = cy(7 一 1), 而 泊 松 
绝热 线 方程 的 形式 可 以 写 为 


pcr-2/-1 = const， pec-?27/(7-l) = const (109.11) 
( 见 (99.13)). 利用 这 些 公式 , 我 们 把 积分 (109.9) 写 为 以 下 形式 : 
2 
rs, / VG 
其 中 c。 是 临界 速度 ( 见 (83.14)). 所 以 


/7 十 1 C 
p= arccos 一 十 const, 
了 了 一】 Cy 


或 者 适当 选取 yp 的 起 始 方位 , 使 const = 0, 则 有 








Vs =€= CC08 | yp. (109.12) 


根据 公式 (109.8), 由 此 得 到 


0 A 
w= yyri (109.13) 


然后 , 利用 形式 为 (109.11) 的 泊 松 绝热 线 方程 求 出 压强 对 角 yp 的 依赖 关系 : 


a 27Y/(7Y—1) 
p=p (ef 二 ?) ， (109.14) 
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最 后 , 对 于 角 x (109.6), 我 们 有 


/7 一 1 /7 一 1 
X 王 9 十 arctan ( a cot 2 | (109.15) 


( 角 X 和 都 是 从 同一 个 方位 算 起 的 ). 

因为 必 有 wv > 0,c > 0, 所 以 这 些 公 式 中 的 角 yp 只 能 在 p=0 和 yp = pax 
之 间 变 化 , 其 中 

Vinax = 2 (109.16) 

这 意味 着 , 稀 玖 波 可 以 充满 一 个 顶 角 不 大 于 waax 的 扇形 区 域 . 例如 , 对 于 双 原 
子 气体 (空气 ), 该 角 为 219.3°. 当 yp 从 0 变 到 pu 时 , 角 xx 从 /2 变 到 gp ，. 
因此 , 稀 叭 波 中 的 速度 方向 能 够 偏转 的 角度 不 大 于 yp, 一 x/2 (对 于 空气 , 该 
角度 为 219.3°). 

当 yg = pmax 时 , 压强 变 为 零 . 换言之 , 如 果 稀 疏 波 扩展 到 这 个 角 , 则 相应 
弱 间 断 是 与 真空 的 分 界线 , 它 当 然 是 一 条 流 线 . 这 里 有 


十 1 
Tc 一 wmax 


即 速度 指向 径 向 并 达到 其 极限 值 vmax ( 见 §83). 
对 于 空气 (7 = 1.4), 图 97 给 出 量 py/p cx/v 和 x 作为 角 2 的 函数 的 图 像 . 
值得 注意 vv 平面 上 由 公式 (109.12), (109.13) 确定 的 曲线 ( 称 为 速度 图 ) 
的 形状 . 这 是 半径 为 v= ck 和 w= vmax 的 圆 之 间 的 外 摆 线 的 一 段 弧 (图 98). 
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习 题 


1. 求 稀 疏 波 中 流 线 的 形状 ， 
解 : 在 极 坐标 下 , 二 维 流 动 的 流 线 方程 为 dr/vr =7rdepl/ue. 把 (109.12), (109.13) 代 
入 此 方程 并 积分 , 得 到 


—{7+1)/(7—1) 
"= (cos yi?) 
中 


这 些 流 线 是 一 族 相 似 曲 线 , 原点 是 相似 中 心 并 且 位 于 曲线 止 向 的 那 一 侧 . 

2. 设 一 个 稀疏 波 介 于 两 个 弱 间 断面 之 间 , 并 且 气 体 的 速度 Wi 和 声速 cl 在 其 中 第 一 
个 弱 间 断面 上 取 给 定 值 , 求 这 两 个 弱 间 断面 之 间 的 最 大 可 能 天 角 . 

解 : 对 于 第 一 个 间断 面 的 相应 的 角 p, 从 (109.12) 求 出 这 个 角 的 值 : 


一 /arceos 2 
而 P2 一 Pmax; 所 以 待 求 的 天 角 为 
Ws 7Y—1 By 


利用 伯 努 利 方程 可 以 把 临界 速度 c。 通过 Vi, C1 表示 出 来 : 





2 2 2 
Vi a Si 
人 


利用 (109.15) 可 以 得 到 气体 速度 在 稀疏 波 中 的 最 大 可 能 偏转 角 Xmax 一 X(Pl) 一 X(pz)， 
它 具 有 差 值 的 形式 : 





+ si 
—— arcsin — — arcsin —. 
YY—1 ce Ul 


Xmax 是 wifei 的 函数 , 当 v1/c1 = 1 时 具有 最 大 值 ， 


rf 放 +i 
一 ”一 一 一 一 一 


当 ul /el 一 oo 时 , Xmax 按照 以 下 规律 趋 于 零 : 
2 wh 
了 一 1 ui 


Xmax 一 
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激 波 可 以 治 某 条 曲线 相交 . 在 研究 一 小 段 交 线 附近 的 流动 时 , 可 以 假设 这 

段 交 线 是 直线 , 而 间断 面 是 平面 . 因此 , 只 要 讨论 平面 激 波 相交 的 情形 即 可 . 
间断 面 的 交 线 在 数学 上 是 一 条 奇 线 (在 8 109 最 前 面 已 经 指出 这 一 点 ). 交 
线 附近 的 整个 流动 图 像 由 许多 扇形 区 域 组 成 ,每 个 扇形 区 域 中 的 流动 或 者 是 
9 人 匀 流 , 或 者 是 8109 所 描述 的 稀疏 波 . 下 面 介绍 间断 面相 交 的 可 能 类 型 的 一 
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般 分 类 中 . 

首先 必须 作出 以 下 说 明 . 如 果 激 波 两 边 的 气流 都 是 超声 速 的 , 就 可 以 谈论 
激 波 的 “方向 ”( 如 同 892 一 开始 所 指出 的 那样 ), 从 而 可 以 把 “来自 ” 交 线 的 激 
波 与 “到达 ” 交 线 的 激 波 区 分 开 来 . 对 于 前 一 种 激 波 , 切 向 速度 指向 远离 交 线 
的 方向 , 于 是 可 以 说 , 导致 间断 面 形 成 的 扰动 来 自 这 条 交 线 . 对 于 后 一 种 激流 ， 
扰动 米 自 交 线 以 外 的 点 . 

如 果 激 波 一 侧 的 扰动 是 亚 声 速 的 , 则 扰动 沿 其 表面 向 两 个 方向 传播 , 所 以 ， 
严格 地 说 , 关于 激 波 方向 的 概念 就 没有 意义 了 . 但 是 , 来 目 交 线 的 扰动 能 够 沿 
这 种 间断 面 传播 , 这 对 于 下 面 的 讨论 是 重要 的 . 在 这 个 意义 上 , 这 类 激 波 在 下 
面 的 讨论 中 所 起 的 作用 与 来 自 交 线 的 纯 超声 速 激 波 但 所 起 的 作用 相同 . 所 以 ， 
来 自 交 线 的 激 波 在 下 文中 将 包括 这 两 种 类 型 . 

在 下 图 中 画 出 了 垂直 于 交 线 的 平面 内 的 流动 图 像 . 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 
流动 发 生 在 这 个 平面 内 . 在 交 线 周围 的 整个 区 域内 , 平行 于 交 线 (从 而 也 平行 
于 所 有 的 间断 平面 ) 的 速度 分 量 必定 相同 , 所 以 在 适当 选取 坐标 系 后 总 是 可 以 
认为 该 速度 分 量 为 零 . 

我 们 首先 指出 某 些 根本 不 可 能 的 结构 . 


(a) 





激 波 流 线 


图 99 


容易 看 出 , 不 可 能 出 现 这 样 的 情况 : 两 个 激 波 相交 , 并 且 其 中 任何 一 个 都 
不 是 到 达 交 线 的 激 波 . 例如 , 如 图 99 (a) 所 示 , 对 于 来 自 交 线 的 两 个 激 波 , 左 侧 
来 流 的 流 线 向 相反 方向 偏转 , 而 整个 2 区 中 的 速度 应 当 保 持 不 变 . 无 论 在 2 区 
中 再 引入 何 种 其 他 间断 ， 也 无 法 克服 这 个 困难 @. 用 类 似 方法 还 看 出 , 不 可 能 
出 现 如 图 99 (b) 所 示 的 情况 : 激 波 和 黎 疏 波 相交 , 并 且 它 们 都 来 自 交 线 . 在 这 


@ 这 样 的 分 类 是 由 区 .区 . 朗 道 (1944) 给 出 的 , C. II. 季 亚 科 夫 (1954) 作出 了 某 些 补充 (涉及 激 波 
与 切 向 间断 及 弱 间 断 之 间 的 相互 作用 ). 

@ 指 激流 两 侧 气 流 均 为 超声 速 流 的 情况 .一 一 译 者 

加 为 了 避免 重复 性 论述 ， 对 于 存在 亚 声速 流动 区 域 并 且 来 自 交 线 的 激 波 其 实 就 是 与 亚 声速 流动 
区 域 相 邻 的 激 波 的 情况 , 我 们 不 再 进行 类 似 的 讨论 . 
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样 的 流动 图 像 中 , 虽然 2 区 中 的 速度 方向 也 可 以 保持 不 变 , 但 是 因为 压强 在 激 
波 中 增加 , 而 在 稀 朴 波 中 减 小 , 所 以 压强 保持 不 变 的 条 件 不 可 能 成 立 . 

其 次 , 因为 相交 不 会 反 过 来 影响 到 达 交 线 的 激 波 , 所 以 多 于 两 个 由 其 他 原 
因 引 起 的 激 波 ( 沿 一 条 公共 交 线 ) 同时 相交 , 是 不 大 可 能 发 生 的 巧合 . 因此 , 在 
处 理 这 样 的 问题 时 , 只 考虑 一 个 或 两 个 到 达 交 线 的 激 波 即 可 . 

以 下 事实 非常 重要 : 绕 交 点 流动 的 气体 只 能 通过 一 个 来 自 该 点 的 激 波 或 
稀疏 波 . 例如 , 如 图 99(c) 所 示 , 设 气 体 通 过 来 自 点 O 的 两 个 激 波 . 因为 激 波 Oa 
后 面 的 法 向 速度 分 量 wz < ca, 所 以 2 区 中 冬 直 于 激 波 O1 的 速度 分 量 也 小 
于 cz, 而 这 与 激 波 的 基本 性 质 矛 盾 . 用 类 似 方法 
还 知道 , 气体 不 可 能 通过 来 自 点 O 的 两 个 稀 下 C 
波 或 者 一 个 稀疏 波 和 一 个 激 波 . 

这 些 方法 显然 不 能 向 到 达 交 点 的 激 波 推广 . 

我 们 现在 可 以 列举 出 所 有 可 能 的 相交 类 型 . 

图 100 画 出 三 个 激 波 相交 的 情形 ， 其 中 一 
个 是 到 达 交 线 的 激 波 Oa, 其 余 两 个 是 来 自 交 线 
的 激 波 0b5, Oc. 可 以 把 这 种 情形 看 做 一 个 激 波 
分 裂 为 两 个 激 波 加 . 容易 看 出 , 在 来 自 交 线 的 两 
个 激 波 之 间 还 应 当 形 成 一 个 切 向 间断 Od, 它 把 

图 100 分 别 流 过 O 和 Oc 的 气体 隔 开 @. 其 实 , 激 波 

Oa 是 由 别 的 原因 引起 的 ， 因 而 是 完全 给 定 的 . 

这 意味 着 1 区 和 2 区 中 的 热力 学 量 (例如 p, p) 和 速度 w 具有 确定 的 给 定 

值 , 于 是 只 剩 下 两 个 量 可 供 我 们 支配 , 它们 是 决定 激 波 0b 和 Oc 的 方向 的 两 

个 角 . 但 是 , 一 般 而 言 , 假如 在 3 一 4 区 中 没有 切 向 间断 Od, 则 上 述 两 个 量 无 法 

满足 四 个 条 件 (p, p 和 两 个 速度 分 量 保持 不 变 ). 引入 切 向 间断 之 后 , 相应 条 件 
的 数目 就 减少 为 两 个 (压强 和 速度 方向 保持 不 变 ). 

然而 , 任意 激 波 并 非 都 会 分 裂 . 一 个 到 达 交 线 的 激 波 ( 当 1 区 气体 的 热力 
学 状态 给 定时 ) 取决 于 两 个 参量 , 例如 来 流 马 赫 数 Mi 和 压强 比 pi /ps. 只 有 在 
这 两 个 变量 平面 上 的 确定 区 域内 , 激 波 才 会 分 裂 @. 





四 应 当 指 出 , 激 波 不 可 能 分 裂 为 一 个 激 波 和 一 个 稀 朴 波 (不 难 证 明 , 对 于 来 自 交 线 的 这 样 两 个 波 ， 
压强 的 变化 和 速度 方向 的 变化 无 法 彼此 协调 ). 

@ 切 向 间断 其 实 总 是 化 为 洋流 区 . 

@ 确定 这 个 区 域 需要 繁琐 的 代数 运算 或 数值 计算 . 我 们 再 一 次 重复 ， 这 时 必须 考 虚 激 波 的 “ 方 
向 ” 在 三 个 激 波 相 交 的 情形 中 ， 如 果 两 个 是 到 达 交 线 的 激 波 ,一 个 是 来 自 交 线 的 激 波 , 就 可 以 把 这 种 
情形 看 做 由 其 他 原因 引起 的 两 个 激 波 相交 的 结果 , 这 两 个 激 波 的 所 有 参量 都 具有 给 定 值 . 只 有 当 这 些 
参量 的 任意 给 定 值 满足 完全 确定 的 关系 时 , 这 两 个 激 波 才 有 可 能 合并 为 一 个 激 波 , 而 这 是 不 大 可 能 发 
生 的 巧合 . 
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对 于 两 个 到 达 交 线 的 激流 ， 可 以 把 它们 的 相交 看 做 由 于 其 他 原因 而 在 某 
处 产生 的 两 个 激 波 发 生 “碰撞 ” 的 结果 . 如 图 101 所 示 , 这 时 可 能 出 现 两 种 显著 
不 同 的 情形 . 

在 第 一 种 情形 中 ， 两 个 激 波 碰撞 后 产 
生 两 个 来 自 交 点 的 激 波 . 为 了 满足 所 有 的 
必要 条 件 , 仍然 需要 在 新 产生 的 两 个 激 波 
之 间 形 成 一 个 切 向 间断 . 

在 第 二 种 情形 中 , 不 是 形成 两 个 激 波 ， 
而 是 形成 一 个 激 波 和 一 个 稀疏 波 . 

发 生 碰 撞 的 两 个 激 波 由 三 个 参数 ( 例 
如 M1 和 比值 Pi1/p2, Pi1/P3) 确定 , 仅 在 这 
些 参数 值 的 特定 范围 内 才 可 能 出 现 上 述 相 
交 形 式 . 如 果 参 数值 位 于 这 些 范 围 之 外 , 则 
这 些 激 波 在 碰撞 之 前 必定 发 生 分 裂 . 

下 面 研究 激 波 入 射 到 切 向 间断 时 可 能 
出 现 的 相交 类 型 . 

图 102 (a) 画 出 了 激 波 在 运动 气体 与 静 
止 气体 之 间 分 界面 上 的 反射 . 5 区 是 静止 
气体 区 , 由 切 向 间断 面 与 运动 气体 隔 开 . 在 
与 5 区 相 邻 的 1 区 和 4 区 中 , 压强 应 当 相 
同 (等 于 ps). 而 压强 在 激 波 中 增加 ,所 以 图 记 
显然 , 激 波 应 当 以 稀疏 波 3 的 形式 从 切 向 
间断 面 上 反射 , 从 而 使 压强 降 至 原始 值 . 切 向 间断 面 在 交 线 处 发 生 偏 折 . 

如 果 切 向 间断 面 的 另 一 侧 不 是 静止 气体 , 而 是 亚 声速 气流 , 则 激 波 根本 不 
可 能 与 切 向 间断 面相 交 . 其 实 , 激 波 和 稀疏 波 都 不 可 能 进入 亚 声速 区 中 , 所 以 
在 亚 声速 区 中 只 能 有 平凡 的 均匀 流 , 于 是 切 向 间断 面 不 会 发 生 偏 折 . 激 波 不 可 








激 波 切 向 间断 。 弱 间 断 流 线 


图 102 
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能 以 稀疏 波 的 形式 反射 , 因为 这 必然 导致 切 向 间断 面 的 偏 折 . 激 波 也 不 可 能 以 
激 波 的 形式 反射 , 因为 压强 在 切 向 间断 面 上 相等 的 条 件 不 可 能 成 立 . 
如 果 切 向 间断 面 两 侧 的 流动 都 是 超声 速 的 , 就 可 能 出 现 两 种 不 同 的 结构 . 
在 一 种 情形 下 (图 102(b)), 除了 入 射 向 切 向 间断 面 的 激 波 , 还 会 产生 反射 激 波 
和 折射 激 波 , 切 向 间断 面 则 发 生 偏转 . 在 另 一 种 情 
形 下 (图 102(c)) 会 产生 反射 稀疏 波 和 进入 另 一 种 
介质 的 折射 激 波 . 这 两 种 结构 仅 在 入 射 激 波 和 切 向 
间断 面 的 参数 值 属 于 特定 范围 时 才 可 能 出 现 @@. 
两 个 切 向 间断 面 的 相互 作用 会 导致 一 种 结构 ， 
其 中 没有 到 达 交 线 的 激 波 , 只 有 两 个 来 自 交 线 的 激 
波 (如 前 所 述 , 在 没有 切 向 间断 面 时 不 可 能 出 现 这 
图 103 种 结构 ). 在 图 103 中 , 1 区 中 的 气体 静止 . 显然 , 仅 
当 2 区 和 5 区 是 超声 速 区 时 才 可 能 出 现 这 种 结构 . 
我 们 再 来 简要 讨论 激 波 与 具有 另外 来 源 的 弱 
间断 面相 交 的 情形 . 这 里 有 两 种 可 能 性 , 与 激 波 后 
面 是 超声 速 流 还 是 亚 声 速 流 有 关 . 在 第 一 种 情形 下 
(图 104(a)), 弱 间 断面 在 激 波 上 发 生 折 射 并 进入 激 
波 后 面 的 空间 ( 激 波 本 身 在 交 线 上 不 发 生 偏转 , 但 
其 形状 有 更 高 阶 的 奇异 性 , 类 似 于 弱 间 断面 的 奇异 
性 ). 此 外 , 焙 在 激 波 中 发 生变 化 , 从 而 必然 导致 在 
激 波 后 面 再 出 现 一 个 切 向 弱 间 断面 , 炳 的 导数 在 这 
里 发 生 间 断 . 
如 果 激 波 后 面 的 流动 是 亚 声速 的 , 则 弱 间 断 不 
能 进入 这 个 区 域 而 只 能 中 止 于 交点 (图 104 (b)). 在 
这 种 情形 下 , 该 交点 是 一 个 奇 点 (例如 , 如 果 上 述 弱 
104 间断 是 流体 动力 学 诸 量 的 一 阶 导 数 的 间断 , 则 可 以 
证 明 , 在 交点 附近 , 新 形成 的 弱 切 向 间断 、 激 波形 状 
和 压强 分 布 具有 对 数 型 奇异 性 ), 此 外 , 与 前 面 的 情形 一 样 , 在 激 波 后 面 会 出 现 
焙 的 切 向 弱 间 断 电 . 
关于 激 波 与 弱 间 上 断 相 互 作 用 的 上 述 讨 论 也 适用 于 激 波 与 切 向 弱 间 断 的 相 
互 作用 . 如 果 激 波 后 面 区 域 中 的 流动 是 超声 速 的 , 在 该 区 域 中 就 会 出 现 弱 间断 








@ 这 两 种 结构 在 所 考虑 的 意义 下 是 图 100 和 图 101 (b) 所 示 情 形 的 推广 . 
@ 季 亚 科 夫 进行 了 关于 激 波 与 弱 间 断 相 交 的 详细 的 定 量 研 究 ， 见 : [baxos C. ITIL， 2KypH. 3kcnep. 
Teop. qu3. 1957, 33: 948, 962 (D’yakov S.P. Sov. Phys. JETP, 1958, 6: 729, 739), 
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和 切 向 弱 间断 . 而 如 果 激 波 后 面 区 域 中 的 流动 是 亚 声 速 的 , 则 在 该 区 域 中 只 会 
出 现 折 射 切 向 弱 间 断 . 

最 后 , 我 们 再 考虑 弱 间 断 与 切 向 弱 间 断 之 间 的 相互 作用 . 如 果 切 向 弱 间 断 
两 侧 的 流动 都 是 超声 速 的 , 则 除了 入 射 弱 间断 , 还 会 出 现 反 射 弱 间 断 和 折射 弱 
间断 . 而 如 果 切 向 弱 间 断 另 一 侧 的 流动 是 亚 声速 的 , 弱 间 断 就 不 会 穿 过 切身 能 
间断 , 从 而 只 会 发 生 弱 间断 的 “内 部 全 反射 ”， 
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在 激 波 与 被 绕 流 固体 表面 定常 相交 的 现象 中 ， 激 波 与 边界 层 的 相互 作用 
起 非常 重要 的 作用 . 这 种 相互 作用 的 性 质 极其 复杂 , 其 详细 研究 超出 了 本 书 范 
围 . 我 们 在 这 里 仅 限于 某 些 一 般 讨论 中 . 

压强 在 激 波 上 发 生 间 断 , 并 且 沿 气体 运动 方向 增 大 . 所 以 , 假如 激 波 与 固 
体 表面 相交 ， 则 压强 在 交 线 附近 很 短 一 段 线段 上 的 增 量 是 有 限 的 ， 即 存在 非 
常 大 的 正 的 压强 梯度 . 但 是 我 们 知道 , 压强 不 可 能 在 固 壁 附近 如 此 迅速 地 增加 
( 见 840 最 后 ), 因为 这 必然 引起 分 离 , 从 而 改变 绕 流 图 像 , 使 激 波 移动 到 距离 
物体 表面 足够 远 的 位 置 . 只 有 强度 足够 小 的 激 波 是 例外 . 从 840 最 后 的 证 明 过 
程 中 显然 可 见 , 在 边界 层 中 之 所 以 不 可 能 出 现 正 的 压强 间断 , 是 因为 已 经 假设 
该 间断 值 很 大 : 它 应 当 大 于 某 个 取决 于 Re 值 的 界限 , 而 该 界限 随 Re 的 增加 
而 减 小 . 

因此 , 只 有 强度 不 太 大 的 激 波 才 有 可 能 与 固体 表面 定常 相交 , 而 且 Re 越 
大 , 则 相应 激 波 的 强度 越 小 . 这 种 激 波 的 最 大 允许 强度 还 与 边界 层 处 于 层 流 态 
还 是 湛 流 态 有 关 . 边界 层 消 流 化 将 阻 但 分 离 的 发 生 (845), 所 以 在 湛 流 边界 层 
的 情况 下 , 从 国体 表面 可 以 发 出 比 层 流 边界 层 情况 更 强 的 激 波 . 

我 们 强调 , 在 上 述 讨论 中 至 关 重 要 的 是 , 在 激 波 前 方 ( 即 在 激 波 上 游 ) 已 经 
存在 边界 层 . 所 以 , 上 述 结 果 并 不 适用 于 来 目 物 体 前 端的 激 波 , 例如 在 绕 尖 槐 
的 流动 中 就 会 出 现 这 种 情形 ( 详 见 下 一 节 ), 这 时 气体 从 外 部 ( 即 从 没有 任何 边 
界 层 的 区 域 ) 到 达 尖 模 的 前 端 . 由 此 显然 可 知 , 前 面 的 讨论 丝毫 也 不 排斥 存在 
这 种 来 日 尖 模 前 端的 激 波 的 可 能 性 . 

在 亚 声 速 流 中 , 只 有 当 基 本 流 中 的 压强 沿 被 绕 流 表面 向 下 游 增加 时 , 才能 
发 生 分 离 . 但 在 超声 速 流 中 , 甚至 在 压强 向 下 游 减 小 时 , 通过 一 种 特殊 方式 也 
可 能 发 生 分 离 . 这 样 的 现象 可 以 通过 弱 激 波 与 分 离 的 结合 而 产生 , 这 时 激 波 本 
喘 就 可 以 提供 产生 分 离 所 需 的 压强 增 量 , 并 且 在 激 波 前 方 区 域 中 , 压强 向 下 游 


@ 在 边界 层 中 必然 存在 一 个 紧 贴 固体 表面 的 亚 声速 区 , 激 波 根 本 不 可 能 进入 这 个 区 域 . 在 讨论 激 
波 与 固体 表面 相交 时 , 我 们 忽略 这 个 情况 , 因为 这 对 下 述 讨 论 是 无 关 紧 要 的 . 
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既 可 以 增加 , 也 可 以 减 小 . 

所 有 上 述 讨论 只 适用 于 定常 相交 的 情形 ， 这 时 激 波 和 闫 体 处 于 相对 静止 
状态 . 我 们 来 研究 非 定常 相交 的 情形 , 这 时 在 外 部 产生 的 运动 激 波 入 射 到 固体 
上 , 激 波 与 固体 表面 的 交 线 沿 表 面 移动 , 同时 发 生 激 波 的 反射 : 除了 入 射 激 波 ， 
还 形成 一 个 来 自 物体 表面 的 反射 激 波 . 

我 们 将 在 随 交 线 一 起 运动 的 坐标 系 中 研究 
这 种 现象 , 激 波 在 这 个 坐标 系 中 是 定常 的 . 最 简 
单 的 反射 图 像 是 , 反射 激 波 直接 来 自 交 线 . 这 样 
的 反射 称 为 正规 反射 (图 105). 如 果 给 定 入 射 激 
波 的 入 射 角 aa 和 强度 , 就 可 以 唯一 地 确定 2 区 
中 的 流动 . 在 反射 激 波 中 , 气体 速度 应 当 偏转 一 
定 角度 ， 以 便 重 新 平行 于 固体 表面 . 根据 这 个 角度 就 可 以 利用 激 波 极 线 方程 
确定 反射 激 波 的 位 置 和 强度 . 但 对 于 给 定 的 速度 偏转 角 , 激 波 极 线 确定 了 两 个 
不 同 的 激 波 , 分 别 属于 弱 激 波 族 和 强 激 波 族 (8§92). 实验 数据 表明 ,反射 激 波 
其 实 总 是 属于 弱 激 波 族 ,所 以 我 们 在 下 面 也 将 选取 这 样 的 解 . 这 时 必须 指出 ， 
当 入 射 激 波 强 度 趋 于 零 时 , 反射 激 波 强度 也 趋 于 零 , 反射 角 as 趋 于 入 射 角 al. 
这 自然 与 声学 近似 下 的 结果 是 一 致 的 . 在 
al 一 0 的 极限 下 , 弱 反 射 激 波 逐 渐变 为 正 
面 入 射 时 所 得 到 的 反射 激 波 (8100 习题 1). 

(理想 气体 中 ) 正规 反射 的 数学 计算 没 
有 任何 原则 上 的 困难 , 但 是 其 代数 运算 很 
繁琐 我 们 在 这 里 只 介绍 一 些 结果 @Q 

根据 激 波 极 线 的 一 般 性 质 显 然 可 以 看 
出 , 并 不 是 入 射 激 波 参数 (入 射 角 ak 和 压 
强 比 p/pi) 取 任 意 值 时 都 能 出 现 正规 反射 . 
当 压 强 比 ps/p1 给 定时 ,存在 一 个 最 大 可 
能 的 入 射 角 aak,， 而 当 ai > ak 时 不 可 能 
出 现 正规 反射 . 当 pz/m 一 工时, 最 大 入 射 
角 趋 于 90°, 即 正规 反射 对 于 任何 入 射 角 都 
图 106 是 可 能 的 . 而 当 po/pi 一 oo 时 ,最 大 入 射 





图 105 





@ 可 以 在 以 下 专著 中 找到 关于 激 波 反射 的 更 加 详细 的 论述 : Courant R., Friedrichs K.O. Super- 
sonic Flow and Shock Waves. New York: Interscience, 1948 (R. 柯 朗 , K.O. 弗 里 德里 克 斯 . 超声 速 流 
与 冲击 波 . 李 维 新 , 徐 华 生 , 管 楚 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1986). 第 四 章 ; Mises R. Mathematical Theory 
of Compressible Fluid Flow. New York: Academic Press，1958， 还 可 以 参考 综述 文章 : Bleakney W.， 
Taub A.H. Rev. Mod. Phys. 1949, 21: 584. 
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角 趋 于 某 个 与 Y 有 关 的 值 . 对 于 空气 , 该 值 为 40°. 图 106 给 出 ak 在 Y=7/5 
和 7?7=5/3 时 对 Pi/ps 的 函数 关系 的 图 像 . 

一 般 而 言 , 反射 角 as 不 等 于 入 射 角 a1. 存在 这 样 一 个 入 射 角 的 值 a,, 当 
al < ay 时, 反射 角 az < al, 而 当 aa > ay 时 as > mm . 这 
个 值 为 





* 二 一 IC 
Pm 2 


(对 于 空气 , a, = 39.2°). 值得 一 提 的 是 , 它 与 入 射 激 波 的 
强度 无 关 . 

当 aa > aak 时 , 正规 反射 是 不 可 能 的 , 入 射 激 波 在 
离开 物体 表面 某 个 距离 后 应 当 分 裂 ， 从 而 出 现 如 图 107 
所 示 的 图 像 , 其 中 有 三 个 激 波 和 一 个 来 自 入 射 激 波 分 裂 处 的 切 向 间断 面 (这 种 
结构 称 为 马赫 反射 ). 





图 107 
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如 果 被 绕 流 物体 的 表面 有 拐角 , 则 在 研究 拐角 顶部 附近 的 流动 时 , 仍然 只 
需 考虑 一 小 段 角 顶 线 附 近 的 区 域 即 可 , 于 是 可 以 认为 这 一 小 段 角 顶 线 是 直线 ， 
而 拐角 本 喘 是 由 两 个 平面 相交 而 成 的 .如果 流 
动 在 大 于 的 角形 区 域内 进行 , 我 们 就 称 之 为 
绕 凸 拐角 的 流动 ; 如 果 流 动 在 小 于 r 的 角形 区 
域内 进行 , 我 们 就 称 之 为 绕 凹 拐角 的 流动 . 站 

绕 描 角 的 亚 声速 流 在 性 质 上 与 不 可 压缩 流 B 
体 绕 流 没有 任何 区 别 , 但 超声 速 绕 流 就 完全 不 (a) 
同 了 ,其 重要 特性 是 会 形成 从 拐角 顶部 发 出 的 
间断 面 . 

我 们 首先 研究 超声 速 流 沿 拐 角 一 边 到 达 顶 
角 时 的 可 能 的 绕 流 方式 . 根据 超声 速 流 的 一 般 
性 质 , 气流 在 到 达 顶 角 之 前 一 直 是 均匀 的 . 气流 
辣 拐 角 男 一 边 偏转 的 过 程 发 生 在 来 自 项 角 的 稀 
朴 波 中 ， 整 个 流动 图 像 被 弱 间 断面 (图 108 中 
的 Oo 和 Ob) 分 为 三 部 分 : 沿 40 边 运 动 的 均 
匀 流 1 在 稀 玖 波 2 中 发 生 偏转 , 然后 又 沿 拐角 
男 一 边 匀 速 运动 . 我 们 注意 到 , 在 这 样 的 绕 流 中 图 108 
根本 不 会 形成 任何 濡 流 区 ,但 在 不 可 压缩 流体 
的 类 似 绕 流 中 必然 形成 一 个 以 角 顶 线 为 分 离线 的 汕 流 区 (参看 图 24). 
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设 是 来 流 (图 108 中 的 1 区 ) 的 速度 , ci 是 来 流 中 的 声速 . 根据 弱 间 断 
面 Oa 与 流 线 之 间 的 夹 角 是 马赫 角 的 条 件 , 直接 由 马赫 数 Mi = wy/ci 即 可 确 
定 Oa 的 位 置 . 稀 玖 波 中 的 速度 和 压强 的 变化 可 由 公式 (109.12) 一 (109.15) 确 
定 , 为 此 只 需 指定 一 个 参考 方向 , 以 便 给 出 这 些 公 式 中 的 角 yp. 射线 p = 0 对 应 
v= 二 c= 二 cx, 而 当 Mi > 1 时 其 实 并 不 存在 这 样 的 直线 , 因为 处 处 都 有 w/e > 1. 
但 是 , 如 果 想 象 稀 疏 波 在 形式 上 进入 Oa 左边 的 区 域 , 则 利用 公式 (109.12) 求 
出 , 间断 面 Oa 应 当 对 应 角 yp 的 一 个 值 


/7 十 1 C1 
HP1 三 arcCCOS 一 一 ， 
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并 且 从 方 同 Oa 到 方向 0b 时 , 角 yp 应 当 增 大 . 当 速 度 方 向 开始 平行 于 拐角 的 
边 0B 时, 间断 面 0b 的 位 置 也 就 确定 下 来 . 

在 黎 朴 波 中 , 气流 偏转 角 不 能 大 于 在 58109 习题 2 中 计算 出 来 的 值 x 
如 果 被 绕 流 的 角 8 小 于 7 一 Xxmax, 则 稀疏 波 不 可 能 使 气流 偏转 所 需 角 度 ,从 而 
出 现 如 图 108 (b) 所 示 的 流动 图 像 . 于 是 , 稀疏 波 2 一 直到 达 压 强 为 零 的 位 置 
为 止 (到 达 Ob 线 ), 即 稀疏 波 与 固 辟 被 一 个 真空 区 3 隔 开 . 

然而 ， 上述 流动 方式 不 是 唯一 可 能 的 方式 . 在 如 图 109 和 110 所 示 的 流 
动 方式 中 , 紧 贴 拐角 男 一 边 的 是 静止 气体 区 域 , 它 与 运动 气体 区 域 被 一 个 切 向 
间断 面 隔 开 . 切 向 间断 面 通常 发 展 为 一 个 满 流 区 , 所 以 在 上 述 情形 中 会 出 现 分 
离 @. 在 稀疏 波 (图 109) 或 激 波 (图 110) 中 , 气流 发 生 一 定 偏 转 . 但 是 只 有 当 
激 波 不 太 强 时 , 气流 通过 激 波 时 才能 发 生 偏转 (根据 前 一 节 的 一 般 性 讨论 ). 








图 109 图 110 


在 这 样 或 那样 的 具体 情形 中 究竟 出 现 上 述 流动 方式 中 的 哪 一 种 ， 一般 而 
言 取决 于 远离 扮 角 处 的 流动 条 件 . 例如 , 当 气 体 从 喷 管 流出 时 ( 喷 管 出 口 的 边 


@ 根据 实验 结果 , 气体 的 可 压缩 性 使 切 向 间断 面 所 引起 的 清流 区 具有 稍 小 的 张 角 . 
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缘 是 拐角 的 顶点 ), 气体 的 出 口 压 强 pi 与 外 部 介质 压强 p。 之 间 的 相互 关系 非 
常 重要 . 如 果 p。 < pi, 则 流动 类 型 如 图 109 所 示 . 这 时 , 稀疏 波 的 位 置 和 张 角 
可 由 3 区 和 4 区 中 压强 都 等 于 pe 的 条 件 确 定 , 并 且 p。 越 小 , 气流 必须 转 过 的 
角度 就 越 大 . 但 是 , 如 果 图 109 中 的 被 绕 流 拐角 8 过 大 , 则 气体 压强 可 能 无 法 
达到 所 需 的 值 p。, 即 在 压强 下 降 到 p。 之 前 , 速度 方向 就 平行 于 拐角 的 边 OB 
了 . 所 以 , 喷 管 出 口 边缘 附近 的 流动 类 型 如 图 108 (a) 所 示 . 这 时 , 出 口 0B 外 
侧 附近 的 压强 完全 取决 于 角 B, 而 与 压强 pe 无 关 . 只 有 当 气 流离 开 出 口 一 段 
距离 后 , 压强 才 最 终 下 降 到 p。. 

如 果 pe > pi, 则 绕 喷 管 出 口 边缘 的 流动 类 型 如 图 110 所 示 , 这 时 从 出 口 边 
缘 发 出 一 个 激 波 , 压强 因而 从 pi 升 高 到 p。 然而 , 这 样 的 情形 仅 在 pe 没有 超 
过 pi 太 多 时 才 是 可 能 的 , 这 时 的 激 波 强度 不 会 太 大 . 否则 , 如 897 所 述 , 在 喷 
管内 壁 上 会 发 生 分 离 , 激 波 随 之 进入 喷 管 内 部 . 


下 面 研 究 绕 凹 拐角 的 流动 . 在 亚 声速 情形 下 ， 这 
种 绕 流 伴随 着 分 离 , 它 发 生 在 拐角 顶点 前 面 某 个 距离 
上 ( 见 840 最 后 ). 但 在 超声 速 来 流 的 情形 下 , 流动 方 ee 


向 的 改变 可 以 在 来 日 拐角 顶点 的 激流 中 实现 (图 111). 
这 里 还 必须 说 明 , 这 种 简单 的 无 分 离 流动 方式 仅 在 激 
波 不 太 强 时 才 是 实际 可 能 的 . 激 波 强度 随 气流 偏 折 角 x 的 增加 而 增加 ， 于 是 
可 以 说 , 仅 在 x 值 不 太 大 时 才 可 能 出 现 无 分 离 绕 流 . 

现在 研究 流 同 横 形 顶点 的 自由 超声 速 流 的 流动 图 像 (图 112). 从 横 形 顶点 
发 出 两 个 激 波 , 来 流通 过 激 波 后 向 分 别 平行 于 模 形 两 边 的 方向 偏 折 . 我 们 在 前 
一 节 中 己 经 解释 过 , 这 正好 就 是 能 够 从 关 
体 表面 发 出 任意 强度 激 波 的 特殊 情形 . 

如 果 已 知 米 流 1 的 速度 wz 和 声速 cl， 
就 可 以 确定 激 波 的 位 置 和 激 波 后 方 区域 中 
的 气流 . 速度 v2 的 方向 应 当 平 行 于 攀 形 的 
边 Oh: 


图 111 


~ = tanx. 


Uor 

所 以 , 如 果 从 坐标 原点 引 一 条 射线 , 使 它 与 
横 坐 标 轴 之 间 的 夹 角 为 已 知 角 x ( 见 图 64)， 
利用 这 条 射线 就 可 以 直接 从 激 波 极 线 确定 
u 和 激 波 的 角 w, 这 在 892 中 详细 讲 过 . 我 
们 已 经 看 到 , 当 x 给 定时 , 激 波 极 线 给 出 具 9 

有 不 同 w 值 的 两 个 不 同 的 激 波 . 其 中 一 个 激 波 较 弱 (对 应 于 图 64 中 的 点 B), 它 
一 般 使 流动 保持 为 超声 速 流 , 而 另 一 个 激 波 较 强 , 它 使 流动 变 为 亚 声速 流 . 在 
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所 研究 的 情形 下 , 对 于 绕 有 限 模 形 的 流动 , 应 当 总 是 选取 前 者 , 即 “ 弱 族 " 激 波 . 
必须 注意 , 这 种 选择 其 实 取 决 于 远离 栅 形 处 的 流动 条 件 . 在 绕 很 尖锐 模 形 (x 很 
小 ) 的 流动 中 形成 的 激 波 显然 应 当 很 弱 ， 自 然 可 以 认为 , 随 着 栅 项 角 的 增加 ， 
激 波 强度 单调 增加 , 这 正好 相当 于 沿 激 波 极 线 

(图 64) 的 弧 8C 从 点 Q 向 点 C 移动 @，. 
我 们 在 892 中 还 看 到 , 速度 矢量 在 激 波 中 
的 偏 折 角 不 能 大 于 某 个 确定 值 xmax (与 Mi 有 
关 ). 所 以 , 如 果 被 绕 流 攀 形 的 任何 一 边 与 来 流 
方向 的 夹 角 大 于 xmax, 则 上 述 流动 图 像 是 不 可 
能 的 (在 这 种 情形 下 , 模 形 附近 的 气流 应 当 是 
亚 声速 的 ,因为 在 模 形 前 方 某 个 位 置 上 其 实 会 
二 出 现 激 波 , 见 §122)、 因为 xmsx 是 Mi 的 单调 
增 函 数 , 所 以 也 可 以 说 , 当 角 X 的 值 给 定时 , 来 

流 的 马赫 数 MX 应 当 大 于 某 个 确定 值 Mi win 

我 们 最 后 指出 , 如 果 攀 形 两 边 相对 于 来 流 的 位 置 如 图 113 所 示 , 则 激 波 当 

然 只 出 现在 横 形 的 一 侧 , 而 气流 在 另 一 侧 的 偏转 是 通过 稀疏 波 实现 的 . 





习 题 


1. 设 在 绕 顶 角 极 小 (Xx <& 1) 的 棉 形 的 流动 中 , 马赫 数 Mi 的 值 不 是 太 大 ,， Mix 之 1， 
求 激 波 的 位 置 和 强度 . 

解 : 当 x 之 1 时 , 激 波 极 线 给 出 yp 的 两 个 值 , 一 个 接近 /2 (在 图 64 中 接近 点 忆 )， 
一 个 接近 马赫 角 al (接近 点 Q@). 后 者 对 应 着 我 们 所 关心 的 弱 族 激 波 . 当 久之 1 时 ， 从 


(92.11) 有 


y+1 M? 


Tn Ee 


Mzsin2p 一 1s%X 了 

















ME 一 1 
把 这 个 表达 式 代 入 (92.9), 求 出 
mp NM 
pi ME 一 1I 
我 们 寻求 形 如 yp 二 al 十 E 的 角 P, 式 中 < al, 从 同样 表达 式 求 出 
pr Ms 
WW WX 


当 Mi 污 1 时, 角 aa 守 1/Mi, 所 以 为 使 所 得 公式 成 立 , 应 有 xMi 之 1. 


@ 但 请 对 比 486 页 的 脚注 ， 至 于 绕 两 个 无 穷 大 平面 相交 而 成 的 尖 攀 的 流动 , 这 种 形式 上 的 问题 
没有 物理 意义 . 
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2. 题目 同上 , 但 马赫 数 Mi 很 大 ,使 Mix 闵 1. 
解 : 在 这 种 情形 下 , 角 yp 和 XX 是 同 阶 的 小 量 . 从 (92.11) 求 出 


+1 
i 


1 


对 于 压强 比 , 根据 (92.9)， 


Ji 十 六 
激 波 后 的 Ma 值 为 (根据 (92.12)) 


1 2 
M. = 二 (| 一 一 下， 
” XV7yr 二 了 


BP M2 仍然 远大 于 1, 但 并 不 远大 于 1/X. 在 同样 的 近似 下 ， 


人 7Y+1l 烟 
乒 ” 兴 ~ 和 要 


( 差 值 1 一 v2 ~ vix*). 所 以 ,马赫 数 的 降低 其 实 只 与 声速 的 增加 有 关 : M2/Mi = ci/ea. 


2 十 这 
Pa _ 2 Mp = TS ) MX2X2， 
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被 绕 流 物体 表面 尖锐 突起 附近 的 定常 超声 速 流 是 三 维 的 ， 所 以 比 绕 前 缘 
是 直线 的 棉 形 的 流动 复杂 得 多 . 我 们 在 这 里 研究 一 个 能 够 完全 解决 的 问题 , 即 


轴 对 称 尖 锐 突起 的 绕 流 问题 . 

在 轴 对 称 尖锐 突起 的 顶点 附近 ， 可 以 
把 该 突起 看 做 一 个 正 圆 锥 ， 于 是 问题 归结 
为 研究 治 轴线 方向 的 均匀 来 流 绕 细 长 圆锥 
的 流动 . 定性 的 流动 图 像 如 下 所 述 . 

与 绕 枫 形 的 平面 流动 相 类 似 ， 在 气流 
中 必定 出 现 一 个 激 波 (A. 布 泽 曼 , 1929). 从 
对 称 性 显然 可 知 ， 这 个 激 波 是 与 被 绕 流 圆 
锥 具有 共同 轴线 和 顶点 的 圆锥 面 (图 114 < 
表示 由 一 个 通过 圆锥 轴线 的 平面 在 圆锥 上 
截取 的 截面 ). 但 是 , 与 平面 流动 情形 不 同 
的 是 , 这 里 的 激 波 并 没有 使 气体 速度 偏转 图 114 
整个 x 角 , 以 便 让 气体 沿 圆锥 表面 流动 (2x 


是 圆锥 的 项 角 ). 在 通过 间断 面 之 后 , 流 线 变 弯 并 渐 近 地 趋 于 被 绕 流 圆锥 的 母 
线 . 流 线 变 弯 的 过 程 伴随 着 密度 的 进一步 增加 (在 激 波 中 密度 也 会 增加 ) 和 速 


度 的 相应 减 小 . 
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速度 的 方向 和 大 小 在 激 波 中 的 变化 可 由 激 波 极 线 来 确定 ， 并 且 这 里 的 解 
对 应 着 激 波 极 线 的 “ 弱 分 支 "@， 因此 , 对 于 来 流 马赫 数 Mi = wy/ei 的 每 一 个 
值 , 都 存在 一 个 确定 的 圆锥 半 顶 角 极 限 值 xmsx, 在 该 极限 值 之 外 不 可 能 存在 这 
样 的 绕 流 , 于 是 激 波 会 从 锥 体 顶 点 “脱离”. 因为 气流 在 通过 激 波 后 还 会 进一步 
偏转 方向 , 所 以 圆锥 绕 流 的 xmax 值 大 于 平面 绕 流 ( 棉 形 绕 流 ) 情形 下 的 Xmax 
值 ( 当 Mi 相同 时 ). 刚刚 通过 激 波 的 气流 通常 仍 是 超声 速 的 , 但 也 可 能 是 亚 声 
速 的 ( 当 x 接近 xmax 时 ). 激 波 后 面 的 超声 速 流 随 着 接近 圆锥 表面 而 可 能 变 
为 亚 声速 流 , 于 是 速度 在 确定 的 圆锥 面 上 会 跨 过 声速 . 

圆锥 形 激 波 与 来 流 中 的 所 有 流 线 之 间 的 夹 角 相同 , 所 以 激 波 是 等 强度 的 . 
由 此 可 知 ( 见 下 文 $114), 激 波 后 面 的 流动 也 是 等 炉 的 势 流 . 

根据 问题 的 对 称 性 和 自 相 似 性 (在 问题 的 条 件 中 没有 任何 作为 常量 的 特 
征 长 度 ) 显然 可 知 , 在 激 波 后 面 的 气流 中 , 所 有 物理 量 (速度 、 压 强 ) 的 分 布 都 
只 是 角 6 的 函数 , 这 里 的 8 是 从 圆锥 顶点 指向 所 讨论 的 点 的 径 矢 与 圆锥 轴线 
(图 114 中 的 x 轴 ) 之 间 的 夹 角 . 所 以 , 运动 方程 化 为 常 微分 方程 ,这 些 方程 
在 激 波 上 的 边界 条 件 由 激 波 极 线 方程 确定 ， 而 在 圆锥 表面 上 的 边界 条 件 要 求 
速度 平行 于 圆锥 母线 . 但 是 , 用 解析 方法 无 法 求解 这 些 方程 , 必须 借助 于 数值 
方法 . 我 们 引用 原始 文献 的 计算 结果 @, 仅仅 给 出 最 大 可 能 的 圆锥 顶 角 2xmax 
对 马赫 数 Mi 的 函数 曲线 ( 见 图 65). 我 们 还 指出 , 根据 一 般 的 跨 声 速 相似 律 
(126.11) 可 以 得 到 , 当 Mi 一 1 时 , 角 xmax 按照 规律 
Mi.—i1 
人 
趋 于 零 (const 是 与 Mi 以 及 气体 类 型 均 无 关 的 数 ). 

圆锥 绕 流 问题 仅 在 圆锥 项 角 很 小 的 极限 下 才 可 能 有 解析 解 (T. von 卡门 ， 
N.B. 穆 尔 , 1932). 显然 , 在 这 种 情形 下 , 整个 空间 中 的 气体 速度 与 来 流速 度 wa 
只 有 很 小 的 差别 . 用 字母 v 表示 所 讨论 的 点 的 气体 速度 与 速度 wl 之 间 的 微小 
差 值 , 再 引入 它 的 势 函数 y, 我们 就 可 以 对 后 者 应 用 线性 化 方程 (114.4). 如 果 
引入 极 轴 沿 圆锥 轴线 的 柱 面 坐 标 z, r, w (w 是 极 角 ), 则 该 方程 的 形式 化 为 


10/ O09 1 Op pp 
一 一 (" 如 ) 十 72 Bz 一 有 B77 = (113.2) 





这 max = O00nt (113.1) 


@ 不 过 , 对 于 某 些 形状 “奇特 ” 的 被 绕 流 物体 , 情况 并 非 如 此 ， 例 如 , 对 于 位 于 宽大 钝 体 前 缘 的 锥 
体 的 绕 流 , 存在 一 些 规 定 来 选取 “ 强 族 " 激 波 ， 

@ 见 : Taylor G.I., Maccol J. W. Proc. Roy. Soc. A. 1933, 139: 278; Maccol J. W. Proc. Roy. Soc. 
A. 1937, 159: 459， 还 可 以 参考 以 下 教材 中 的 叙述 Ko H.E., Ku6ens H. A., Pose H.B，Teope- 
THdecKaR PHIPOMeXxaHHKB、 可 ， 2. Mocksa: Du3maTrra3, 1963 (Kochin N.E., Kibel I.A., Roze N.V. 
Theoretical Hydrodynamics. Vol. 2. New York: Wiley, 1964), § 27. 
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对 于 轴 对 称 流动 , 则 有 
时 ms 
式 中 已 经 引入 记号 
= (M2 一 1)12. (113.4) 
为 了 使 速度 分 布 只 是 角 9 的 函数 , 势 函 数 应 当 具 有 形式 
p=2f(é), €= == tang. 
代入 方程 后 得 到 函数 f(é) 的 方程 
é(1— BPE)f" +f =0, 
它 的 解 是 初等 函数 . 平凡 解 f = const 对 应 均匀 流 , 另 一 个 解 为 
Fe (VTP arcosh - 训 ) 
圆锥 表面 上 ( 即 当 & = tanx Sx 时 ) 的 边界 条 件 为 
vv 10¢ 


久 一 一 二 xX， 113. 
V1 十 Vz v1 Or x ( 5) 


即 f' = vix. 由 此 求 出 const = vix?, 从 而 最 终 得 到 势 函 数 的 以 下 表达 式 (在 区 
域 z > Br 中 )@: 





p= vx (va — B272 — x arcosh 部 ) (113.6) 
我 们 注意 到 , y 在 > 一 0 时 具有 对 数 奇异 性 . 
由 此 求 出 速度 分 量 : 
vz = —V1X* arcosh Ss 二 UX Z2 一 BP2r2. (L113.7) 
Br r 


利用 公式 (114.5) 可 以 计算 圆锥 表面 上 的 压强 . 因为 在 > 一 0 时 具有 对 数 奇 
异性 , 所 以 圆锥 表面 上 ( 当 > 很 小 时 ) 的 速度 w 远大 于 wz, 于 是 在 压强 公式 中 
只 须 保留 忆 项 . 结果 得 到 

了 一 Di 一 DIVUIX 人 有 到 ) (113.8) 
当 Mi 远大 于 1/x 时 ,所 有 这 些 用 线性 理论 得 到 的 公式 就 不 再 适用 了 ( 见 $127). 


在 所 用 近似 下 , 圆锥 面 z = Br 是 弱 间 断面 . 在 下 一 级 近似 下 会 出 现 激 波 , 其 强度 (压强 的 相对 
间断 值 ) 正比 于 x“*, 而 半 锥 项 角 超过 马赫 角 的 部 分 也 正比 于 x4. 
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$114 有 势 的 可 压缩 气流 

我 们 在 下 面 将 遇 到 很 多 几乎 处 处 都 可 以 把 可 压缩 气流 看 做 势 流 的 重要 情 
形 . 这 里 将 推导 势 流 的 一 般 方 程 , 并 在 一 般 形式 下 讨论 其 适用 性 问题 @. 

激 波 一 般 会 破坏 可 压缩 气流 的 有 势 性 . 在 一 般 情形 下 , 势 流 在 穿 过 激 波 后 
就 变 成 有 旋 流 . 但 是 , 定常 势 流 穿 过 等 强度 激 波 (强度 沿 整个 激 波 面 不 变 ) 就 
是 例外 , 例如 均匀 流 穿 过 一 个 激 波 并 且 该 激 波 与 每 条 流 线 之 间 的 夹 角 都 相同 
的 情形 @. 在 这 些 情形 下 , 激 波 后 面 的 流动 仍然 是 势 流 . 

为 了 证 明 这 个 结论 , 我 们 利用 以 下 形式 的 欧 拉 方 程 : 


FV 一 也 Xrotv= -va 
(请 对 比 (2.10)), 即 
2 
v (w+ 生 ) — Vv Xrotv= TVs, 


这 里 已 经 应 用 了 热力 学 关系 式 dw = Tds 十 dp/p. 但 是 , 在 激 波 前 面 的 势 流 中 
十 v3/2 = const, 而 这 个 量 在 激 波 上 连续 , 所 以 它 在 激 波 后 面 处 处 相同 , 于 是 

Vv Xrotv = 一 TVs， (114.1) 

激流 前 面 的 势 流 是 等 烂 的 . 在 任意 激 波 的 一 般 情形 下 , 粹 的 间断 值 在 整个 

激 波 面 上 是 变化 的 , 在 激 波 后 面 的 区 域内 , 梯度 Vs 关 0, 所 以 rotu 也 不 为 零 . 


Q@ 本 节 暂 不 作 平 面 流 假设 . 
@ 在 研究 攀 形 或 圆锥 的 超声 速 绕 流 时 (8 112, §113), 我 们 已 经 遇 到 过 这 种 情形 . 
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但 是 , 如 果 激 波 是 等 强度 的 , 则 灶 的 间断 值 也 是 常量 , 所 以 激 波 后 面 的 流动 也 
是 等 焙 的 , 即 Vs = 0. 由 此 可 知 , 或 者 rotv = 0, 或 者 和 失 量 wv 与 rotwv 处 处 彼此 
平行 . 但 后 者 是 不 可 能 的 , 因为 vw 在 激 波 上 总 有 非 零 的 法 向 分 量 , 而 rotw 的 
法 向 分 量 为 零 (rotw 的 法 向 分 量 是 由 速度 切 向 分 量 的 切 向 导数 给 出 的 ， 而 速 
度 的 切 向 分 量 在 间断 面 上 连续 ). 

激 波 不 破坏 流动 有 势 性 的 另 一 个 重要 情形 是 弱 激 波 . 我 们 已 经 看 到 (§ 86)， 
在 弱 激 波 中 , 炉 的 间断 值 与 压强 间断 值 或 速度 间断 值 相 比 是 三 阶 小 量 . 所 以 从 
(114.1) 可 见 , 在 激 波 后 面 , rotv 也 是 三 阶 小 量 . 这 样 就 可 以 认为 , 激 波 后 面 的 
流动 在 忽略 高 阶 小 量 的 情况 下 是 势 流 . 

对 于 任意 的 定常 有 势 可 压缩 气流 , 我 们 来 推导 速度 势 的 一 般 方 程 ， 为 此 ， 
利用 欧 拉 方程 


2 


人 .人 人 三 一 一 V 
(v:V) ms 


从 连续 性 方程 div(pv) = pdivwv 十 v.Vp = 0 中 消去 密度 , 得 到 
Cdivo—v:(v:V)v = 0. 
按照 v= Vp 引入 速度 势 并 写 出 矢量 表达 式 的 分 量 形式 , 我 们 求 出 所 需 方 程 : 


(OC—p2)pzzs tC — popyyt(c — pi)pss —2prpypry tpypspyzs + Peprpzz)=0 
(114.2) 
(这 里 的 下 标 表 示 偏 导数 ). 特别 地 , 对 于 平面 流动 ， 


(c — pi)pzzs + (C — pe) pyy 一 2pcpvpoy = 0. (114.3) 


在 这 些 方程 中 ,声速 本 身 应 当 表 示 为 速度 的 函数 ， 这 在 原则 上 可 以 利用 伯 努 
利 方程 w + v3/2 = const 和 等 燃 方 程 s = const 实现 (对 于 多 方 气体 , c 对 wv 的 
依赖 关系 由 公式 (83.18) 给 出 ). 

如 果 整 个 空间 中 的 气体 速度 在 大 小 和 方向 上 都 与 无 穷 远 处 来 流速 度 相 差 
不 大 , 则 方程 (114.2) 可 以 大 为 简化 @. 这 还 意味 着 激 波 较 弱 (如 果 激 波 存在 )， 
因而 不 破坏 流动 的 有 势 性 . 

从 wv 中 分 离 出 保持 恒定 的 来 流速 度 v1, 从 而 写 出 v=vi 十 vw, 其 中 wv 是 
小 量 . 引入 v' 的 速度 势 p', v' = Vyp', 从 而 代替 总 速度 的 速度 势 p. 该 速度 势 
的 方程 得 自 (114.2), 为 此 只 要 利用 代 换 p = w + zul (选取 指向 矢量 v1 方向 
的 z 轴 ). 然后 , 把 w 看 做 小 量 并 忽略 所 有 高 于 一 阶 的 项 , 我 们 得 到 以 下 线性 


@ 我 们 在 $113 中 已 经 过 到 过 这 样 的 情形 ( 绕 细 长 锥 体 的 流动 ),， 在 研究 绕 任意 扁平 物体 的 可 压 
缩 流 时 还 将 过 到 该 情形 . 
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方程 : py 
5 0 
式 中 Mi = /ci, 并 且 这 里 的 声速 自然 取 它 在 无 穷 远 处 的 给 定 值 . 

在 这 种 近似 下 , 气流 中 任何 一 点 的 压强 都 可 以 通过 速度 表示 出 来 , 获得 相 
应 公式 的 方法 如 下 . 把 p 看 做 久 的 函数 ( 当 s 给 定时 ), 再 利用 (Bw/68p)s = 1/p， 
我 们 写 出 


af / 
Ey (114.4) 








(1— Mi) 


i (路) (Ww — wi) = pi(w — wi). 
而 根据 伯 努 利 方程 , 我 们 有 
WC— WI1 = -了 [lw 十 V%) 一 o 轨 ] (2 + v2) — vivz, 


所 以 
p 一 D1 = 一 prvivs 一 时 ( 吕 十 吕 ). (114.5) 


一 般 而 言 , 在 这 个 表达 式 中 应 当 保留 横向 速度 平方 项 ,因为 在 z 轴 附 近 的 区 
域内 (特别 是 在 被 绕 流 扁平 物体 的 表面 上 )， 导 数 ap/6y，awp/az 可 能 远大 于 
Ow'/07. 

但 是 , 如 果 马 赫 数 Mi 很 接近 1 ( 跨 声 速 流 ), 使 方程 (114.4) 中 第 一 项 的 系 
数 变 得 很 小 , 则 该 方程 不 再 适用 . 显然 , 在 这 种 情况 下 还 应 当 保 留 速 度 势 yp 对 
坐标 z 的 导数 的 更 高 阶 项 . 为 了 推导 相应 的 方程 , 我 们 再 次 回 到 原 方程 (114.2)， 
它 在 忽略 显然 很 小 的 一 些 项 以 后 化 为 


2 
( 一 宇 ) Pzz + Pyy + pzz = 0. (114.6) 


在 所 研究 的 情况 下 , 速度 wz 3 v, 声速 c 接近 临界 速度 c,, 因而 可 以 写 出 


dc 
dv 


c 一 Cs = (Vv—c,) 





》 
刀 一 Ce。 


即 
dc 


v 也 二 Ce 


co= 人 -ai- 


根据 (83.4), 当 v=c=c 时 有 dp/du = 一 p/c, 据 此 写 出 ( 当 w = ce 时) 


de _dedp__pde 
dv dpdv cdp’ 





所 以 
ce- —v dpo) 


c—V= 
c dp 


= Qs(cs —v). (114.7) 
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我 们 在 这 里 已 经 利用 了 导数 d(pe)/dp 的 表达 式 (99.9), 以 及 a 的 表达 式 (102.2) 
在 v=c 时 的 值 a (对 于 多 方 气体 , a 是 常数 ,所 以 as = a = (Y 十 1)/2). 在 同 
样 的 精度 下 , 这 个 等 式 的 形式 可 以 改写 为 


VU 


一 一 1=ay (2 一 1 (114.8) 


C# 


此 式 给 出 跨 声速 情况 下 马赫 数 M 与 M. 之 间 的 一 般 关系 . 
利用 这 个 公式 , 我 们 有 


Mi 一 一 一 一 一 一 二 一 一 114.9 
OF © ”起 ( ) 


把 这 些 表达 式 全 部 代入 (114.6), 最 后 得 到 跨 声 速 流 的 速度 势 方 程 (各 点 速度 大 
op0p Oy i O20 
OrOr? Oy? 02z2. 
在 这 里 , 气体 的 性 质 只 通过 常数 a。 表现 出 来 . 我 们 将 在 下 面 看 到 , 跨 声 速 流 
的 全 部 性 质 对 气体 具体 类 型 的 依赖 关系 完全 取决 于 这 个 常数 . 

在 Mi 值 非常 大 的 男 一 种 极限 情形 下 , 线性 方程 (114.4) 也 不 适用 , 更 何况 
在 这 样 的 M1 下 , 由 于 强 激 波 的 出 现 , 根本 不 能 再 认为 实际 流动 是 势 流 了 ( 见 
§127). 


So = (114.10) 
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设 气体 的 定常 超声 速 平 面 流 在 无 穷 远 处 是 均匀 流 ,， 它 绕 过 一 个 弯曲 的 剖 
面 后 发 生 偏转 , 我 们 来 确定 描述 这 种 流动 的 方程 的 解 的 一 般 形式 . 我 们 在 研究 
抛 角 附 近 的 流动 时 已 经 遇 到 过 一 个 特 解 ， 相 应 流动 在 本 质 上 就 是 沿 拐角 一 边 
的 平面 流 在 拐角 项 部 发 生 偏转 . 在 这 个 特 解 中 , 包括 速度 的 两 个 分 量 、 压 强 和 
密度 在 内 的 所 有 的 量 , 都 只 是 角 w 这 一 个 变量 的 函数 , 所 以 每 一 个 量 都 可 以 表 
示 为 其 中 一 个 量 的 函数 . 因为 这 个 解 应当 是 待 求 的 一 般 解 的 特殊 情形 , 所 以 为 
了 寻求 这 个 一 般 解 , 自然 可 以 要 求 p, p, wz, wy ( 取 运 动 平面 为 zy 平面 ) 中 的 
每 一 个 量 都 能 表示 为 其 中 一 个 量 的 函数 . 当然 , 这 个 要 求 对 运动 方程 的 解 有 很 
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大 的 限制 , 这 样 得 到 的 解 根 本 不 是 这 些 方程 的 通 解 . 在 一 般 情形 下 , 量 p, p, we， 
vy 是 两 个 坐标 z, y 的 函数 , 每 一 个 量 都 可 以 表示 为 其 中 两 个 量 的 函数 ， 

因为 在 无 穷 远 处 是 均匀 流 , 其 中 包括 炉 s 在 内 的 所 有 的 量 都 是 常量 , 而 在 
理想 流体 定常 流 中 , 烂 沿 流 线 保持 不 变 , 所 以 显然 可 知 , 只 要 在 气体 中 没有 激 
波 , 在 整个 空间 中 就 有 s = const， 下面 假设 在 气体 中 没有 激 波 . 


欧 拉 方 程 和 连续 性 方程 的 形式 为 
VU Ovz 十 名 Ovz 一 - 工 D2 
“Bs 
Ow Ow__1p 
人 Or oy Oy poy 


0 0 
区 (oz)+ 现 (oo)=0 


把 偏 导 数 写成 雅 可 比 行列 式 的 形式 , 我 们 把 这 些 方程 改写 为 
A 和 Olvz, 7) _ _ 1 Olp, Y) 
Ory) "Ory poz, yy) 
uv， y) _, Olv, 7) _ 1 Ol(p, 7). 
“Oz,y) "Or,y) paz, y) 
O(pvz, Yy)  O(pvy, 1) 
Q(z, y) Q(x, y) 
现在 取 zx,p 为 自 变量 . 为 了 实现 相应 变换 , 只 要 让 上 述 方程 乘 以 b(z, y)/9(z, p) 
即 可 , 所 得 方程 在 形式 上 完全 不 变 , 只 是 所 有 雅 可 比 行列 式 中 的 分 母 ga(z, y) 都 
要 改 为 B(z, p). 我 们 来 展开 这 些 雅 可 比 行列 式 , 这 时 应 当 注 意 , 在 自 变 量 x 和 
p 下 , 所 有 的 量 p, we, vy 都 被 假设 为 只 与 p 有 关 的 函数 , 所 以 它们 对 z 的 偏 导 
数 等 于 零 . 于 是 得 到 




















一 0. 


(% -uw 好 ) 人 doz _ _1l% 


oz/ dp por 
Oy\dv, 1 
(we a 下】 入 


ByN dp du OyOve\) _ 
(到 ) 如 + 党- 型 营 ) = 
(其 中 9y/6z 表示 (By/8z)p). 在 这 些 方程 中 , 除了 ay/az, 其 余 所 有 的 量 按 上 
述 假设 都 只 是 p 的 函数 , 而 不 显 含 z. 根据 这 些 方程 首先 可 以 断定 , 9y/8z 也 


只 是 p 的 函数 : 
( = fi(p), 
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从 而 
y= zfi(p) + fo(p), (115.1) 
式 中 fo(p) 是 压强 的 任意 函数 . 

如 果 直 接 利用 我 们 已 经 知道 的 一 个 特 解 , 即 绕 拐 角 流动 的 稀疏 波 解 (§ 109， 
§112), 就 可 以 不 再 作 进 一 步 计算 .我们 记得 , 在 这 个 解 中 , 所 有 的 量 (包括 压强 ) 
治 每 一 条 通过 拐角 顶点 的 直线 (特征 线 ) 都 保持 不 变 . 这 个 特 解 显然 对 应 于 一 
般 表达 式 (115.1) 中 的 任意 函数 f(p) 恒 等 于 零 的 情形 . 函数 fi(p) 可 由 §109 
中 的 公式 确定 . 

当 p 取 不 同 常量 值 时 , 方程 (115.1) 在 zy 平面 内 确定 一 族 直线 , 这 些 直 线 
在 每 一 点 都 以 马赫 角 与 流 线 相交 . 在 访 =0 的 特 解 中 , 直线 族 y = zfi(z) 具有 
这 种 性 质 , 由 此 显然 可 以 看 出 这 个 结果 . 因此 , 在 一 般 情况 下 , (从 物体 表面 出 
发 的 ) 一 族 特 征 线 是 一 族 直 线 , 并 且 所 有 的 量 沿 该 族 直 线 保持 不 变 . 不 过 , 这 些 
直线 现在 不 再 具有 共同 的 交点 . 

从 数学 上 讲 , 所 研究 流动 的 上 述 性 质 完全 类 似 于 一 维 简单 波 的 性 质 . 在 一 
维 简单 波 中 ,一 族 特征 线 是 zt 平面 上 的 直线 ( 见 §101,，§103，§8104)， 因 此， 
所 讨论 的 这 种 流动 在 定常 (超声 速 ) 平面 流动 理论 中 所 处 的 地 位 , 与 简单 波 在 
非 定常 一 维 流动 理论 中 所 处 地 位 是 相同 的 . 鉴于 该 类 比 关 系 , 这 种 流动 也 称 为 
简单 波 . 例如 , 对 应 于 户 三 0 情形 的 稀疏 波 称 为 中 心 简 单 波 . 

就 像 非 定常 情形 那样 , 定常 简单 波 最 重要 的 性 质 之 一 是 : 在 zy 平面 上 ,与 
匀 匀 流 区 域 相 邻 的 任何 区 域内 的 流动 都 是 简单 波 ( 见 §104). 

我 们 现在 说 明 , 对 于 绕 给 定 剖 面 的 流动 , 怎样 才能 求 出 简单 波 . 

图 115 给 出 被 绕 流 的 剖面 , 它 在 点 
O 左边 是 直线 , 在 右边 开始 变 弯 . 在 超 
声速 流 中 , 边界 弯曲 对 流动 的 影响 自然 
只 回来 自 点 O 的 特征 线 O4 的 下 游 传 
播 . 所 以 , 这 条 特征 线 左 边 的 流动 是 均 
匀 流 (用 下 标 1 表示 与 此 相应 的 物理 
量 的 值 ). 在 这 个 区 域 中 , 所 有 特征 线 都 
互相 平行 ,它们 与 z 轴 的 夹 角 为 马赫 角 
al = arcsin(c1 /V1). 

在 公式 (109.12) 一 (109.15) 中 , 特征 线 的 倾角 yp 从 v=c=c 的 射线 算 起 . 
”这 表示 (请 对 比 8112), 特征 线 O4 应 当 对 应 角 w 的 以 下 值 : 


戎 1 十 1 (全 
4 = arCCOS —， 
| 本 Cs 


而 在 下 面 应 当 认 为 角 ww 从 04' 算 起 (图 115). 于 是 , 特征 线 与 z 轴 的 夹 角 为 





图 115 
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yp, 一 yp, 其 中 yp, = a +o. 根据 公式 (109.12) 一 (109.15), 速度 和 压强 可 以 通过 
角 p 表示 如 下 : 





vz 一 cos0，W = vsind, (115.2) 
v= (+ 过 T sin 人 (115.3) 





t 115.4 

7 co i? 和 ( ) 
y—1 27/(7—1) 

_ 115.5 

p p.( eos ?) ( ) 


特征 线 方 程 可 以 写 为 以 下 形式 : 


一 Ztan(Pp, —¥)+ FF(y). (115.6) 


根据 剖面 的 给 定形 状 , 可 以 用 以 下 方法 确定 任意 函数 F(y). 设 剖 面 形状 由 方 
程 Y=Y(X) 给 出 , 式 中 和 和 了 为 剖面 上 的 点 的 坐标 . 在 物体 表面 上 , 气体 的 
速度 指 疝 切线 方向 , 即 


OG=9 .arctan (V2 


dy 
tang = -x (115.7) 


通过 点 X,Y 并 且 与 z 轴 的 夹 角 为 p, 一 v9 的 直线 , 其 方程 为 
y—Y=(z—X)tan(p, 一 %). 


如 果 取 
F(y)=Y— Xtan(p, — 9), (115.8) 


则 上 述 方程 与 (115.6) 相同 . 从 所 给 的 方程 了 =Y(X) 和 方程 (115.7) 出 发 , 用 
参数 方程 X= (9), Y = Y(9) 表示 前 面 形状 , 其 参数 是 剖面 切线 的 倾角 0. 按 
照 (115.4) 把 9 通过 yp 表示 出 来 , 再 把 所 得 表达 式 代 入 参数 方程 , 我 们 得 到 XX 
和 YY 对 gy 的 函数 关系 . 最 后 , 把 它们 代入 (115.8), 就 得 到 待 求 的 函数 F(wp). 

在 绕 凸 曲面 的 流动 中 , 速度 矢量 与 xz 轴 之 间 的 夹 角 9 沿 下 游 方向 越 来 越 
小 (图 115), 特征 线 与 z 轴 的 夹 角 yp, 一 yp 同时 也 单调 减 小 (这 里 处 处 都 在 讨论 
从 物体 表面 发 出 的 特征 线 ). 所 以 , 特征 线 (在 流动 区 域内 ) 互 不 相交 . 因此 , 既 
然 特 征 线 O4 是 弱 间 断 线 , 则 在 其 下 游 区 域 中 , 我 们 有 连续 的 (无 激 波 的 ) 越 来 
越 稀 疏 的 流动 . 

在 绕 凹 曲面 的 流动 中 , 情况 则 有 所 不 同 . 这 时 , 剖面 切线 的 倾角 9 沿 下 游 
方 问 越 来 越 大 , 特征 线 的 倾角 也 逐渐 增加 . 于 是 , 特征 线 (在 流动 区 域 中 ) 彼此 
相交 . 但 在 互 不 平行 的 不 同 特征 线 上 , 所 有 的 量 (速度 、 压 强 等 ) 有 不 同 的 值 ， 
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所 有 这 些 函 数 在 特征 线 的 交点 上 就 成 为 多 值 函数 , 而 这 在 物理 上 是 荡 诬 的 . 在 
非 定 常 一 维 简单 压缩 波 中 (8$ 101), 我 们 已 经 遇 到 类 似 的 现象 . 就 像 在 那 种 情况 
下 一 样 , 这 意味 着 实际 上 会 形成 激 波 . 根据 所 讨论 的 解 不 能 完全 确定 该 间断 面 
的 位 置 , 因为 这 个 解 是 在 没有 间断 面 的 假设 下 求 
出 的 . 唯一 能 够 确定 的 结果 , 是 激 波 的 起 始 位 置 
(图 116 中 的 点 O, 实 线 0B 表示 激 波 ). 这 是 特征 
线 的 一 个 交点 , 并 且 过 该 交点 的 流 线 最 靠近 物体 
表面 . 在 点 O 下 方 ( 即 更 靠近 物体 表面 ) 的 流 线 
上 , 解 处 处 是 单 值 的 , 其 多 值 性 从 点 O 才 开始 . 
对 于 一 维 非 定常 简单 波 , 用 来 确定 间断 面 形成 时 
间 和 位 置 的 方程 组 已 经 求 出 , 采用 与 此 相同 的 方 6 

法 即 可 求 出 用 来 确定 点 O 坐标 zo, yo 的 方程 组 . 

如 果 把 特征 线 的 倾角 看 做 特征 线 上 的 点 的 坐标 z, y 的 函数 , 则 当 zx 和 Y 超 
过 某 些 确定 值 zo, yo 时 , 这 个 函数 就 变 成 多 值 的 . 我 们 在 §101 中 遇 到 过 函数 
v(x, t) 的 类 似 情 况 , 因而 不 必 再 重复 那里 的 讨论 就 立即 写 出 方程 


By 82 
(RE) =。 ( 赴 ) =" 


它们 在 这 里 确定 了 激 波 形成 的 位 置 . 从 数学 上 讲 , 这 是 直线 特征 线 族 包 络 线 的 
尖 点 (请 对 比 8 103). 

在 绕 凹 曲面 的 流动 中 , 对 于 点 O 上 方 的 流 线 , 直到 它们 与 激 波 相 交 以 前 ， 
治 流 线 都 存在 简单 波 . 点 O 下 方 的 流 线 根 本 不 与 激 波 相 交 , 但 不 能 由 此 下 结 
论说 , 这 里 所 讨论 的 解 在 这 些 流 线 上 处 处 有 效 . 其 实 , 这 里 出 现 的 激 波 对 沿 这 
些 流 线 流动 的 气体 也 有 扰动 , 从 而 破坏 不 存在 激 波 时 的 流动 状态 . 但 是 , 根据 
超声 速 流 的 性 质 , 这 些 扰动 只 能 影响 (第 二 族 ) 特征 线 04 下 游 的 气体 , 该 特征 
线 来 目 激 波 的 起 始点 . 因此 , 这 里 所 讨论 的 解 适 用 于 曲线 40B 左边 的 整个 区 
域 . 至 于 曲线 O4 本 身 , 这 是 一 条 弱 间 断 线 . 我 们 看 到 , 在 绕 止 曲面 的 流动 中 ， 
不 可 能 存在 类 似 于 绕 凸 曲面 流动 中 的 简单 稀疏 波 那 样 的 处 处 连续 (没有 激 波 ) 
的 简单 压缩 波 . 

在 绕 止 曲面 的 流动 中 形成 的 激 波 ， 是 激 波 从 气流 内 部 远离 固体 壁面 的 某 
一 扩 “开始” 的 一 个 例子 . 激 波 的 这 种 “起 点 ” 具有 某 些 一 般 性 质 , 我 们 在 此 加 
以 说 明 . 激 波 的 强度 在 该 点 为 零 , 在 其 邻 域内 很 小 . 但 在 弱 激 波 中 , 炉 和 涡 量 的 
间断 值 都 是 三 阶 小 量 , 所 以 气流 在 穿 过 激 波 时 的 变化 与 连续 等 炉 势 流 的 变化 
之 间 的 差别 也 只 是 三 阶 小 量 . 由 此 可 知 , 对 于 从 激 波 起 点 发 出 的 弱 间 断 线 , 仅 
仅 各 量 的 三 阶 导数 才 应 当 发 生 间 断 . 一 般 而 言 , 这 样 的 间断 线 有 两 条 : 一 条 是 
与 特征 线 重合 的 弱 间断 线 , 一 条 是 与 流 线 重合 的 切 向 弱 间 断 线 ( 见 8$96 最 后 ). 
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$ 116 恰 普 雷 金 方程 (定常 二 维 可 压缩 气流 的 一 般 问题 ) 


在 研究 了 定常 简单 波 之 后 , 现在 考虑 任意 定常 平面 势 流 的 一 般 问题 . 在 讨 
论 势 流 的 时 候 , 我 们 认为 流动 是 等 烂 的 , 而 且 没 有 激流 . 

结果 表明 , 通过 引入 新 的 自 变 量 , 所 提问 题 能 够 化 为 仅仅 求解 一 个 线性 偏 
微分 方程 的 问题 (C.A. 恰 普 雪 金 , 1902). 速度 分 量 vj., wv 就 是 这 样 的 自 变 量 
(这 个 变换 经 常 称 为 速度 图 变换 , 变量 w, ww 的 平面 这 时 称 为 速度 平面 , 而 zy 
平面 称 为 物理 平面 ). 

对 于 势 流 , 可 以 立刻 写 出 欧 拉 方程 的 一 个 首次 积分 , 即 伯 努 利 方程 


v2 


W+ 5 = wo; (116.1) 
它 可 以 取代 欧 拉 方 程 .连续 性 方程 的 形式 为 
区 Ca)+ 训 (oo)=0 (116.2) 


对 于 速度 势 yp 的 微分 , 有 
dp = vs dz + vy dy. 
利用 勒 让 德 变换 从 日 变量 z, y 变换 到 自 变量 wv, w, 从 而 写 出 
dp = d(zuz) 一 zdoz +d(yoy) 一 yduv， 


引入 函数 
$= 一 六 十 ZUz 十 yo (116.3) 


得 到 
d$ = zdvz + Yy dvy, 


这 里 把 下 看 做 w 和 ww 的 函数 . 所 以 有 
Wn (116.4) 


但 古 , 更 为 方便 的 做 法 是 不 使 用 速度 的 笛 卡 儿 分 量 , 而 使 用 速度 的 大 小 v 和 它 
与 z 轴 的 夹 角 6: 


Vr =Vc080, = vsind. (116.5) 
对 导数 作 相应 交换 , 容易 得 到 用 来 取代 (116.4) 的 以 下 关系 式 : 
OP sin005 OP cos0 9F 





z=C050 一 本 6 y= sin0s7 + 一 页: 





(116.6) 


§116 恰 普 雷 金 方程 (定常 二 维 可 压缩 气流 的 一 般 问题 ) :497 : 
势 函数 p 与 函数 @ 的 关系 由 一 个 简单 的 公式 给 出 : 


p= -+o (116.7) 


最 后 , 为 了 得 到 用 来 确定 函数 8(v, 9) 的 方程 , 应 当 用 新 的 自 变量 表示 连 
续 性 方程 (116.2). 把 导数 写 为 雅 可 比 行列 式 的 形式 : 


O(pvz, y) 0(pvy, Z) < 


mo 


9(z， y) Q(z, Y) 
再 乘 以 8(z, y)/8(v, 9), 并 把 (116.5) 中 wz, ww 的 表达 式 代入 , 我 们 有 
O(pcosb, y) A(pvsing, £) 0 
Aa(v, 0) WW 
在 展开 这 些 雅 可 比 行列 式 的 时 候 , 应 当 把 xz, y 的 表达 式 (116.6) 代入 ， 此外， 
因为 烂 s 是 给 定 的 常量 , 所 以 只 要 把 密度 表示 为 s 和 w 的 函数 , 并 把 w 的 表 
达 式 w= wo 一 v3/2 代入 , 我 们 就 求 出 , 密度 可 以 写 为 速度 v 这 一 个 量 的 函数 : 
p= p(v). 因此 , 经 过 所 有 这 些 简单 变换 之 后 , 我 们 得 到 以 下 方程 : 
d(pv) /608 1625 026 
二 (区 二 和 








根据 (83.5), 有 





d(pv) _ v? 
dv o( 向 .) 
于 是 最 后 得 到 函数 8(v, 9) 的 恰 普 雷 金 方程 : 


D25 v2 O28 oF 

这 里 的 声速 是 速度 的 给 定 函 数 , c = c(v), 它 由 气体 的 状态 方程 和 伯 努 利 方程 
确定 . 

方程 (116.8) 与 关系 式 (116.6) 代替 了 运动 方程 . 于 是 , 求解 非 线 性 运动 方 
程 的 问题 化 为 求解 函数 6(u，9) 的 线性 方程 的 问题 . 当然 , 这 个 方程 的 边界 条 
件 变 成 非 线性 的 , 这 些 条 件 如 下 : 在 被 绕 流 物体 表面 上 , 气体 的 速度 是 切 向 的 . 
我 们 用 参数 方程 X = XX(9), Y =Y(9) 表示 物体 表面 (就 像 前 一 节 那 样 ), 并 用 
X, 了 替换 (116.6) 中 的 zx, y, 从 而 得 到 两 个 方程 , 它们 对 于 全 部 9 值 都 是 成 立 
的 , 但 这 并 非 对 任何 函数 5B(v, 9) 都 是 可 能 的 . 边界 条 件 恰恰 要 求 这 两 个 方程 
对 于 所 有 的 9 都 是 相 容 的 , 即 其 中 一 个 方程 应 当 能 够 从 另 一 个 方程 直接 推导 
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不 过 , 满足 边界 条 件 还 不 足以 保证 所 得 到 的 恰 普 雷 金 方程 的 解 适 用 于 物 
理 平 面 上 整个 流动 区 域内 的 实际 流动 . 还 必须 满足 以 下 要 求 : 雅 可 比 行列 式 
_ az, y) 
0 (9, v) 
在 通过 零点 时 必须 不 改变 符号 (组 成 雅 可 比 行列 式 的 所 有 四 个 导数 都 为 零 的 
平凡 情形 是 例外 ). 容易 看 出 , 如 果 这 个 条 件 遭 到 破坏 , 则 当 通 过 zy 平面 上 由 
方程 A =0 确定 的 曲线 ( 称 为 极限 曲线 ) 时 , 这 个 解 一 般 成 为 复数 解 吕 。 其 实 ， 
设 曲 线 v=wvo(9) 上 有 A=0, 并且 (8wy/89), 头 0, 则 有 


(人 - 疙 中 下 和 -化 中 - (和 -0 





Oy Ov 


由 此 可 见 , 在 极限 曲线 附近 , v 对 z 的 函数 关系 ( 当 y 给 定时 ) 由 以 下 形式 的 方 
程 给 出 : 


2 
rT— To= 3() (v — vo)?, 
y 
而 在 极限 曲线 的 一 侧 , v 变 为 复数 @. 


容易 看 出 , 极限 曲线 只 能 出 现在 超声 速 流动 区 域 中 .利用 关系 式 (116.6) 
和 方程 (116.8) 直接 计算 , 得 到 


1[166 109006V v2 /oY 
5 + | Re 
显然 , 当 v <c 时 总 有 A > 0, 仅 当 u > c 时 A 才 可 能 在 通过 零点 时 改变 符号 ， 

在 恰 普 雷 金 方程 的 解 中 出 现 极限 曲线 的 事实 表明 , 在 所 给 的 具体 条 件 下 ， 
在 整个 区 域内 不 可 能 出 现 处 处 连续 的 流动 , 从 而 必然 出 现 激 波 . 但 必须 强调 ， 
这 些 激 波 的 位 置 与 极限 曲线 的 位 置 根本 不 同 . 

我 们 在 前 一 节 中 讨论 了 定常 二 维 超声 速 流 的 一 种 特殊 情形 (简单 波 ), 其 
特征 在 于 ， 速度 的 大 小 只 是 速度 方向 的 函数 : v = w(b)， 从 恰 普 雷 金 方程 无 法 
得 到 这 个 解 , 因为 1/A = 0, 而 在 向 速度 平面 变换 时 需要 用 雅 可 比 行列 式 A 乘 
运动 方程 (连续 性 方程 ), 于 是 这 个 解 就 丢失 了 . 这 类 似 于 非 定常 一 维 流动 理论 
中 的 情况 . 在 $105 中 关于 简单 波 与 方程 (105.2) 的 通 解 之 间 关系 的 说 明 , 也 完 
全 适用 于 定常 简单 波 与 恰 普 雷 金 方程 的 通 解 之 间 的 关系 . 


@ 以 4 趋 于 无 穷 大 的 方式 通过 零点 是 允许 的 . 如 果 在 某 条 曲线 上 1/4 = 0, 则 这 仅仅 导致 zy 平 
面 和 v8 平面 之 间 的 关系 不 再 是 一 一 对 应 的 , 即 在 zy 平面 上 环绕 一 周 , 在 v9 平面 上 就 要 环绕 两 周 或 
三 周 . 

@ 即使 (02z/8v?), 与 A 同时 变 为 零 , 但 只 要 导数 (9z/au)jy 在 v= vo 处 仍然 改变 符号 , 即 差 值 
z 一 To 上 正比 于 w 一 vo 的 更 商 偶 次 罕 , 则 这 个 结果 显然 还 是 正确 的 . 
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对 于 亚 声 速 流 , 雅 可 比 行列 式 A 为 正 , 据 此 可 以 建立 速度 沿 流 动 方向 发 
生 偏 转 的 特定 规律 (A. A. 尼 科 利 斯 基 , I. 下 . 塔 加 诺 夫 , 1946). 我 们 有 恒等式 
1 68(8,v) 80 UDC ») 


(的 (的 ) on 


在 亚 声速 流 中 A > 0, 由 此 看 出 导数 (89/8x), 和 (6u/ay)z 的 符号 相同 . 这 个 
结论 具有 简单 的 几何 意义 : 如 果 沿 曲线 v = const = vo 移动 , 使 区 域 v < wo 位 
于 右 侧 , 则 角 8 单调 递增 , 即 速 度 矢量 总 是 沿 逆 时 针 方向 偏转 . 特别 地 , 这 个 
结果 也 适用 于 从 亚 声速 流向 超声 速 流 的 过 渡 线 , 沿 过 渡 线 有 uw = c= c，. 

最 后 , 对 于 多 方 气体 , 只 要 给 出 < 对 的 显 式 表达 式 , 即 可 写 出 相应 的 恰 
普 雷 金 方 程 : 





即 


y 了 一 1 72 
HG ， 7+lcpo5 65 
人 BD 
”到 
这 个 方程 具有 一 类 可 以 通过 超 几何 函数 表示 的 特 解 @. 


0. (116.11) 
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在 §82 中 已 经 研究 过 定常 (超声 速 ) 平面 流 特征 线 的 某 些 一 般 性 质 . 现在 ， 
我 们 来 推导 根据 运动 方程 的 给 定 解 来 确定 特征 线 的 方程 . 

在 定常 超声 速 平 面 流 中 一 般 有 三 族 特 征 线 . 除了 焙 和 涡 量 的 小 扰动 , 所 有 
其 余 小 扰动 都 沿 其 中 的 两 族 特征 线 ( 称 为 特征 线 C+ 和 C-_) 传播 . 烂 和 涡 量 的 
小 扰动 沿 第 三 族 特征 线 Co 传播 , 该 族 特征 线 与 流 线 重 合 . 对 于 给 定 的 流动 , 流 
线 是 已 知 的 , 所 以 问题 在 于 确定 前 两 族 特征 线 . 

通过 平面 上 每 一 点 的 特征 线 C+ 和 C_ 指向 通过 该 点 的 流 线 的 两 侧 , 它们 
与 流 线 的 夹 角 等 于 当地 马赫 角 a ( 见 图 51). 用 mo 表示 流 线 在 给 定点 处 的 斜 
率 , 用 mm+, m- 表示 特征 线 C4}, C_ 的 斜率 , 则 根据 正切 求 和 公式 , 我 们 写 出 : 

m+ — mo m- 一 mo 


=tana, ——— =—tana, 
1 + mom+ 1 + mom— 


2-e u3n. Mocksa: Hayrka，1966 (第 一 版 英 译本 : Sedov L.I. Two-dimensional Problems of Hydrody- 


namics and Aerodynamics. New York: Wiley, 1965). 第 十 章 ; von Mises R. Mathematical Theory of 
Compressible Fluid Flow. New York: Academic Press, 1958. 8 20, 
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由 此 得 到 
_ mo 士 tan oa 
一 1 于 7Dotan QG 
(上 面 的 符号 对 应 C+, 下 面 的 符号 对 应 C_). 把 
mo 一 也 ，tana= 3 
代入 此 式 并 化 简 , 我 们 得 到 特征 线 斜 率 的 以 下 表达 式 : 
dy\ wzw 土 cVv2 一 cz 
m+ = (时). = 全 -5 | 
如 果 流 动 中 的 速度 分 布 是 已 知 的 , 这 就 是 确定 特征 线 C+ 和 C_ 的 微分 方程 @. 
除了 zy 平面 上 的 特征 线 , 还 可 以 研究 速度 平面 上 的 特征 线 , 这 对 研究 等 
箭 势 流 特别 有 用 . 我 们 在 下 面 就 要 讨论 这 种 情形 ， 从 数学 观点 看 , 这 是 恰 兽 省 
金 方程 (116.8) 的 特征 线 (该 方程 在 v > c 时 属于 双 曲 型 ). 按照 数理 物理 学 中 
众所周知 的 一 般 方 法 ( 见 5103), 利用 这 个 方程 的 系数 写 出 特征 线 方程 : 





(117.1) 


2 人 
dw” 十 1— ve d 一 0 
即 
db 1 /vw 
() TL Se c2 Si 


由 这 个 方程 确定 的 特征 线 与 恰 普 雷 金 方程 的 具体 的 解 无 关 ， 因 为 该 方程 的 系 
数 与 6 无关. 速度 平面 上 的 特征 线 是 物理 平面 上 的 特征 线 Ci 和 C_ 的 映射 ， 
我 们 把 前 者 分 别称 为 特征 线 厂 和 已 (这 与 (117.2) 中 的 符号 一 致 ). 

方程 (117.2) 的 解 给 出 形 如 玫 (v, 9) = const, J_(v, 9) = const 的 关系 式 . 
函数 J 和 J 分 别 是 沿 特征 线 C} 和 C- 保持 不 变 的 量 ( 黎 曼 不 变量 ). 对 于 多 
方 气体 , 可 以 精确 求解 方程 (117.2), 但 是 不 必 再 作 计 算 , 因为 利用 公式 (115.3)， 
(115.4) 就 可 以 直接 写 出 结果 . 其 实 , 根据 简单 波 的 一 般 性 质 ( 见 8104), 简单 波 
中 w 对 9 的 依赖 关系 正好 由 黎 曼 不 变量 之 一 在 整个 空间 中 保持 不 变 的 条 件 给 
出 . p, 是 公式 (115.3) 和 (115.4) 中 的 任意 常数 . 从 这 些 公式 中 消去 参数 w, 我 
们 得 到 


2 
= 兴业 resin Te- (1- 生 ) 二 TT arcsin + 5 (| , (117.3) 








@ 还 可 以 用 方程 (117.1) 来 确定 定常 轴 对 称 流动 的 特征 线 , 只 要 把 其 中 的 w 和 y 改 为 v. 和 7， 
其 中 > 是 一 个 柱 面 坐标 (到 对 称 轴 即 z 轴 的 距离 )， 显 然 , 如 果 用 通过 对 称 轴 的 zr 平面 代替 zy 平面 ， 
则 整个 推导 过 程 并 无 变化 . 
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速度 平面 上 的 特征 线 是 一 族 外 摆 线 , 它们 充满 
半径 为 
信和 十 1 
一 漂 
的 两 个 圆 之 间 的 区 域 (图 117). 

对 于 等 简 势 流 , 特征 线 攻 , T_ 具有 以 下 
重要 性 质 : 特征 线 族 局, TI 分 别 与 特征 线 族 
C_，C+ 正 交 (假设 图 中 的 坐标 轴 z, y 分 别 平 
行 于 坐标 轴 vz, wy) 包 . 

为 了 证 明 这 个 结论 , 我们 从 平面 势 流 方 程 图 117 
(114.3) 出 发 , 其 形式 为 





v=c。 和 w= C, 


Ow 2 ; 


(其 中 没有 日 由 项 , 这 很 重要 ). 
特征 线 Ci 的 斜率 mi 是 二 次 方程 


Am*—2Bm+C=0 


A 





的 两 个 根 . 
考虑 表达 式 dot dz 十 dvt dy-, 其 中 速度 微分 是 沿 特征 线 攻 取 的 , 而 坐 
标 微分 是 治 C_ 取 的 . 我 们 有 以 下 恒 人 车 式 : 


Oy 


十 ] 下 一 i i 一 a 2 
dvz dz 十 duv dy = grzd? dz 十 Bop dz 一 十 dz dy/ )+ Bidy dy . 


该 式 除 以 dz+ dz-, 我 们 分 别 得 到 82y/8z By 和 52p/8y2 的 系数 
C 


2B 
m+ 二 m= 二 — M+m- = —, 


A A 
根据 方程 (117.4), 以 上 表达 式 显 然 为 零 , 所 以 
duz dz- +do dy =dor:dr =0. 
类 似 地 得 到 
dv™ .drT =0. 
这 些 等 


re: 
者 
二 
施 
Bi 
Sr 
专 
芒 


@ 这 个 结论 不 适用 于 zr 平面 上 轴 对 称 流动 的 特征 线 ! 
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研究 从 亚 声 速 流向 超声 速 流 或 从 超声 速 流 向 亚 声 速 流 的 过 渡 过 程 中 的 流 
动 特 性 , 具有 极为 本 质 性 的 意义 . 这 种 过 渡 所 伴随 的 定常 流 称 为 混合 型 流动 或 
跨 声速 流 , 而 发 生 这 种 过 渡 的 边界 面 本 身 称 为 过 渡 面 或 声速 面 . 

利用 恰 普 寡 金 方程 来 研究 过 渡 面 附近 的 流动 是 特别 方便 的 ， 因 为 该 方程 
在 这 里 大 为 简化 . 

在 过 渡 面 上 v= c= c, 而 在 过 渡 面 附近 (在 跨 声 速 区 中 ), 差 值 v»-c 和 
v 一 cs 很 小 , 它们 之 间 的 关系 为 (114.8): 


Vv Uv 

-1=a, ( 址 一 1). 
我 们 来 适当 简化 怡 普 雷 金 方程 . 方程 (116.8) 的 第 三 项 远 小 于 第 二 项 , 因为 第 
二 项 的 分 母 中 含有 1 一 v3/e. 在 第 二 项 中 近似 取 


2 2 


v 国 cs i 
1 一 vv2/cz 2(1—v/c) 2a,(l—wv/cs) 


最 后 , 引入 新 的 变量 


1 二 (2a.10 一 一 (118.1) 


代替 速度 v, 我 们 得 到 需要 的 方程 : 
O28 026 


On? 75602 


这 种 形式 的 方程 在 数理 物理 学 中 称 为 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 @, 它 在 7 > 0 的 半 
平面 中 是 双 曲 型 的 ,而 在 mn < 0 的 半 和 平面 中 是 椭 
& 圆 型 的 . 我 们 在 这 里 要 讨论 这 个 方程 的 一 系列 纯 
数学 性 质 , 这 些 性 质 对 于 研究 具体 物理 问题 是 非 
常 重要 的 . 
方程 (118.2) 的 特征 线 由 方程 nd 一 d0? =0 
7 给 出 , 其 通 解 为 


=0. (118.2) 


0 士 Tp/? =0, (118.3) 
式 中 C 为 任意 常数 . 这 个 方程 代表 m6 平面 上 的 
两 族 特征 线 , 它们 是 位 于 右 半 平面 的 半 三 次 抛物 
图 118 线 的 两 支 , 其 尖 点 在 9 轴 上 (图 118). 
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在 研究 空间 中 一 个 小 范围 内 的 流动 时 吕 ， 如 果 这 里 的 气体 速度 方向 只 有 
很 小 的 变化 , 则 总 是 可 以 这 样 选取 x 轴 的 方向 , 使 得 从 z 轴 算 起 的 9 角 在 所 讨 
论 的 整个 区 域内 都 是 小 量 . 这 样 一 来 , 方程 (116.6) 也 大 为 简化 , 据 此 可 以 用 函 
数 B(n, 9) 来 确定 坐标 zx, y @: 
oF 


oF 
on 


为 避免 在 公式 中 出 现 多 余 的 因子 (2a.)23, 我 们 在 8 118 一 8 121 中 用 z(2a,)-1/3 
代替 坐标 xz, 并 仍 把 它 记 为 z, 于 是 
5 65 


值得 注意 的 是 , 因为 y 与 更 的 关系 如 此 简单 , 所 以 函数 y(n，9) (而 不 是 
z(n，9)) 也 满足 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 . 因此 ,从 物理 平面 到 速度 平面 的 变换 的 
雅 可 比 行列 式 可 以 写 为 以 下 形式 : 


2 2 
-区 多 = $2 — BrnBoo = (如 ) 一 (中) , (118.5) 
如 前 所 述 , 为 了 研究 m6 平面 上 坐标 原点 附近 的 解 的 性 质 , 通常 需要 应 用 
欧 拉 - 特 里 科 米 方程 . 在 有 物理 意义 的 情况 下 ， 这 个 点 是 解 的 奇 点 ， 所 以 具有 
某 种 齐 次 性 的 一 族 特 解 具 有 特别 重要 的 意义 . 其 实 , 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 这 
些 解 对 变量 82 和 7 而 言 是 齐 次 的 . 这 样 的 解 一 定 存在 , 因为 变换 82 一 ab2， 
7 一 a713 使 方程 (118.2) 保持 不 变 . 我 们 将 寻求 以 下 形式 的 解 : 


(118.4) 





_ pk 本 
5= bf(6)，5=1- 5， 


其 中 大 是 常数 (函数 $B 在 上 述 变换 下 是 次 齐 次 函数 ). 我 们 曾经 这 样 选 取 变 
量 &, 使 它 在 通过 皮 n= 9 = 0 的 特征 线 上 等 于 零 . 把 上 述 表 达 式 代入 方程 , 我 
们 得 到 函数 f(&) 的 方程 : 


0 -01 + | _2k— e (3-2)|7-# (二 7= 0 


这 是 超 几何 方程 的 一 个 特殊 情形 . 利用 超 儿 何方 程 的 两 个 独立 解 的 已 知 


@ 当然 , 不 应 当 只 从 字面 上 理解 “小 范围 " 这 几 个 字 , 因为 还 可 以 研究 无 穷 远 点 附近 的 流动 , 即 距 
离 被 绕 流 物体 足够 远 处 的 流动 ， 

@ 我 们 省 略 了 等 式 右边 的 因子 1/c., 这 仅仅 意味 着 用 c.5 代替 6, 该 变换 对 方程 (118.2) 没有 影 
响 , 从 而 总 是 允许 的 . 
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表达 式 , 我 们 求 出 需要 的 解 ( 当 2k 十 1/6 不 是 整数 时 ): 


47 
— 2K gs Pe Be St 
Bi =0 ar (- —k, 十 二， 2 二 五 ; 1 3 


3\ 2k+1/6 1 7 din3 
+8(1- 咎 ) (kt 证 , k+ 台 + 1- 5)| (118.6) 


利用 自 变 量 为 z, 1/z, 1 一 z, 1/(1 一 z), z/(1 一 z) 的 超 几 何 函 数 之 间 的 已 知 关 
系 式 , 还 可 以 把 这 个 解 写 为 其 他 五 种 形式 . 在 研究 不 同 的 具体 问题 时 , 这 几 种 
形式 都 会 用 到 @. 我 们 在 这 里 只 给 出 以 下 两 种 形式 : 


Dr.=0%|AF (- 一 起 2 407 种 )+3B 人 z(- 人 十 可， 六 Li 名 )| 


2 1) 3 992 92/3 6° 902 
(118.7) 
~- 。 og 
$=7 Ar (-h 一 4 十 本， 了 2 ) +B (kt 区 本 6 过 473 2) 
(118.8) 


(公式 (118.6) 一 (118.8) 中 的 常数 4,，B 当然 各 不 相同 ). 从 这 些 表 达 式 立刻 可 
以 得 到 函数 Bi 的 一 个 重要 性 质 : 曲线 =0 和 4 =0 不 是 它们 的 奇异 线 (从 
(118.7) 可 见 , Bk 在 7=0 附近 可 按 w 的 整数 次 项 展开 , 而 从 (118.8) 可 见 , Bk 
在 9=0 附近 可 按 9 的 整数 次 早 展 开 ). 这 个 性 质 无 法 从 (118.6) 直接 看 出 . 相 
反 , 从 表达 式 (118.6) 可 见 , 特征 线 是 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 齐 次 通 解 Bi (含有 
A 和 B 两 个 常数 ) 的 奇异 线 : 当 2k 十 1/6 不 是 整数 时 , 因子 (982 一 4m3)2*+1/6 
有 分 支点 , 而 当 2k 十 1/6 是 整数 时 , (118.6) 中 的 一 项 根本 没有 意义 @ (或 者 , 它 
在 +1/6= 0 时 等 于 另 一 项 ), 从 而 必须 用 超 几 何方 程 的 第 二 个 独立 的 解 来 
代替 . 我 们 知道 , 后 者 具有 对 数 奇异 性 . 
带 有 不 同 大 值 的 积分 Bk 满足 以 下 关系 式 : 


Bk = B_k_1/6(90° — 4m3)*+1/6, (118.9) 
oF 
B12 = a (118.10) 


第 一 个 关系 式 直接 得 自 (118.6), 而 第 二 个 关系 式 之 所 以 成 立 , 是 因为 886/89 
满足 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 并 且 与 B_1y2 具有 同样 的 齐 次 性 . 当然, 这 些 公式 中 
的 Bi 都 是 指 带 有 两 个 任意 常数 的 一 般 表 达 式 . 


@ 例如 , 可 以 在 第 三 卷 的 数学 附录 $e 中 找到 相应 公式 . 
@ 我 们 记得 , 当 7 = 0, 一 1, 一 2, :… 时 , 级 数 F(a，B, x; z) 没有 意义 . 
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在 研究 点 7 =9=0 附近 的 解 时 , 必须 关注 这 个 
解 在 环绕 该 点 时 的 变化 . 例如 , 设 函 数 Bi (118.6) 是 
特征 线 8 = 2m3/3/3 附近 的 点 4 处 的 解 (图 119), 需 
要 求 出 特征 线 9 = -272/3/3 附近 (点 B 处 ) 的 解 的 
形式 . 从 4 到 B 的 路 径 穿 过 横 坐 标 轴 , 并 且 0=0 是 
表达 式 (118.6) 中 的 超 几何 函数 的 奇 点 , 因为 其 自 变 
量 等 于 无 穷 大 . 所 以 , 为 了 从 4 移动 到 B, 必须 先 把 
超 几 何 函 数 变换 为 自 变 量 的 倒数 993/(98? 一 473) 的 
畏 数 , 使 0 = 0 不 再 是 奇 点 , 然后 改变 9 的 符号 , 再 
重复 同样 的 变换 就 回 到 原来 的 自 变 量 . 对 于 表达 式 (118.6) 中 的 函数 , 我 们 用 
这 种 方法 得 到 以 下 变换 公式 : 





图 119 


3 2 sin(2k 十 1/6)T 下 T=2hT(=2% =2/8) pi 
F, i Fs» 十 Fh s D4k+1/3 工 (2K 十 1/6)T'(2k 十 7/6) 
2sin(2k 十 1/6)T T(2k+1)T(2k+1/3) ' 
并 且 及 和 及 是 表达 式 
1 5 4773 
NI 2 大 3 9 ps 上 有 
F=|9 r( 有 0 ) 
gr 2h+1/6 , 了 (118.12) 
er 2 | FA 5 二 a 
F, = |0|*™ |1 003 (k++ 训 + 8 十 证 ;1 0 ) 








超 儿 何 函 数 系数 中 的 8 和 1 一 4m3/99? 均 取 绝对 值 . 
用 类 似 的 方法 可 以 求 出 按 相反 方向 绕 原点 从 4' 到 B' (图 119) 的 变换 公 
式 . 这 时 计算 更 为 繁琐 , 因为 必须 通过 超 几 何 函数 的 三 个 奇 点 : 9 =0 的 一 个 
点 和 7=0 的 两 个 点 (我 们 记得 , 自 变 量 为 z 的 超 几 何 函 数 的 奇 点 为 *>= 1 和 
z 二 oo). 最 后 的 公式 为 
sin(4k 一 1/6)T 
sin(2k + 1/6)7 . 


1\ T(-2k— 1/6)T(-2k+ 5/6) 
F .2 4 大 十 2/3 Pe 
a 2 (xx 二 ) "TT(-2k)T(-2k 2/73) ， 


1 


sin(4k 一 1/6)r (118.13) 


sin(2k + 1/6)r ? 
1 LT'(2k+1/6)T(2k+7/6) 
F, .24k+4/3 (2 6) Td 
六 OT EJ)™ rtp+ ror/ 


当然 , 除了 这 族 齐 次 解 , 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 还 有 其 他 一 些 特 解 族 . 这 里 再 


2 
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指出 一 族 特 解 , 它 与 按 9 的 傅 里 叶 展 开 式 有 关 . 如 果 寻 求 以 下 形式 的 更 
一 gv(7)e”， (118.14) 
式 中 v 是 任意 常数 , 则 对 于 函数 g, 得 到 方程 
gy 十 79gv = 0. 
这 是 艾 里 函数 的 方程 , 其 通 解 为 
gu(7) = Vi 2Z1/3 ( 当 m3/ ) (118.15) 
式 中 Zi1ys 为 1/3 阶 贝 塞 尔 函数 的 任意 线性 组 合 . 
最 后 , 注意 到 以 下 结果 不 无 神 益 : 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 通 解 也 可 以 写 为 
= , f(C)dz, C=2— 3nz+30, (118.16) 
式 中 f(C) 是 任意 函数 , 而 积分 路 线 可 取 复 平面 2 上 使 导数 f'(C) 的 值 在 其 两 


端 相等 的 任意 曲线 C. 其 实 , 把 表达 式 (118.16) 直接 代入 方程 , 这 给 出 


2 2 
7 -5 =9 Le -mr a=3 /rac=37(0) =0, 


即 方程 得 到 满足 . 
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我 们 现在 来 阐明 , 什么 样 的 解 B 对 应 于 过 渡 面 附近 气流 没有 任何 物理 
奇异 性 (没有 弱 间 断 或 激 波 ) 的 情形 . 不 过 , 比较 方便 的 做 法 不 是 直接 从 欧 拉 - 
特 里 科 米 方程 出 发 ， 而 是 从 物理 平面 上 的 速度 势 方程 出 发 ， 其 推导 过 程 已 经 
在 $8114 中 给 出 . 对 于 平面 流 , 如 果 按 照 z 一 z(2a,)'3 引入 新 坐标 , 则 方程 
(114.10) 的 形式 化 为 


OpOp Ow 


De (119.1) 
我 们 记得 , 根据 速度 势 yp 的 定义 , 它 对 坐标 的 导数 给 出 速度 : 
= n, 六 = 入 (119.2) 
我 们 还 指出 , 通过 勒 让 德 变换 8 = 一 yp 十 zn 十 y9 即 


06 05 
p= hy +0sg (119.3) 
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把 自 变 量变 为 pw, 7, 可 以 从 方程 (119.1) 直接 得 到 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 . 

我 们 来 研究 声速 面 上 某 一 点 附近 的 流动 , 并 取 该 点 为 x,y 坐标 的 原点 . 如 
果 按 z 和 y 的 守 展 开 y, 则 在 一 般 情况 下 , 在 满足 方程 (119.1) 的 展开 式 中 , 第 
一 项 为 

$= 汪 , (119.4) 
并 且 90=z/a, n=y/a, 所 以 

$ = a0. (119.5) 
根据 这 个 函数 的 齐 次 次 数 显然 可 知 , 它 对 应 于 Bsye 中 的 一 个 函数 , 即 表 达 式 
(118.7) 中 的 第 二 项 , 其 中 = 5/6 的 超 儿 何 函数 简化 为 1: 


1 4 dm 
ner (去 0， 了， 处) = 70. 
如 果 我 们 希望 得 到 物理 平面 上 的 声速 线 方程 ， 则 仅 有 展开 式 的 第 一 项 是 
不 够 的 . 下 一 项 的 齐 次 次 数 为 1, 它 对 应 于 6B1 中 的 一 个 函数 , 即 表达 式 (118.7) 
中 的 第 一 项 , 它 在 大 = 1 时 化 为 多 项 式 


OF (2 上 但) =o+ 于 


”3 OF 3 
于 是 ,在 $ 的 展开 式 中 , 前 两 项 为 
$=an0+b (® 十 于 】 (119.6) 
所 以 
T=a0+bn, y= an+2b. (119.7) 


声速 线 (n = 0) 就 是 直线 y = 2bzx/a. 

但 为 了 求 出 物理 平面 上 的 特征 线 方程 ， 只 需要 展开 
式 的 第 一 项 . 把 9 = z/a,7 = y/a 代入 速度 平面 上 的 特征 
线 方程 9 = 土 273/2/3, 得 到 


T= 二 十 2 ps 





3VaY 
这 叉 是 两 支 半 三 次 抛物 线 , 其 尖 点 位 于 声速 线 (图 120 中 
的 粗 线 ) 上 . 图 120 


从 下 面 的 简单 讨论 也 可 以 预先 就 明显 看 出 特征 线 的 
这 个 性 质 . 在 过 渡 线 的 各 点 上 , 马赫 角 等 于 r/2. 这 表示 两 族 特征 线 的 切线 重 
合 ,所 以 这 里 有 尖 点 (图 120). 流 线 在 与 特征 线 垂 直 的 情况 下 与 声速 线 相 交 , 这 
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里 没有 奇异 性 . 

流 线 与 声速 线 正 交 的 点 属于 特殊 情形 , 解 (119.6) 在 这 里 并 不 适用 中 . 在 
这 样 的 点 附近 , 流动 显然 相对 于 z 轴 对 称 . 这 种 情形 需要 专门 的 研究 (@. 瑟 . 弗 
兰 克 尔 和 C. B. 法 利 科 维 奇 , 1945). 

流动 对 称 意味 着 , 当 y 的 符号 改变 时 , 速度 ww 的 符号 改变 , 而 wz 保持 不 
变 . 换言之 , 速度 势 p 应 当 是 y 的 偶 函 数 (而 B 是 9 的 偶 函 数 ). 因此 , 在 这 种 
情况 下 , 2 展开 式 的 前 儿 项 具有 以 下 形式 : 


2 + 


QZ2 avy: ay 
i 24 
(预先 并 不 知道 小 量 z 和 y 的 相对 量 级 , 所 以 这 三 项 可 能 都 是 同一 量 级 的 ). 由 
此 求 出 从 物理 平面 到 速度 平面 的 以 下 变换 公式 : 
a2y? a3y3 
i Ca ni (119.9) 
不 必 显 式 解 出 这 两 个 方程 中 的 x 和 y 就 容易 看 出 , 函数 y(9, 7) 的 齐 次 次 数 是 
1/6. 所 以 , 对 于 相应 的 函数 6, 我 们 有 大 = 1/6+ 1/2 = 2/3, 即 该 函数 包含 在 通 
解 B23 中 . 
从 方程 (119.9) 中 消去 z, 我 们 得 到 函数 y(6,7) 的 三 次 方程 


(ay)” — 3nay + 30 = 0. (119.10) 


当 99? 一 4m? > 0 时 , 即 在 速度 图 上 通过 点 = 9 = 0 的 特征 线 左边 的 整个 区 域 
(包括 mn < 0 的 整个 亚 声速 区 域 , 见 图 121) 中 , 这 个 方程 只 有 一 个 实 根 , 所 以 应 
当 把 它 取 为 函数 y(9, 四. 在 特征 线 右 边 的 区 域 中 , 所 有 三 个 根 都 是 实 根 , 我 们 
应 当选 取 其 中 的 一 个 根 , 使 它 是 左边 区 域 中 的 实 根 的 延 拓 . 

把 表达 式 (119.9) 代入 方程 473 = 992, 就 得 到 物理 平面 上 的 特征 线 ( 它 通 
过 坐标 原点 ). 这 给 出 两 支 抛物 线 : 


2 
特征 线 23 和 56 : xz 一 一 一 








(119.8) 


(119.11) 
特征 线 34 和 人 5; z= 时 


(数字 表示 所 指 特征 线 在 物理 平面 上 划分 出 哪 两 个 区 域 ). 在 物理 平面 上 , 声速 
线 (速度 平面 上 的 曲线 7 = 0) 是 抛物 线 z = -ay2/2 (图 121 中 的 粗 线 ). 我 们 指 
出 声速 线 与 对 称 轴 的 交点 的 以 下 特性 : 从 这 个 点 发 出 四 支 特征 线 , 而 从 声速 线 
上 任何 其 他 的 点 只 发 出 两 支 特征 线 . 


@ 这 对 应 于 (119.6) 中 的 常数 a 等 于 零 的 情形 , 而 当 a = 0 时 , 因为 雅 可 比 行列 式 A 在 曲线 9 = 0 
上 等 于 零 , 所 以 这 个 解 没 有 意义 . 
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图 121 


在 图 121 中 , 速度 平面 和 物理 平面 上 彼此 对 应 的 区 域 由 同样 的 数字 标 出 ， 
但 这 个 对 应 关系 不 是 一 一 对 应 的 @. 如 果 在 物理 平面 上 绕 坐 标 原 点 移动 一 周 ， 
在 速度 平面 上 就 会 三 次 通过 两 条 特征 线 之 间 的 区 域 , 如 图 121 中 的 虚线 所 示 ， 
该 虚线 被 特征 线 反 射 了 两 次 . 

因数 y(9，7) 本 和 喘 满足 欧 拉 -- 特 里 科 米 方程 , 它 应 当 包含 在 通 解 B1ye 中 . 
在 物理 平面 上 的 特征 线 23 附近 , 这 个 函数 是 


1 /30\ 473 
(表达 式 (118.6) 的 第 一 项 , 它 在 特征 线 23 上 没有 奇异 性 )， 把 它 解析 延 拓 到 特 
征 线 56 附近 (所 取 路 径 通 过 亚 声 速 区 1, 即 利用 公式 (118.13)), 我 们 在 那里 得 
到 同样 的 函数 . 但 在 特征 线 34 和 45 附近 , y(9, n) 可 以 表示 为 该 函数 与 函数 
4n3 Eb 声 加 4773 
01/3 5 -1F (3 1 义 ) (119.13) 
(表达 式 (118.6) 的 第 二 项 ) 的 线性 组 合 . 利用 公式 (118.11) 进行 解析 延 拓 , 即 
可 得 到 这 些 线性 组 合 (同时 应 当 注 意 ， 被 速度 平面 上 特征 线 的 每 次 反射 都 使 
(119.13) 中 的 平方 根 改 变 符号 ). 
从 数学 观点 看 , 所 得 结果 表明 , 函数 Bly6 是 三 次 方程 


f3—3nf+30=0 (119.14) 


这 与 以 下 事实 相符 : 在 物理 平面 上 的 特征 线 z = ay2/2 上 有 A = oo ( 见 498 页 的 脚注 ). 
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各 根 的 线性 组 合 , 即 它们 化 为 代数 函数 下 . 对 于 
k 二 广 士 邓 ， 入 (119.15) 
所 有 相应 的 Bi 也 与 B16 一 起 化 为 代数 函数 , 这 些 B 是 按照 公式 (118.9) 和 
(118.10) 通过 逐次 微分 从 Biye 求 出 的 (®@.H. 弗兰克 尔 , 1947). 
对 于 
和 十 可 i = 生 可 ， (119.16) 
函数 B 也 化 为 代数 函数 ,这 时 Bi 中 的 超 几何 函数 化 为 多 项 式 @ (例如 ， 当 
= mn/2 时 , 这 是 表达 式 (118.6) 的 第 一 项 , 而 当 大 = -m/2 时 , 这 是 该 式 第 二 项 ). 
特别 地 , 这 三 族 代 数 函 数 Bx 包括 了 所 有 可 能 与 物理 平面 上 无 奇异 性 流动 
相对 应 的 函数 (作为 势 函 数 $B). 确实 , 对 于 这 样 的 流动 , @ 在 过 渡 线 上 非 对 称 
点 附近 的 展开 式 中 所 有 的 项 (前 两 项 由 公式 (119.6) 给 出 ) 只 能 对 应 于 
9 n 2 n 
i 或 = 本， 
但 $ 在 对 称 点 附近 的 展开 式 ( 始 自 大 = 2/3 的 一 项 ) 还 可 能 包括 大 = 2/3 十 m/2 
的 函数 . 
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欧 拉 - 特 里 科 米 方程 是 恰 普 雷 金 方程 的 简化 形式 , 原则 上 可 以 用 来 定性 地 
研究 绕 物 体 定常 平面 流 中 存在 跨 声 速 区 时 的 基本 流动 特征 . 与 激 波形 成 有 关 
的 问题 首先 归 入 此 列 . 我 们 强调 , 正 是 因为 激 波 强度 在 跨 声 速 区 中 很 小 , 在 这 
些 条 件 下 应 用 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 才 是 合理 的 . 我 们 还 记得 ( 见 886, 8114), 入 
和 涡 量 在 弱 激 波 中 的 变化 值 是 高 阶 小 量 ,， 所 以 在 一 级 近似 下 可 以 认为 间断 面 
后 面 的 流动 也 是 等 炉 势 流 . 

在 这 一 节 中 , 我 们 讨论 一 个 重要 的 理论 问题 一 一 关于 绕 物 体 的 定常 平面 
流 在 来 流速 度 正好 等 于 声速 时 的 性 质 的 问题 . 

我 们 将 看 到 , 在 这 样 的 绕 流 中 一 定 会 出 现 从 物体 延伸 到 无 穷 远 处 的 激 波 . 
由 此 得 到 一 个 重要 结论 : 当 激 波 开始 出 现时 , 马赫 数 M。 无 论 如 何 都 应 当 小 
性 去 

于 是 , 我 们 考虑 绕 任意 截面 (不 必 对 称 ) 的 无 限 愤 展 物体 (“ 机 愤 ”) 的 平面 
流动 . 我 们 在 这 里 感 兴趣 的 是 (与 截面 尺寸 相 比 ) 足够 远离 物体 处 的 流动 图 像 . 


Q@ 利用 卡 丹 公式 可 以 从 (119.14) 得 到 这 些 函 数 的 显 式 表达 式 , 但 它们 并 不 便于 实际 使 用 , 
@ 这 里 应 当 注 意 , 如 果 a (或 8) 满足 a = 一 n 或 7 一 a = 一 n, 则 F(a，B, x; z) 化 为 多 项 式 . 
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为 了 叙述 方便 , 我 们 先 描述 定性 结果 , 然后 介绍 定量 计算 . 在 图 122 中 , 4B 和 
A'B' 是 声速 线 , 所 以 亚 声速 区 完全 位 于 它们 的 左边 (上 游 ); 箭头 表示 来 流 方向 
(我 们 取 这 个 方向 为 z 轴 , 且 坐 标 原 点 位 于 物体 所 占 区 域 中 的 某 处 ), 在 离 过渡 
线 某 距 离 处 产生 激 波 (图 122 中 的 EF 和 E''), 它们 
“来 日 ” 物体 表面 . 结果 表明 , (过 渡 线 和 激 波 之 间 的 区 
域内 ) 来 自 物体 表面 的 全 部 特征 线 可 以 分 为 两 组 , 第 
一 组 特征 线 达到 声速 线 的 位 置 并 在 这 里 终止 (换言之 ， 
如 图 122 所 示 , 在 声速 线 上 发 生 反射 并 以 特征 线 的 形 
式 到 达 物 体 表面 ), 而 第 二 组 特征 线 终止 于 激 波 . 这 两 “ 
组 特征 线 由 极限 特征 线 隔 开 , 而 极限 特征 线 延 伸 到 无 
穷 远 处, 与 声速 线 和 激 波 都 不 相交 (图 122 中 的 CD 
和 C'D'). 因为 从 物体 表面 发 出 的 (例如 由 被 绕 流 物 
体形 状 变 化 引起 的 ) 扰动 将 沿 第 一 组 特征 线 传播 并 到 
达 亚 声速 区 的 边界 , 所 以 显然 可 知 , 位 于 过 渡 线 与 极 
限 特征 线 之 间 的 那 一 部 分 超声 速 流 会 影响 亚 声 速 区 ， 图 122 
但 极限 特征 线 右 边 的 流动 对 左边 的 流动 没有 任何 影 
啊 , 即 当 右边 的 流动 受到 扰动 时 (例如 当 点 CG, C' 右边 的 物体 形状 发 生变 化 
时 ), 左边 的 流动 不 会 发 生 任 何 变化 . 我 们 知道 , 激 波 后 面 的 流动 绝 不 会 影响 激 
波 前 面 的 流动 . 因此 , 整个 流动 可 以 划分 为 三 部 分 (DCC'D' 左边 , DCC'D' 与 
FEE'F' 之 间 , FEE'F' 右边 ), 并 且 第 二 部 分 流动 不 影响 第 一 部 分 流动 , 第 三 
部 分 流动 也 不 影响 第 二 部 分 流动 . 
现在 , 我 们 对 上 述 流动 图 像 进行 定量 计算 (这 同时 也 是 验证 ). 
速度 平面 上 的 坐标 原点 (9 = n= 0) 对 应 于 物 
理 平面 上 无 穷 远 处 的 区 域 , 而 速度 平面 上 始 自 坐 
标 原 点 的 特征 线 对 应 于 极限 特征 线 CD 和 C'D'. 
在 图 123 中 画 出 了 坐标 原点 的 邻 域 , 并 且 所 用 字 
母 与 图 122 中 的 记号 一 致 . 在 速度 平面 上 , 表示 激 
波 的 不 是 一 条 线 , 而 是 两 条 线 (这 两 条 线 对 应 于 间 
断面 两 边 的 气流 )， 并 且 它 们 之 间 的 区 域 (图 123 
中 的 阴影 区 ) 并 不 对 应 于 物理 平面 上 的 任何 区 域 . 
首先 必须 解释 清楚 , 哪 一 个 通 解 B/。 对 应 于 
这 种 情形 . 如 果 @(9,，7) 是 次 齐 次 的 , 则 函数 
z= 二 08/60n 和 y= 86/69 分 别 是 kk 一 1/3 次 和 kk 一 1/2 次 齐 次 的 . 一 般 而 言 , 当 
9 和 趋 于 零 时 , 在 物理 平面 上 就 达到 无 穷 远 处 , 即 z 和 y 应 当 趋 于 无 穷 大 . 显 
然 , 为 此 应 有 大 < 1/3. 另 一 方面 , 物理 平面 上 的 极限 特征 线 不 应 完全 位 于 无 穷 








图 123 
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远 处 , 即 在 曲线 99? = 473 上 不 应 处 处 都 有 yy = 土 co. 于 是 ( 当 2k 十 1/6 < 5/6 
时 ), 表达 式 (118.6) 中 方 括号 内 的 第 二 项 必定 为 零 . 因此 , 函数 8(9, 7) 应 当 由 
表达 式 (118.6) 的 第 一 项 给 出 : 
$= Ag*F (hs 一 kk 十 可 一 2 十 二 一 襄 ) : (120.1) 

函数 y(, 7) ( 它 也 满足 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 ) 也 具有 这 样 的 形式 , 只 是 应 把 大 
改 为 大 一 1 和 

但 是 , 例如 , 如 果 表 达 式 (120.1) 在 上 支 特征 线 (9 = +273/2/3) 附近 成 立 , 则 
对 于 任意 的 大 < 1/3, 该 表达 式 在 下 支 特征 线 (9 = -273/2/3) 附近 不 成 立 . 所 以 ， 
我 们 还 应 当 要 求 : 当 在 速度 平面 上 绕 坐 标 原 点 从 一 条 特征 线 通 过 半 和 平面 7 >0 
向 另 一 条 特征 线 移动 时 ( 沿 图 119 中 的 路 径 A4'B'), 函数 @6(6, n) 应 当 一 直 保 
持 (120.1) 的 形式 . 该 路 径 对 应 于 物理 平面 上 从 一 条 极限 特征 线 上 的 远 距 离 点 
通过 亚 声 速 区 向 另 一 条 极限 特征 线 上 的 远 距 离 点 移动 ,并且 处 处 都 不 会 与 破 
坏 流 动 连续 性 的 激 波 相交 . 在 沿 这 样 的 路 线 移动 时 , (118.13) 中 的 第 一 个 公式 
给 出 (120.1) 中 的 超 儿 何 函数 的 变换 , 所 以 我 们 应 当 要 求 这 个 公式 中 的 系 
数 为 零 . 当 丰 < 1/3 时 , 这 个 条 件 对 于 以 下 大 值 成 立 : 


在 全 部 这 些 值 中 , 最 终 只 能 选取 一 个 : 
1 


可 以 证 明 , 当 n> 1 时 , 所 有 大 值 都 会 导致 速度 平面 与 物理 平面 不 是 一 一 对 应 
的 ( 绕 速 度 平面 移动 一 周 相 当 于 绕 物 理 平面 移动 若干 周 )， 即 物理 上 的 流动 是 
多 值 的 , 而 这 当然 是 荒 雇 的 . 对 于 大 = 1/6 所 给 出 的 解 , 当 9 和 趋 于 零 时 , 在 
物理 平面 上 并 非 沿 每 个 方向 都 能 到 达 无 穷 远 处 . 显然 , 这 样 的 解 在 物理 上 也 是 
不 适用 的 . 

当 上 = 一 1/3 时 , 公式 (118.13) 右边 记 的 系数 为 +1, 即 当 从 一 条 特征 线 
移动 到 男 一 条 特征 线 时 , 函数 $ 完全 不 变 . 这 意味 着 5 是 9 的 偶 函 数 , 而 坐标 
y 二 06/60 是 奇 函 数 . 这 在 物理 上 表明 , 在 我 们 所 考虑 的 一 级 近似 下 , 远离 物 
体 处 的 流动 图 像 相对 于 平面 y = 0 对 称 , 并 且 这 种 对 称 性 与 物体 的 形状 无 关 ， 
特别 是 与 升力 存在 与 否 无 关 . 

于 是 , 我 们 阐明 了 6B(m, 9) 在 点 m=9=0 的 奇异 性 特征 , 由 此 已 经 可 以 直 
接 对 远离 物体 处 的 声速 线 、 极限 特征 线 和 激 波 的 形状 作出 结论 . 每 一 条 上 述 曲 
线 应 当 对 应 于 确定 的 比值 2172, 又 因为 B 的 形式 为 8 = 0-237(m3/9?), 所 以 
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利用 公式 (118.4) 求 出 z x 94/3, y x 0 5/3. 于 是 , 上 述 曲线 的 形状 可 由 形 如 
和 一 const .14/5 (120.3) 


的 方程 确定 , 每 一 条 曲线 都 有 自己 的 const 值 . 9 和 7 按照 以 下 规律 治 这 些 曲 
线 下 降 : 


Oxy n=cy2/5 (120.4) 


(®.H. 弗兰克 尔 , 1947; K.G. 上 古 德 莱 , 1948)@. 

为 明确 起 见 , 下 面 公式 中 的 符号 将 对 应 于 上 半 平 面 (y > 0). 

我 们 来 说 明 如 何 计算 这 些 公 式 中 的 系数 . k= 一 1/3 是 使 Bi 化 为 代数 函 
数 的 大 值 之 一 ( 见 前 一 节 ). 在 目前 情况 下 , 能 够 用 来 确定 更 的 特 解 可 以 写 为 





Ql of 
有 
的 形式 , 其 中 ai 是 任意 的 正常 数 , 而 f 是 三 次 方程 
f3—3nf+30=0 (120.5) 
的 一 个 根 , 并 且 当 99? - 4m > 0 时 是 其 唯一 的 实 根 . 于 是 ， 
有 al of ws Ql 
$= 3-2) (120.6) 
而 对 于 坐标 ， 
,A la 
On 2(f2—7)3 (120.7) 
ww 
0 
如 果 引 入 参数 
天 
ee 


@ 我 们 指出 , 对 于 轴 对 称 绕 流 (M。 = 1) 也 能 得 到 类 似 的 结果 . 
在 柱 面 坐 标 z, > 下 , 声速 面 、 极 限 特征 面 和 激 波 的 形状 以 及 速度 在 这 些 曲面 上 的 变化 规律 (在 远 
离 物体 处 ) 由 以 下 公式 给 出 : 
-6/7 


T= COnst wh Vr XT 1 Ur 钦 六 一 977. 


见 ; Guderley K.G. Theorie schallnaher Stromungen. Berlin: Springer, 1957 (Guderley K.G. The Theory 
of Transonic Flow. Oxford: Pergamon, 1962); amprkoBrd C.B.，Jeproe H.A. IIprkm，MareM，Mex。 
1964, 28: 280 (Fal kovich S.V., Chernov I.A. J. Appl. Math. Mech. 1964, 28: 342). 
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就 可 以 把 这 些 公式 写 为 方便 的 参数 形式 , 即 
-ey al/5(2s 一 1) 
一 ”25 
1102/5 = a2/5s1/5(s — 1), (120.8) 
3/5 
Gy3/5 = -a (3 一 25)， 
这 些 公式 给 出 了 7 和 29 对 坐标 的 函数 关系 . 参数 s 取 非 负 值 (s= 0 对 应 于 
z= 一 oo, 即 对 应 于 无 穷 远 处 的 来 流 ). 例如 , 值 s = 1/2 对 应 于 zx = 0, 它 给 出 了 
绕 流 区 域 中 生 直 于 z 轴 的 平面 内 y 值 较 大 处 的 速度 分 布 . 值 s = 1 对 应 于 声 
速 线 (n = 0), 并 且 容 易 看 出 , s = 4/3 对 应 于 极限 特征 线 . 常数 al 的 值 依赖 于 
被 绕 流 物体 的 实际 形状 , 并 且 只 能 通过 在 整个 空间 中 精确 求解 问题 的 方法 来 
确定 . 
公式 (120.8) 只 适用 于 激 波 前 面 的 整个 区 域 , 而 下 面 的 论述 表明 一 定 会 出 
现 激流 . 按照 公式 (118.5) 的 简单 计算 给 出 雅 可 比 行列 式 A 的 表达 式 
_ a?(4f?—”) 
eR n> 
容易 看 出 , 在 特征 线 上 和 特征 线 左 边 的 整个 区 域 中 (这 对 应 于 物理 平面 上 极限 
特征 线 的 上 游 区 域 ), 处 处 都 有 A > 0, 而 不 是 等 于 零 . 但 在 特征 线 右 边 的 区 域 
中 , A 通过 零点 , 所 以 在 这 里 出 现 激 波 是 不 可 避免 的 . 
欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 解 必须 满足 激 波 上 的 以 下 边界 条 件 . 设 01,n， 和 9。， 
72 是 8 和 ”在 间断 面 两 边 的 值 , 则 它们 首先 必须 对 应 于 物理 平面 上 的 同一 条 
曲线 , 即 


T(01, m) = 7(02, 12), YO1, m) = y(02, 2). (120.9) 


其 次 , 间断 面 切 向 速度 分 量 连续 ( 即 速度 势 p 沿 间断 面 的 导数 连续 ) 的 条 件 等 
价 于 速度 势 本 和 喘 连 续 的 条 件 : 


p01, m) = p(02, 12) (120.10) 


(速度 势 p 可 由 函数 更 按照 (119.3) 确定 ). 最 后 , 既然 激 波 极 线 方程 (92.6) 给 
出 间断 面 两 侧 速度 分 量 之 间 的 关系 , 从 其 极限 形式 就 可 以 得 到 另外 一 个 条 件 . 
在 (92.6) 中 , 如 果 用 b 一 91 代替 角 x, 并 引入 mm, m 代替 mm, vo, 就 得 到 以 下 
关系 式 : 


2(02 — 01)* = (mh 一 位 )2(72 + hn). (120.11) 
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在 目前 的 情况 下 , 在 激 波 后 面 (速度 平面 上 OF 与 OF 之 间 的 区 域 ， 见 
图 123), 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 解 具有 与 (120.5), (120.6) 相同 的 形式 , 但 其 中 
的 常 系数 ( 记 为 -a2) 当然 不 是 a1. 四 个 方程 (120.9) 一 (120.11) 决定 比值 a2/ai 
并 给 出 量 1, fi, mp, 92 之 间 的 关系 . 经 过 相当 复杂 的 求解 过 程 , 从 这 些 联 立 方 
程 可 以 得 到 以 下 结果 . 激 波 与 公式 (120.8) 中 的 
以 下 参数 值 相对 应 : 


= (5V3 + 8) = 2.78, 


这 些 公 式 给 出 激 波 的 形状 和 间断 面前 方 的 速度 
分 布 . 在 激 波 后 面 (下 游 ) 的 区 域内 , 系数 一 a。 
a 而 参数 f3/(f2 一 n) 取 负 值 . 引入 正 的 量 

= f3/(n 一 形 ) 作为 参数 , 我 们 得 到 代替 (120.8) 
的 公式 


al/5 








人 (2s 十 1) 
gz5 a 
2/5 = a2/551/5(s 十 ])， (120.12) 
3/5 
bw3/5 一 9 
并 且 
a2 _ 9V3+1 1 
al 9v3—1 0 
而 s 的 取 值 范围 是 从 (5V3 一 8)/6 = 0.11 (在 激 图 124 


波 上 ) 到 0 (在 下 游 无 穷 远 处 ). 
图 124 男 出 7y2/5 和 0wy3/5 对 zy-45 的 依赖 关系 图 像 , 它们 是 按照 公式 
(120.8) 和 (120.12) 计算 的 (规定 常数 al 为 1). 
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我 们 仍然 利用 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 来 研究 弱 间 断 线 在 声速 线 上 的 反射 . 

我 们 将 认为 入 射 到 声速 线 上 (“ 到 达 ” 交点) 的 弱 间 断 线 是 普通 类 型 的 , 例 
如 是 在 绕 尖 角 的 流动 中 形成 的 , 即 它 是 速度 对 空间 坐标 的 一 阶 导数 的 间断 线 , 
它 经 过 声速 线 的 反射 而 成 为 另 一 条 弱 间 断 线 , 但 后 者 的 性 质 预 先是 不 知道 的 ， 
应 当 通 过 研究 交点 附 点 的 流动 来 确定 . 下 面 取 该 交点 为 坐标 z, y 的 原点 , 并 
让 z 轴 指 向 该 点 的 气体 速度 方向 , 所 以 该 点 也 对 应 于 速度 平面 上 的 原点 . 
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我 们 知道 , 弱 间断 线 位 于 特征 线 上 . 设 速度 平面 上 的 特征 线 Oa 对 应 于 入 
射 间断 线 (图 125 (a)). 坐标 x, y 在 间断 线 上 的 连续 性 意味 着 一 阶 导数 6,, Bo 
也 必定 是 连续 的 . 相反 ,更 的 二 阶 导数 可 以 表示 为 速度 对 空间 坐标 的 一 阶 导数 ， 
所 以 应 当 有 间断 . 用 方 括号 表示 间断 值 , 于 是 在 Oa 上 有 : 


[更 ，] 一 [Bg] 一 站: [@oo]， [Be»], [到 7] 0 (121.1) 


至 于 特征 线 Oa 两 侧 区 域 1 和 2 中 的 函数 $ 本 身 , 它 在 特征 线 上 必定 没有 任何 
奇异 性 . 为 了 构造 这 样 的 解 , 可 以 利用 (118.6) 中 的 第 二 项 并 取 = 11/12, 这 
一 项 正比 于 两 项 之 差 1 一 4m3/99? 的 平方 (第 二 个 独立 的 解 B11y12 在 特征 线 上 











(a) 
图 125 


有 奇异 性 , 见 下 文 ). 这 个 函数 的 一 阶 导 数 在 特征 线 上 等 于 零 , 而 二 阶 导 数 是 有 
限 值 . 此 外 , $B 还 可 以 包括 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 那些 使 物理 平面 上 的 流动 没 
有 任何 奇异 性 的 特 解 . 76 就 是 这 样 的 解 , 并 且 它 对 8 和 7 的 齐 次 次 数 是 最 低 
的 (8119). 因此 , 在 特征 线 Oa 附近 , 我 们 寻求 以 下 形式 的 6: 
Bal = 一 470 一 BO /SE PF (二 1 3; ¢) ; 
(121.2) 
Boaz = —An0 — Co/SE2F (六 a 6] 
式 中 的 下 标 al 和 a2 指示 特征 线 在 两 侧 (区 域 1 和 2 中 ) 的 邻 域 , 4, B,C 是 
常数 , 并 且 再 次 引入 记号 
= 
902 
(在 特征 线 上 & = 0). 
我 们 在 下 面 将 看 到 , 弱 间 断 线 的 反射 可 以 有 两 种 情形 : 反射 为 男 一 种 (对 
数 型 ) 弱 间 断 线 , 或 者 反射 为 弱 激 波 , 这 依赖 于 乘积 4B 的 符号 . 


§121 弱 间 断 线 在 声速 线 上 的 反射 .517 : 


反射 为 弱 间 断 线 . 我 们 首先 研究 第 一 种 情形 ( 工 .区 . 朗 道 , E.M. 栗 弗 席 效 ， 
1954). 在 速度 平面 上 , 第 二 条 特征 线 (图 125 (a) 中 的 0b) 对 应 于 被 声速 线 反 
射 过 来 的 弱 间 断 线 . 为 了 确定 函数 更 在 这 条 特征 线 附 近 的 形式 , 可 以 利用 公式 
(118.11) 一 (118.13) 对 该 函数 进行 解析 延 拓 . 但 是 , 函数 丽 在 大 = 11/12 时 没 
有 意义 , 所 以 不 能 直接 利用 这 些 公式 . 应 当先 取 必 = 11/12 +e, 然后 让 = 趋 于 
零 . 根据 超 儿 何 函 数 的 一 般 理论 , 这 时 会 出 现 对 数 项 . 

经 过 计算 (利用 (118.13)), 对 于 特征 线 0b 附近 区 域 3 中 的 函数 更 可 以 得 
到 以 下 表达 式 (精确 到 & 的 二 阶 项 ): 


B 
Sea = —Aby+ —(-0) "EE halél + oo + exé + caf, (121.3) 


式 中 co, cb c2 是 常数 ©. 对 于 特征 线 Oa 附近 区 域 中 的 函数 B62, 类 似 的 变换 
(利用 (118.11)) 给 出 特征 线 0b 附近 区 域 中 的 函数 Bbo, 它 与 (121.3) 的 区 别 仅 
仅 在 于 B 被 替换 为 C/2. 物理 平面 上 特征 线 上 的 点 的 坐标 z, y 可 由 (118.4) 
来 计算 , 它们 是 在 & =0 条 件 下 的 导数 . 于 是 , 根据 (121.3), 我 们 求 出 


1/3 
六 一 一 四 - 一 (0 
(121.4) 
入 YW 
= 和 a ee _0)5/6 
y 4( ] (Bot2e ) GO 


而 对 函数 B62 求 导 给 出 同样 的 表达 式 , 但 其 中 的 B 被 替换 为 C/2. 于 是 , 坐标 
z,Yy 在 特征 线 O 上 连续 的 条 件 给 出 关系 式 


C = 2B. (121.5) 


其 次 , 为 了 实现 所 研究 的 反射 方式 , 在 速度 平面 上 应 当 没 有 极限 曲线 (所 
以 在 这 个 平面 上 还 应 当 没 有 非 物理 区 域 ), 即 雅 可 比 行列 式 A 在 任何 地 方 都 不 
应 当 穿 过 零点 . 在 特征 线 Oa 附近 可 以 利用 函数 (121.2) 来 计算 雅 可 比 行列 式 ， 
结果 表明 它 是 正 的 (其 主 项 为 A = 42). 而 在 特征 线 Ob 附近 可 以 利用 (121.3) 
进行 计算 , 结果 给 出 


2 SY 1/4 
A 过 TA*—16 5 4B7 lnlél. (121.6) 


该 对 数 在 接近 特征 线 时 趋 于 -oo, 所 以 第 二 项 是 主 项 . 因此 , 根据 条 件 A>0 
有 4B>0, 即 4 和 B 应 当 具 有 同样 的 符号 . 


@ 这 些 常数 的 值 为 : co = -28 .34/385 = 一 108, ci = 288/7 = 41.1，ca = 4.86. 
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最 后 , 为 了 确定 声速 线 的 形状 , 我 们 需要 5 在 坐标 轴 m= 0 附近 的 表达 式 . 
适用 于 上 半 轴 附近 的 表达 式 得 自 一 个 简单 的 变换 , 即 只 要 把 (121.2) 中 的 超 儿 
何 函 数 变换 为 自 变量 1 一 € = 4m3/99? 的 超 儿 何 函 数 即 可 , 该 自 变量 在 7= 0 时 
等 于 零 @. 只 保留 7 的 最 低 才 次 项 , 我 们 得 到 


二 Ty) wa- /6 
$y 一 一 47710 FS7IDEO77II BO 6 三 一 470 一 6.25Bp0 (121.7) 
向 下 半 轴 附近 区 域 的 解析 延 拓 给 出 
$= 一 470 一 6.25V3 BO™/S (121.8) 


(计算 类 似 于 变换 公式 (118.13) 的 推导 ). 

现在 可 以 确定 我 们 所 关心 的 所 有 曲线 的 形状 . 忽略 高 阶 项 , 在 特征 线 上 有 
z= 二 一 40, y= 一 An. 我 们 已 经 约定 , 上 半 支 特征 线 (9 > 0) 对 应 于 到 达 交 点 的 
弱 间 断 线 . 因为 气体 速度 指向 z 轴 的 正方 向 , 所 以 为 了 让 这 条 弱 间 断 线 是 到 达 
交点 的 弱 间断 线 , 它 应 当 位 于 半 和 平面 z < 0， 由 此 可 知 , 常数 4 应 当 是 正 的 , 常 
数 B 因而 也 是 正 的 . 在 物理 平面 上 , 该 弱 间 断 线 的 方程 为 


3 2/3 
eT (3) Al/3(—z)2/3 = 1.31A/3(—z)2/3. (121.9) 


对 应 于 下 半 支 特征 线 的 反射 弱 间 断 线 由 方程 
—y = 1.31A!/3z2/3 (121.10) 
给 出 ( 见 图 125 (b), 其 中 曲线 和 区 域 的 记号 对 应 于 图 125 (a) 中 的 记号 ). 


声速 线 方程 得 自 函 数 (121.7), (121.8). 对 7 和 9 求 导 , 然后 取 7 = 0, 从 
(121.7) 就 得 到 9 > 0 部 分 的 声速 线 方程 : 


z=—A9, y= -去 .6.25 万 05/5， 
从 而 
yy 三 一 11.4BA-5/6( 一 z)5/6. (121.11) 
这 是 图 125 (b) 中 的 声速 线 的 下 半 部 分 . 类 似 地 , 我 们 从 (121.8) 求 出 上 半 部 分 


声速 线 的 方程 : 
y= 11 .AV3BA /Spe. (121.12) 


@ 例如 , 在 第 三 卷 的 数学 附录 $e 中 列 出 了 这 个 变换 , 见 那里 的 公式 (e.7). 
@ 考虑 下 一 级 修正 项 (公式 (121.4) 中 的 第 二 项 ) 的 反射 弱 间 断 线 方程 为 


-yy =1.3141/3z2/13 一 10.5 甩 4-5/6x576. (121.10a) 


8$121 弱 间 断 线 在 声速 线 上 的 反射 “ 519: 


因此 , 两 条 弱 间断 线 和 两 支 声 速 线 在 交点 O 有 公共 切线 (y 轴 ), 并 且 这 两 
支 声 速 线 位 于 y 轴 的 两 边 . 

在 到 达 交 点 的 弱 间 断 线 上 , 速度 对 坐标 的 导数 有 间断 .作为 一 个 特征 量 ， 
我 们 考虑 导数 (8m/9z)y 的 间断 值 . 注意 到 


(如 ) O(n, y) _ Om, W) je yy) 165 


Baz), dz, y)™ Bln, 0)/ (m0) A og 
3 


并 利用 公式 (121.2), (121.5), 我 们 得 到 所 求 的 间断 值 : 
2 1/6 
一 8 (3) 4 = 8.56 刀 4 一 714( 一 人 -14. (121.13) 


On 
(2&), 
当 接近 交点 时 , 它 按照 (-y)-14 的 规律 增加 . 
在 反射 的 弱 间 断 线 上 , 速度 的 导数 根本 没有 间断 , 但 速度 分 布 具 有 一 个 独 
特 的 对 数 奇 点 . 根据 函数 (121.3) (只 保留 方 括号 中 的 第 一 项 ) 计算 坐标 = 和 9% 
对 n, 9 的 函数 关系 , 在 反射 弱 间 断 线 附近 就 可 以 把 9 在 y 给 定时 对 z 的 函数 
关系 表示 为 以 下 参数 形式 : 











= 于 十 区 一 


2 万 7 64 
Blyl'/4 


ea 
TT— To 5 加 6 5.7 元 47/4 Cln [qd 


(121.14) 





式 中 ¢ 起 参数 的 作用 , 而 zo = zo(y) 是 物理 平面 上 的 弱 间 断 线 方程 . 
反射 为 弱 激 波 . 考虑 男 一 种 情形 一 一 弱 间 断 线 在 声速 线 上 反射 为 弱 激 波 
(JI.II. 戈 里 科 夫 , JI.II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 , 1962) 包 . 
如 果 乘 积 4B < 0, 就 会 出 现 这 种 情形 ， 从 (121.6) 可 见 , 这 时 有 两 条 极限 
曲线 , 它们 以 指数 形式 接近 特征 线 Ob, 因为 雅 可 比 行列 式 A 在 
4r(2/3)16 


-0 Se 
和 16|B|m/4 


[9 加 了 e+ 和 二 2/ e (121.15) 





时 等 于 零 . 预先 显然 可 知 , 速度 平面 上 非 物理 区 域 的 边界 (图 126 (a) 中 的 Ob 
和 Obs) 也 以 指数 形式 接近 特征 线 Ob, 所 以 激 波 强度 也 是 指数 形式 的 小 量 . 

如 果 忽 略 曲线 Ob。 和 Ob3 上 指数 形式 的 小 量 &, 则 对 于 这 些 曲线 上 的 坐 
标 z, y, 我 们 得 到 的 表达 式 与 前 一 种 情形 下 特征 线 Ob 两 侧 的 表达 式 相同 . 所 
以 , 坐标 在 激 波 上 连续 的 条 件 在 任何 情形 下 都 化 为 前 面 的 关系 式 (121.5). 相应 


@ 古 德 莱 在 更 早 的 时 候 就 指出 了 这 种 反射 在 原则 上 是 可 能 的 (K. G. 古 德 莱 , 1948). 
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图 126 


地 , 速度 的 导数 在 入 射 弱 间断 线 上 的 间断 值 表达 式 (121.13) 也 保持 原样 . 如 果 
还 是 认为 速度 平面 上 的 上 支 特征 线 Oa 对 应 于 这 条 弱 间 断 线 , 则 仍然 有 4 > 0， 
所 以 现在 有 B < 0. 于 是 , 从 (121.13) 可 见 , 速度 的 导数 在 入 射 弱 间断 线 上 的 
间断 值 符 号 是 弱 间 断 线 反射 的 两 种 情形 的 物理 判 据 . 

入 射 ( 弱 ) 间断 线 和 反射 间断 线 (现在 是 弱 激 波 ) 的 方程 (121.9), (121.10) 
仍然 成 立 (忽略 指数 形式 的 小 修正 项 ). 但 因为 常数 B 具有 另外 的 符号 , 物理 
平面 上 的 这 些 曲线 改变 了 位 置 , 如 图 126 (b) 所 示 . 

为 了 确定 激 波 强 度 ( 即 激 波 上 的 间断 值 88 和 5m), 应 当 考 虑 欧 拉 - 特 里 科 
米 方 程 的 解 在 激 波 上 所 应 满足 的 全 部 边界 条 件 ， 其 表述 已 经 在 8120 中 给 出 ， 
见 (120.9) 一 (12.11). 最 后 一 个 条 件 是 激 波 极 线 方程 ,其 形式 为 (89)? = 7(57)2， 
式 中 88 = ba2 一 bs，30 = 71b2 一 ma 是 激 波 上 的 指数 形式 的 小 间断 值 (下 标 b2 
和 6b3 表示 速度 平面 上 的 曲线 Ob 和 Obs, 分 别 对 应 物理 平面 上 的 激 波 的 前 面 
和 后 面 ), 由 此 求 出 

80 = VJT5)， (121.16) 
并 且 平 方 根 的 符号 之 所 以 这 样 选取 ， 是 因为 在 气体 通过 激 波 时 ， 其 速度 下 降 ， 
而 流 线 应 当 逐 渐 接 近 间 断面 . 
根据 (121.15), 我 们 在 速度 平面 上 寻求 曲线 Ob 和 Obs 的 方程 如 下 : 


2 . 2 3 
9+ i = ab2|b| e 思 0 十 we = 一 0b3|b|e 人 
式 中 ai 和 a,s 是 正 数 . 按照 (121.16)， 


5 (9+ Bm) = 50 + V7on = 280. 


8$121 弱 间断 线 在 声速 线 上 的 反射 .521 ， 
所 以 , 待 求 的 间断 值 88 和 6m 由 以 下 表达 式 给 出 : 


1/3 2/3 
i A 2 T -各 
= , n=a(3) (3) ~ 


”4r(2/3)13 ( z yy a 47/6 
”16|B| | 再 lz16， 


(121.17) 
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式 中 a = (ai 十 apa)/2, 变量 9 按照 z 盖 -49, y 守 一 An 通过 物理 平面 上 的 
坐标 表示 . 为 了 确定 系数 a, 还 需要 考虑 所 有 其 余 边 界 条 件 , 并 且 在 这 些 条 件 
中 应 当 保 留 指 数 形式 小 量 e-e 的 线性 项 和 平方 项 . 我 们 不 再 给 出 这 些 相 当 繁 
琐 的 计算 , 仅仅 指出 其 结果 : au = aps = a = 5.2. 


:和 
线 有 限 物体 的 流 二 


§ 122 绕 物 体 的 超声 速 流 中 激 波 的 形成 


简单 的 论证 表明 , 在 绕 任意 物体 的 超声 速 流 中 ,在 物体 前 面 会 形成 激 波 . 
其 实 , 在 超声 速 流 中 , 由 被 绕 流 物体 引起 的 扰动 只 能 向 下 游 传播 , 所 以 流 回 物 
体 的 均匀 超声 速 来 流 在 到 达 物 体 最 前 端 之 前 应 当 没 有 受到 扰动 . 但 这 样 一 来 ， 
在 最 前 端的 物体 表面 上 , 气体 速度 的 法 向 分 量 不 等 于 零 , 而 这 与 必须 满足 的 边 
界 条 件 矛 盾 . 只 有 形成 激 波 , 才 不 至 于 出 现 这 个 困境 , 所 以 激 波 与 物体 最 前 端 

之 间 的 气流 是 亚 声速 的 . 
于 是 , 在 绕 物 体 的 超声 速 流 中 , 在 物体 前 面 会 
形成 激 波 , 我 们 称 之 为 头 激 波 . 在 被 绕 流 物体 前 端 
A6 较 钝 时 , 该 激 波 不 会 附着 于 物体 本 身 . 激 波 前 面 是 
匀 流 , 而 激 波 后 面 的 流动 绕 物体 流 过, 不 再 是 均 
匀 的 (图 127 (a)). 激 波 面 延 伸 到 无 穷 远 处 , 并 且 在 
远离 物体 处 激 波 变 弱 , 与 来 流 方向 的 夹 角 接近 马赫 

(a) (b) 角 . 印 体 绕 流 的 特征 是 , 在 激 波 后 面 存在 一 个 亚 声 

速 区 , 位 于 激 波 面 最 向 前 凸 出 部 分 之 后 . 这 个 区 域 
延伸 到 被 绕 流 物体 表面 , 所 以 其 边界 由 间断 面 、 物 
体 表 面 和 “ 侧 向 ” 的 声速 面 组 成 (图 127 (a) 中 的 虚线 ). 

只 有 在 物体 具有 尖锐 前 端的 情形 下 , 才 会 出 现 附 体 激 波 . 这 时 , 间断 面 也 
有 一 个 尖锐 的 项 点 , 它 与 物体 的 尖锐 前 端 重 合 (图 127(b)). 在 非 对 称 绕 流 中 ， 
该 曲面 的 一 部 分 可 能 是 弱 间 断面 . 但 是 , 对 于 给 定形 状 的 物体 , 只 有 当 速 度 超 
过 某 个 确定 的 界限 时 , 才 可 能 出 现 这 种 流动 图 像 . 当 速 度 低 于 该 值 时 , 即使 物 


图 127 


§122 绕 物体 的 超声 速 流 中 激 波 的 形成 :523 . 


体 具 有 尖锐 前 端 , 激 波 也 是 脱 体 的 ( 见 §113). 

我 们 来 研究 绕 旋转 体 的 轴 对 称 超声 速 流 并 确定 物体 圆 钝 前端 (图 127 (a) 
中 的 驻 点 O) 的 压强 . 根据 对 称 性 显然 可 知 , 终止 于 点 O 的 流 线 与 激 波 正 交 ， 
所 以 速度 在 点 4 处 只 有 和 尉 直 于 间断 面 的 法 向 分 量 , 并 与 和 速度 相同 . 各 量 在 来 
流 中 的 值 照例 用 下 标 1 表示 , 而 在 点 4 处 激 波 后 面 的 值 用 下 标 2 表示 . 后 者 
由 公式 (89.6) 和 (89.7) 给 出 : 





p2 = [2yM? (7y—1)), 


~ 二 1 
本 本 下 2+(7Y— 1)M? 
(7 十 1)M 
(y+ 1)M? 


M2+0O -IM 
现在 , 利用 各 量 沿 流 线 变化 的 公式 可 以 得 到 点 O 处 的 压强 po (这 里 的 气体 速 
度 v=0). 我 们 有 ( 见 $83 的 习题 ) 


/(7—1) 
y=1 人 BV 
po 三 Do 04+ 亏 : 号) 


“ 


简单 的 计算 给 出 以 下 结果 : 


2AT 





这 就 是 超声 速 来 流 (Mi > 1) 绕 物 体 流 动 中 物体 前 端的 压强 . 
为 便于 比较 , 我 们 列 出 在 没有 激 波 的 情况 下 气体 连续 绝热 减速 过 程 中 的 
驻 点 压强 公式 (也 适用 于 亚 声 速 绕 流 ): 


1 7Y/(7Y—1) 
po 三 Di (4 + Sm?) (122.2) 
当 Mi = 1 时 , 这 两 个 公式 给 出 同样 的 值 po, 但 当 Mi > 1 时 , 压强 (122.2) 总 
是 大 于 由 公式 (122.1) 给 出 的 真正 压强 @. 


@ 这 个 结论 具有 普遍 性 , 与 (122.1), (122.2) 成 立 所 需 的 多 方 气体 假设 无 关 (甚至 与 热力 学 意义 上 
的 理想 气体 假设 无 关 ). 其 实 , 当 激 波 存在 时 , 点 O 处 气体 的 炉 so 大 于 sj, 而 当 没有 激 波 时 则 等 于 1 
但 在 这 两 种 情况 下 , 烩 都 等 于 wo = wi 十 v2/2, 因为 当 流 线 与 激 波 正 交 时 , 量 w+ v2/2 保持 不 变 . 但 
由 热力 学 公式 dw = Tds 十 dp/p 可 知 , 导数 


Op 


即 当 w 保持 不 变 时 , 焙 增 加 导致 压强 降低 , 从 而 证 明了 所 作 结 论 . 
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在 速度 非常 大 (Mi > 1) 的 极限 下 , 公式 (122.1) 给 出 


Po 一 Pi tj Vo- DM, (122.3) 
即 压强 po 与 来 流速 度 的 平方 成 正比 . 根据 这 个 结果 可 以 得 出 结论 : 当 速 度 远 
大 于 声速 时 , 物体 所 受 的 总 阻力 与 速度 的 平方 成 正比 . 我 们 注意 到 , 当 速 度 远 
小 于 声速 但 仍 使 雷诺 数 足够 大 时 , 阻力 的 变化 规律 与 上 述 规律 相同 ( 见 $45). 

在 线 有 限 物 体 的 超声 速 流 中 ， 除 了 必然 形成 激 波 的 事实 本 身 ， 还 可 以 断 
定 , 在 远离 物体 处 无 论 如 何 都 应 当 相继 出 现 两 个 激 波 (JI. 工 . 朗 道 , 1945). 其 实 ， 
在 远离 物体 处 , 物体 所 引起 的 扰动 很 小 ， 所 以 可 以 把 扰动 看 做 从 某 z 轴 发 出 
的 柱 面 声波 , 该 轴 通 过 物体 且 平 行 于 绕 流 方向 . 像 通常 一 样 , 我 们 在 一 个 使 物 
体 静 止 的 坐标 系 中 研究 流动 ， 从 而 得 到 一 个 波 , 其 中 z/v 起 时 间 的 作用 ， 而 
wv/VM2 一 1 起 传播 速度 的 作用 ( 见 下 文 8123). 所 以 , 我 们 可 直接 利用 §102 
中 远离 声 源 处 的 柱 面 波 的 结果 , 于 是 得 到 远离 物体 处 的 激 波 的 下 述 图 像 . 在 第 
一 个 激 波 中 , 压强 突 跃 式 增 加 , 所 以 在 它 后 面 有 一 个 稠密 区 . 压强 接 下 来 逐渐 
降低 , 稠密 区 过 渡 到 稀 琉 区 , 然后 压强 又 在 第 二 个 激 波 中 突 跃 式 增加 . 前 一 个 
激 波 的 强度 随 着 到 z 轴 的 距离 + 的 增加 按 r-3/4 的 规律 降低 , 而 两 个 激 波 之 
间 的 距离 则 按 mW4 的 规律 增加 @. 

我 们 来 观察 当 马 赫 数 Mi 逐渐 增 大 时 激 波 的 产生 和 发 展 . 当 Mi 为 小 于 1 
的 某 个 值 时 , 气流 中 的 超声 速 区 首先 出 现在 被 绕 流 物体 表面 附近 , 其 中 至 少 出 
现 一 个 激 波 , 该 激 波 通常 是 超声 速 区 的 边界 . 该 区 域 随 着 Mi 的 增加 而 扩大 ， 
激 波长 度 也 同时 增 大 . 在 8120 中 已 经 证 明 (对 于 平面 流 情形 ), 当 Mi = 1 时 存 
在 激 波 . 这 也 就 证 明 , 激 波 必 然 是 从 Mi < 1 时 开始 出 现 的 . 只 要 Mi 开始 大 
于 1, 就 出 现 另 一 种 激 波 一 一 头 激 波 , 它 与 无 限 宽 的 整个 来 流 相交 . 当 Mi 恰 
好 等 于 1 时 , 物体 前 面 的 整个 流动 都 是 亚 声速 的 . 所 以 , 当 Mi 大 于 1 但 任意 
接近 1 时 , 来 流 的 超声 速 部 分 以 及 头 激 波 都 位 于 物体 前 方 任意 远 处 , 随 着 Mi 
的 进一步 增加 , 头 激 波 逐 渐 接近 物体 . 

局 部 超声 速 区 中 的 激 波 应 当 以 某 种 方式 与 声速 线 相 交 (我 们 讨论 平面 流 
情形 ), 其 特性 尚未 研究 清楚 . 如 果 激 波 终止 于 交点 , 则 其 强度 在 该 交点 本 身 为 
零 , 而 交点 附近 整个 平面 区 域 中 的 流动 是 跨 声速 的 . 在 这 种 情形 下 , 流动 图 像 
应 当 由 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 相应 的 解 来 描述 . 除了 物理 平面 上 的 解 的 单 值 性 
条 件 和 激 波 上 的 边界 条 件 , 还 应 当成 立 以 下 条 件 : (1) 如 果 激 波 两 侧 的 流动 都 
是 超声 速 的 ( 当 激 波 “ 遇 到 " 声速 线 后 即 终止 于 交点 时 , 就 会 出 现 这 种 情形 ), 则 


@ 对 于 尖 头 细 长 体 轴 对 称 绕 流 中 的 激 波 , 还 可 以 确定 这 些 规律 中 的 数值 系数 , 见 526 页 的 脚注 . 
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激 波 必定 是 “到达” 交点 的 间断 线 ; (2) 在 超声 速 区 中 , “到 达 ” 交点 的 特征 线 不 
应 当 有 任何 奇异 性 (奇异 性 只 能 因为 曲线 相交 本 身 而 出 现 , 所 以 在 交点 应 当 去 
掉 这 种 奇异 性 ). 看 米 , 满足 所 有 这 些 要 求 
的 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 解 ， 其 存在 性 还 
没有 得 到 证 明 @. 

在 局 部 超声 速 区 中 , 激 波 和 声速 线 还 
有 一 种 可 能 的 结构 : 只 有 声速 线 终止 于 交 
点 (图 128 (b)). 激 波 强度 在 这 个 点 根本 不 
为 零 , 所 以 该 点 附近 的 流动 只 在 激 波 的 一 一 -一 声速 线 
边 才 是 跨 声 速 的 . 这 时 , 激 波 的 一 端 可 以 一 
与 固 壁 “相遇 "， 而 另 一 端 (或 者 两 端 ) 可 
以 直接 从 超声 速 流 中 开始 (请 对 比 8115 
的 最 后 ). 图 128 


风流 如 酷 
罗 洲 对 局 





(b) 
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为 使 超声 速 流 中 的 物体 是 良 绕 体 , 即 为 使 它 受到 尽量 小 的 阻力 , 其 形状 与 
亚 声速 流 中 的 相应 形状 有 很 大 区 别 . 我 们 还 记得 , 亚 声 速 情 况 下 的 良 绕 体 是 细 
长 的 , 具有 前 钝 后 尖 的 形状 . 但 是 , 在 绕 这 种 物体 的 超声 速 流 中 , 在 物体 前 面 会 
出 现 强 激 波 , 这 导致 阻力 显著 增加 . 所 以 , 在 超声 速 情况 下 , 细 长 良 绕 体 的 前 后 
两 端 都 应 当 是 尖 的 , 并 且 相 应 顶 角 应 当 很 小 . 如 果 物 体 的 轴线 相对 于 气流 方向 
是 倾斜 的 , 则 相应 夹 角 ( 攻 角 ) 也 必须 很 小 . 

在 绕 这 种 形状 物体 的 定常 超声 速 流 中 , 气体 速度 的 大 小 和 方向 甚至 在 物 
体 附 近 也 处 处 与 来 流 相 差 很 小 ,而 形成 的 激 波 只 有 很 小 的 强度 ( 头 激 波 的 强 
度 随 尖 头 项 角 的 减 小 而 减 小 ). 远离 物体 处 的 气流 是 发 散 的 声波 . 可 以 认为 气 
流 阻 力 的 主要 部 分 是 由 于 运动 物体 的 动能 转换 为 物体 所 发 声波 的 能 量 而 造成 
的 . 超声 速 流 所 特有 的 这 种 阻力 称 为 波 阻 @. 可 以 在 一 般 形 式 下 计算 任意 形状 
截面 物体 的 波 阻 (T. von 卡门 , N.B. 穆 尔 , 1932). 


@ P. 热 尔 曼 求 出 了 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 的 几 种 类 型 的 解 ， 它 们 能 够 避免 激 波 与 声速 线 相交 的 情 
况 , 但 对 这 些 解 的 研究 在 本 质 上 并 未 完成 . 在 这 些 类 型 的 解 中 , 某 些 解 不 满足 上 述 条 件 (1)， 图 128 (a) 
画 出 了 激 波 在 局 部 超声 速 区 边界 上 终止 的 一 种 情形 , 这 时 激 波 和 声速 线 都 终止 于 交点 , 它们 在 该 点 有 
公共 切线 并 且 分 别 位 于 切线 两 边 (气体 从 左 向 右 运 动 ). 不 过 , 还 没有 检验 条 件 (2) 是 否 成 立 ， 对 于 解 
中 的 值 , 仅仅 指出 了 可 能 的 范围 (3/4 < 大 < 11/12)， 但 没有 检验 这 时 能 和 否 满足 物理 平面 上 的 坐标 
在 激 波 上 连续 的 条 件 . 见 : Germain P. Ecoulements transsoniqes homogenes. Progress in Aeronautical 
Sciences. New York: Pergamon, 1964. V. 5. 


@ 波 阻 加 上 与 摩擦 以 及 物体 尾部 分 离 有 关 的 阻力 即 可 得 到 总 阻力 . 
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流动 的 上 述 特 性 使 我 们 可 以 应 用 线性 化 的 速度 势 方程 (114.4): 
2 
证 + ps 一 前 = 0， (123.1) 
其 中 为 简洁 起 见 引 入 了 正 的 常数 
= 四 -1 (123.2) 
(z 轴 指 向 流动 方向 , 下 标 1 表示 与 来 流 相 应 的 量 ), 1/8 就 是 马赫 角 的 正切 . 

方程 (123.1) 在 形式 上 与 二 维 波动 方程 相同 , 并 且 zx/ua 起 时 间 的 作用 , 而 
v1/B 起 波 的 传播 速度 的 作用 . 这 并 非 偶然 , 并 且 具 有 深刻 的 物理 意义 , 因为 前 
面 已 经 指出 , 远离 物体 处 的 气体 运动 恰恰 就 是 由 物体 发 出 的 发 散 声 波 . 如 果 认 
为 气体 在 无 穷 远 处 是 静止 的 , 而 物体 是 运动 的 ， 则 从 空间 中 的 给 定位 置 来 看 ， 
物体 的 横 截 面 面 积 将 随时 间 而 变化 , 并 且 扰 动 在 时 刻 上 之 前 所 能 传播 的 距离 
( 即 到 马赫 锥 的 距离 ) 将 按 wit/B 的 规律 增加 .于 是 , 我 们 需要 研究 振动 截面 
的 “二 维 ” 声 辐射 (传播 速度 为 v1/B). 

在 这 种 “声学 比拟 ” 的 指导 下 , 利用 由 振动 声 源 发 出 的 柱 面 声波 的 速度 势 
表达 式 (74.15) (在 远大 于 声 源 尺寸 的 距离 上 ), 并 把 其 中 的 ct 改 为 z/B, 立即 
可 以 写 出 待 求 的 气体 速度 势 表 达 式 . 设 S(z) 是 物体 被 冬 直 于 来 流 方向 (z 轴 ) 
的 平面 所 截 的 横 截 面积 ,! 是 物体 在 该 方向 上 的 长 度 , 并 取 物 体 前 端 为 坐标 原 
点 , 则 有 

WS(é) a 
27 (2 —é€)2— Bar2 
积分 下 限 为 零 , 因为 当 z <0 oy z >1) 时 应 取 5(z) = 
因此 , 我 们 完全 确定 了 到 轴线 的 距离 > 远大 于 物体 厚度 的 位 置 的 气流 @. 
在 超声 速 流 中 , 由 物体 发 出 的 扰动 当然 只 能 向 圆锥 面 z -- Br = 0 后面 的 区 域 
传播 , 其 顶点 位 于 物体 前 端 . 在 这 个 圆锥 面 的 前 面 , 我 们 有 yp = 0 (均匀 流 ). 在 
圆锥 面 z 一 Br =0 和 zBr=1 之 间 , 速度 势 由 公式 (123.3) 确定 , 而 在 圆锥 面 
zr 一 Br =1 (其 顶点 位 于 物体 后 端 ) 的 后 面 , 应 把 这 个 公式 中 的 积分 上 限 改 为 常 
量 /. 上 述 两 个 圆锥 面 在 所 用 近似 下 是 弱 间 断面 , 它们 实际 上 是 弱 激 波 . 


p(Z，7) = (123.3) 


@ 对 于 绕 旋 转 体 的 轴 对 称 流动 , 公式 (123.3) 对 于 所 有 的 > (直到 物体 表面 ) 都 是 正确 的 . 特别 地 ， 
由 此 可 以 再 次 得 到 细 长 锥 体 的 绕 流 公式 (113.6). 

另 一 方面 , 虽然 适用 于 远离 被 绕 流 物体 处 的 这 个 解 是 在 线性 近似 下 得 到 的 ,仍然 可 以 仿照 8 102 
中 研究 柱 面 声波 的 方法 来 考虑 波形 的 非 线性 变化 . 用 这 种 方法 可 以 确定 远离 细 长 尖 头 旋转 体 的 位 置 上 
的 激 波 强度 (包括 它 对 Mi 的 依赖 关系 ), 即 前 一 节 中 已 经 讨论 过 的 衰减 规律 中 的 系数 (cx r-374), 见 : 
Whitham G.B. Linear and Nonlinear Waves. New York: Wiley, 1974 (G. B. 惠 瑟 姆 . 线性 与 非 线性 波 . 
庄 峰 青 , 岳 曾 元 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1986)，8 9.3. 
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作用 在 物体 上 的 阻力 , 就 是 单位 时 间 内 由 声波 带 出 的 动量 的 x 分量. 取 一 
个 半径 > 足够 大 且 以 x 轴 为 轴线 的 圆柱 面 作 为 控制 面 , 则 通过 该 表面 的 动量 
流 密度 的 z 分 量 为 


0 0 
Tzr = pvr (vz + V1) ~ Pp1 Be (o 十 型 ) 


在 整个 控制 面 上 积分 , 则 第 一 项 消失 , 因为 pwr 的 积分 是 通过 控制 面 的 总 质量 
ri 2 Hzsr dz = —2nrp1 上 用 < 站 (123.4) 


在 (波动 区 内 ) 远 距 离 处 , 可 以 按照 874 的 做 法 计算 速度 势 的 导数 ( 见 公 
式 (74.17))， i 


oY 本 
新 = -8 = 四 a J 
把 这 个 表达 式 代 入 (123.4)， edd .i 为 简洁 起 
见 再 令 xz 一 Br = X, 就 得 到 
二 S"(&1)9"(é2) dé dé dX dé dX 

澡 缚 [ V(X—&)(X-é) 
我 们 来 计算 对 X 的 积分 . 在 改变 积分 顺序 之 后 , 应 当 计 算 从 &1 和 &。 中 较 大 
者 到 +ee 的 积分 . 先 取 某 个 大 而 有 限 的 量 工 作为 积分 上 限 , 然后 让 它 趋 于 无 
穷 大 , 于 是 得 到 

= 2 / A S"(&1)S"(é) ln(és 一 各) — ndD) dé dé. 


带 有 常数 因子 In4L 这 一 项 的 积分 恒 为 零 , 因为 在 物体 的 两 个 尖 头 端 , 不 仅 面 
积 S(z) 为 零 , 其 导数 5S'(x) 也 为 零 . 于 是 最 终 得 到 


F;=— 宇 / 矿 S"(é&) S"(é2) ln(é, 一 El1) dé1 dé», 





好 
2 1 pl 
r= | [seys"(e) nl lds (123.5) 


这 就 是 待 求 的 细 长 尖 头 体 的 波 阻 公式 @. 该 积分 的 量 级 是 (S/1D2)212, 式 中 
5 是 物体 的 某 种 平均 横 截 面 面 积 , 所 以 


2 G2 
Pp1v19 
了 > ee 


@ 至 于 升力 , 它 在 这 里 所 用 的 近似 下 是 完全 不 存在 的 (对 于 非 轴 对 称 物 体 或 攻 角 不 为 零 的 情况 ). 
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我 们 通过 引入 物体 长 度 的 平方 来 定义 细 长 体 的 阻力 因子 : 
各。 
GC; = pr (123.6) 
在 当前 情况 下 ， 
92 
Ca ~ -a 

与 物体 横 截 面 面 积 的 平方 成 正比 . 

我 们 注意 到 , 公式 (123.5) 与 薄 翼 诱导 阻力 公式 (47.4) 在 形式 上 是 类 似 的 ， 
这 里 用 函数 v1.5'(x) 代替 (47.4) 中 的 函数 T(z). 根据 这 种 比拟 , 在 计算 积分 
(123.5) 时 可 以 利用 在 847 最 后 介绍 的 方法 . 

还 应 指出 , 如 果 把 流动 方向 改 为 相反 方向 , 则 由 公式 (123.5) 算出 的 波 阻 保 
持 不 变 , 因为 该 公式 中 的 积分 与 物体 轴线 方向 无 关 . 波 阻 的 这 个 性 质 正 好 是 线 
性 化 理论 的 特征 @. 

最 后 , 我 们 简要 讨论 一 下 所 得 公式 的 应 用 范围 . 可 以 用 以 下 方式 处 理 这 个 
问题 . 在 由 物体 发 出 的 声波 中 , 气体 微 元 的 振幅 具有 物体 厚度 的 量 级 , 我 们 用 
字母 6 表示 该 振幅 . 相应 地 , 振动 速度 的 量 级 是 波 的 振幅 5 与 周期 1/wi 之 比 
(6w1/0). 但 是 , 声波 传播 的 线性 近似 ( 即 线 性 化 的 速度 势 方 程 ) 总 是 要 求 声 波 中 
的 气体 速度 远 小 于 声速 , 即 应 有 w /8 泡 w165/l, 即 

MN << 5 (123.8) 
它们 实际 上 相同 . 因此 , 上 述 理论 在 Ma 的 值 与 物体 的 长 细 比 相近 时 不 再 适用 . 

在 相反 的 极限 情况 下 , 即 当 Mi 非常 接近 1 时 , 对 方程 不 能 进行 线性 化 处 

理 , 上 述 理论 当然 也 不 适用 . 


(123.7) 


习题 


为 使 体积 Y 和 长 度 ! 均 取 给 定 值 的 细 长 旋转 体 受 到 最 小 的 阻力 , 求 其 形状 . 
解 : 根据 正文 所 述 的 声学 比拟 , 我 们 按照 z= 二 1(1 一 cos0)/2 引入 变量 0 (0 入 bg 区 Tr， 
Z 的 起 点 位 于 物体 前 端 ), 并 把 函数 f(T) = 5'(z) 写 为 以 下 形式 : 
J Ey 


了 一 2 


(容易 确认 , 当 了 = 0,1 时 5=0 的 条 件 只 允许 兄 >2 的 项 出 现在 求 和 表达 式 中 )， 对 于 阻 


力 因 子 , 这 时 有 
= SA 
富生 


@ 在 8125 所 介绍 的 注 潜 波 阻 理论 中 , 这 个 性 质 也 是 成 立 的 . 
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物体 的 面积 S(z) 和 总 体积 V 可 由 函数 f(z) 计算 : 
I ! 
= 3 V 一 NY d ‘ 
Ss f(z)dz ¥ (rz)dz 
简单 的 计算 给 出 


即 体积 仅 由 系数 A2 确定 ， 所 以 , 如 果 当 见 关 3 时 An = 二 0，F 就 达到 最 小 值 . 结果 得 到 


Osman = lB (VY /Sux) 
0 


对 于 物体 的 横 截 面 面 积 , 这 时 有 





12 。， 
9 一 42 S11 8, 
所 以 半径 与 坐标 z 的 肖 数 关系 可 以 表示 为 
8 Vv L722 2 172 
R(z) = 二 (过 ) [z( 一 z)]/ (3) : 


开 


物体 相对 于 平面 = 二 1/2 对 称 @， 


§ 124 绕 薄 机 的 亚 声 速 流 


我 们 来 研究 亚 声速 可 压缩 气流 绕 流 线 型 薄 避 的 流动 . 与 不 可 压缩 气流 的 
情形 一 样 , 亚 声速 流 中 的 流线型 机 翼 必 须 很 薄 , 后 缘 尖 锐 而 前 缘 圆 钝 , 攻 角 必 
须 很 小 . 我 们 取 流 动 方 问 为 z 轴 , 翼 展 方向 为 z 轴 . 

因为 整个 空间 中 的 气体 速度 都 与 来 流速 度 wl 相差 不 大 @, 所 以 可 以 应 用 
线性 化 的 速度 势 方程 (114.4): 


2 2 
(1 一 M2) 一 十 一 十 一 二 0. (124.1) 
在 机 轰 表 面 ( 称 为 曲面 C) 上 , 速度 必须 是 切 向 的 . 引入 机 翼 表 面 上 的 单 
位 法 同和 失 量 n, 我 们 把 这 个 条 件 写 为 以 下 形式 : 
(wt)m+t +0 
因为 机 加 具有 局 平 形状 并 且 攻 角 很 小 , 所 以 法 向 矢量 n 几乎 平行 于 y 轴 , 于 是 
Iny| 接近 1 而 nz,n; 都 很 小 . 因此 , 在 上 述 条 件 下 可 以 忽略 二 阶 小 量 ns Bwp/9z 


外 虽然 R(z) 在 物体 两 端 为 零 , 但 导数 R'(z) 为 无 穷 大 , 即 物 体 不 是 尖 头 体 . 所 以 , 严格 地 说 , 所 
用 近似 作为 上 述 方法 的 基础 不 适用 于 物体 两 端 附近 . 
@ 只 有 机 田 前 缘 驻 线 附 近 不 大 的 区 域 是 例外 . 
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和 nz Bp/8z, 并 可 以 把 wy 改 为 士 1 (在 机 中 的 上 表面 为 +l, 在 下 表面 为 一 1)， 
于 是 , 方程 (124.1) 的 边界 条 件 具 有 以 下 形式 : 


0 
vins 土 Be =0. (124.2) 


根据 机 渐 很 薄 的 假设 , 在 计算 2p/6y 在 机 凌 表 面 的 值 时 , 可 以 简单 地 把 它 取 为 
y 二 0 时 的 极限 值 . 
在 条 件 (124.2) 下 求解 方程 (124.1) 的 问题 容易 化 为 不 可 压缩 气流 的 绕 流 
问题 . 为 此 , 我 们 引入 下 列 变量 来 代替 坐标 z, y, z: 
=z, Y=yV1— Mi, z=2V1— Mi. (124.3) 
在 这 些 变 量 下 , 方程 (124.1) 的 形式 变 为 
Op sp Fp 
az2 Oy?2 8z2 
即 化 为 拉 普 拉 斯 方程 . 至 于 被 绕 流 物体 表面 的 形状 , 则 需要 引入 另 一 个 曲面 C/ 
来 代替 C. 为 此 , 让 平行 于 zy 平面 的 机 加 剖 面 保持 不 变 , 但 沿 翼 展 方向 (z 轴 ) 
的 所 有 尺度 均 按 比例 V1 一 M2 缩小 . 
于 是 , 边界 条 件 (124.2) 的 形式 变 为 


vinz 土 ai 一 Mi = 


0， (124.4) 


y 
而 为 了 把 它 化 为 通常 的 形式 , 我 们 引入 新 的 速度 势 w' 来 代替 wp: 
p' = pVI— MY. (124.5) 
对 于 yp/, 我 们 有 同样 的 拉 普 拉 斯 方程 , 它 应 在 y = 0 处 满足 边界 条 件 
vinz 土 二 一 0. (124.6) 


但 是 , 带 有 边界 条 件 (124.6) 的 方程 (124.4) 是 绕 表面 为 C' 的 物体 的 不 可 
压缩 气流 的 速度 势 所 应 满足 的 方程 . 因此 , 确定 绕 表 面 为 C 的 机 测 的 可 压缩 
气流 中 的 速度 分 布 的 问题 , 就 化 为 确定 绕 表 面 为 C' 的 机 翼 的 不 可 压缩 气流 中 
的 速度 分 布 的 问题 . 

我 们 来 进一步 研究 作用 在 机 翼 上 的 升力 瓦 . 我 们 首先 指出 , 在 $38 中 推 
导 熙 科 夫 斯 基 公 式 (38.4) 的 过 程 完全 适用 于 可 压缩 气流 的 情形 ， 因 为 在 所 用 
近似 下 , 可 变 的 流体 密度 p 反正 也 应 替换 为 常量 pi. 于 是 ， 


本 三 一 DiUl /raz (124.7) 
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积分 是 沿 整个 翼 展 !- 进行 的 . 根据 关系 式 (124.5) 以 及 机 田 C 和 C" 的 横 剖 面 
相同 , 可 知 绕 机 兽 C 的 可 压缩 气流 的 速度 环 量 一 与 绕 机 田 C' 的 不 可 压缩 气 
流 的 速度 环 量 "之 间 的 关系 为 


Tr’= TV1— Mi. (124.8) 
把 它 代 入 (124.7), 并 把 对 z 积分 变换 为 对 z' 积分 , 我 们 得 到 


-pm f raz 

i 

分 子 中 的 量 是 不 可 压缩 气流 中 作用 于 机 翼 C' 的 升力 . 用 FE 表示 该 升力 , 则 有 
及 


De 


(124.9) 


引入 升力 因子 本 
本 py EY y= pT 
(lz, ls 和 12,4=1;V1 一 M3 分 别 是 机 杜 C 和 CC’ 沿 z 轴 和 z 轴 的 长 度 ), 我 们 
把 这 个 等 式 改写 为 
= Cy 。 (124.10) 
1— Mi 

对 于 凌 展 足够 大 ( 训 面 沿 愤 展 方向 不 变 ) 的 机 咒 , 不 可 压缩 气流 中 的 升力 

因子 与 攻 角 成 正比 , 而 与 机 愤 的 长 度 和 宽度 无 关 : 





Cy = const :a, (124.11) 
式 中 const 只 依赖 于 齐 面 的 形状 ( 见 846). 所 以 , 在 这 种 情况 下 可 以 写 出 
元 (124.12) 


来 代替 (124.10), 这 里 Cy 和 CY) 是 同一 个 机 翼 分 别 在 可 压缩 气流 和 不 可 压 
缩 气 流 中 的 升力 系数 . 于 是 , 我 们 得 到 一 条 法 则 : 可 压缩 气流 中 作用 于 大 中 展 
机 吏 的 升力 是 不 可 压缩 气流 中 作用 于 同样 机 翼 ( 攻 角 等 参数 均 相 同 ) 的 升力 的 
1/ V1 一 MF 倍 代 . 普 朗 特 , 1922; H. 格 劳 特 , 1928). 

对 于 阻力 , 也 可 以 得 到 类 似 的 关系 式 . 和 升力 的 茹 科 夫 斯 基 公 式 一 样 , 作 
用 于 机 冀 的 诱导 阻力 公式 (47.4) 也 完全 可 以 照搬 到 可 压缩 气流 理论 . 作 同 样 
的 变换 (124.3) 和 (124.8), 我 们 得 到 
By 


F, = 一 -= 7， 
1— M2 


(124.13) 
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式 中 FF 是 不 可 压缩 气流 中 作用 于 C" 的 阻力 . 当 翼 展 增加 时 , 诱导 阻力 趋 于 一 
个 不 变 的 极限 值 (847). 所 以 , 对 于 足够 长 的 机 翼 , 可 以 把 及 替换 为 FS (后 
者 是 同样 的 机 加 C 在 不 可 压缩 气流 中 的 阻力 ), 对 阻力 因子 则 有 


GY 
+ 


通过 与 (124.12) 的 比较 , 我 们 看 出 , 如 果 把 不 可 压缩 气流 改 为 可 压缩 气流 , 则 
比值 C2/C; 保持 不 变 . 

当然 , 如 果 Mi 的 值 非常 接近 1, 则 线性 化 理论 不 再 成 立 , 所 有 上 述 结果 也 
就 不 再 适用 . 


(124.14) 


§ 125 绕 机 机 的 超声 速 流 


为 使 超声 速 气流 中 的 机 驾 是 良 绕 体 ， 其 前 后 缘 应 当 都 是 尖 的 , 就 像 8123 
中 所 讨论 的 尖 头 细 长 体 那样 . 

我 们 在 这 里 只 研究 绕 大 愤 展 等 截面 薄 翼 的 流动 . 如 果 考 虑 无 穷 大 翼 展 的 
情形 , 这 就 对 应 于 平面 气流 (在 zy 平面 内 ). 势 函 数 方程 现在 不 是 (123.1), 而 是 


Oy 202p 

Bo 一 有 = 0, (125.1) 
边界 条 件 为 

Op 

一 - = 二 ViNniz; (125.2) 

Oy 4 一 土 0 


(等 式 右边 的 符号 干 分 别 对 应 于 机 翼 的 上 下 表面 ). 方程 (125.1) 是 一 维 波 动 方 
p= f(T— By)+ f(z + By). 
影响 流动 的 扰动 来 自 被 绕 流 物体 , 这 表明 , 在 机 田 上 方 (y > 0) 应 有 f= 0, 所 
以 p= 所 (z 一 By), 而 在 机 渐 下 方 (y < 0) 则 有 w= 户 (z+ By). 为 明确 起 见 , 考 
虑 机 翼 上 方 的 空间 , 其 中 
p= f(r— py). 

我 们 利用 条 件 (125.2) 来 确定 函数 f, 为 此 写 出 nz 2 一 (x), 其 中 y= C(z) 是 
机 识 剖 面 上 边界 的 方程 (图 129 (a)). 我 们 有 


Op 
Oy 4 一 十 0 


=—Bf'(z)=vic(z), f= -了 G(r) 
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因此 , 速度 分 布 ( 当 y > 0 时 ) 由 速度 势 
p(z, Y) = -G(r — By) (125.3) 
确定 . 类 似 地 , 当 y < 0 时 得 到 
pp ee Bs 和 By), 


其 中 y= (z) 是 机 加 剖面 下 边界 的 方程 . 我 们 指出 , 速度 势 以 及 其 余 各 量 沿 
直线 z 土 By = const (特征 线 ) 都 保持 不 变 , 这 与 8115 的 结果 是 一 致 的 , 这 里 得 
到 的 解 只 是 这 些 结果 的 特殊 情形 . 





129 


定性 的 流动 图 像 如 下 所 示 . 从 前 后 缘 尖 头发 出 弱 间 断 线 (图 129 (b) 中 的 
a4a' 和 5Bb) 包 . 在 间断 线 a4a' 的 前 面 和 bBb' 的 后 面 是 均匀 流 , 而 两 者 之 间 
的 流动 发 生 偶 转 并 绕 过 机 辟 表 面 . 这 是 简单 波 , 并 且 在 所 用 的 线性 近似 下 , 其 
中 所 有 特征 线 都 有 同样 的 倾角 , 它 等 于 来 流 的 马赫 角 . 

按照 公式 

op 
入 一 一 piv 
可 以 得 到 压强 分 布 (一 般 公 式 (114.5) 中 含 如 的 项 在 当前 情况 下 可 以 忽略 , 因 
为 wz 和 ww 是 同样 量 级 的 量 ). 把 (125.3) 代入 此 式 并 引入 压强 因子 C。 则 对 
于 上 半 平 面 , 我 们 得 到 





st 
Cp = Sh = Fs ~ by) 


@ 仅 在 这 里 所 用 的 近似 下 才 可 以 这 样 说 ， 其 实 , 这 不 是 弱 间 断 , 而 是 弱 激 波 或 狭长 的 中 心 稀 玖 波 ， 
视 其 中 的 速度 向 哪个 方向 偏转 而 定 ， 例 如 , 对 于 图 129 (b) 中 的 剖面 , ha 和 Bu 是 稀疏 波 , 而 Aa 和 
Bb 是 激 波 . 

从 后 缘 (图 129 (b) 中 的 点 B) 发 出 的 流 线 , 其 实 是 速度 的 切 向 间断 线 ( 它 实 际 上 变 成 狭长 的 溃 流 
尾 迹 ). 
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特别 地 , 机 田 上 表面 的 压强 因子 为 


一 EAC (125.4) 
类 似 地 求 出 机 可 下 表面 的 压强 因子 
fh -怪人 (125.5) 


我 们 指出 , 机 辟 谢 面 边 界 上 任何 一 点 的 压强 只 依赖 于 剖面 边界 在 该 点 的 斜率 . 
因为 机 咒 谢 面 边界 对 z 轴 的 倾角 处 处 都 很 小 , 所 以 压力 的 年 直 分 量 在 足 
够 高 的 精度 下 等 于 压力 本 身 . 作用 在 机 辟 上 的 总 升力 等 于 机 翼 上 下 表面 的 压 
力 差 , 所 以 升力 因子 为 
lz 
Cy 一 | (Cpi — Cp2) dz 一 部 
(长 度 1;, 4y 的 定义 见 图 129 (a)). 我 们 定义 攻 角 a 为 通过 剖面 端点 的 弦 4B 对 
z 轴 的 倾角 (图 129 (a)): a 34/lz, 于 是 最 终 得 到 一 个 简单 的 公式 : 


4a 
CY = 一 -一 125.6 


(J. 阿 殉 雷 , 1925). 我 们 看 到 , 升力 只 取决 于 攻 角 , 而 与 机 翼 剖 面 形 状 无 关 , 这 不 
同 于 亚 声速 绕 流 的 情况 ( 见 848, 公式 (48.7)). 

接 下 来 确定 作用 于 机 翼 的 阻力 ( 即 波 阻 , 其 性 质 与 作用 于 细 长 体 的 波 阻 相 
同 , 见 8123). 为 此 , 应 取 压 力 沿 z 轴 方 向 的 投影 并 沿 整个 剖面 边界 积分 , 从 而 
求 出 阻力 因子 


人 PPe 
Cu = 元 | (Cf + 2) dz. (125.7) 
引入 机 愤 训 面 上 边界 和 下 边界 对 纺 4 的 倾角 g(z) 和 bz(z), 于 是 
(=0 a, GG=0 a. 


倾角 91 和 9 的 积分 显然 为 零 , 所 以 最 终 得 到 以 下 公式 : 
C= 4o? 十 2(92 十 62) 

VMi-!1 
( 横 线 表示 对 z 的 平均 ). 当 攻 角 给 定时 , 平板 机 避 (6 = 9 = 0) 的 阻力 因子 显 
然 最 小 , 这 时 Cj = aC,. 如 果 对 粗糙 表面 应 用 公式 (125.8), 就 会 发 现 , 粗糙 导 


(125.8) 
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致 阻力 显著 增加 , 即使 单独 的 突起 只 有 很 小 的 高 度 @. 其 实 , 如 果 这 些 突起 的 平 
均 斜 率 保持 不 变 , 即 如 果 突 起 的 高 度 与 它们 之 间距 离 之 比 的 平均 值 保 持 不 变 ， 
则 阻力 与 单独 突起 的 高 度 无 天 . 

最 后 , 我 们 再 作 以 下 说 明 . 这 里 所 说 的 机 鄙 , 就 像 其 他 地 方 一 样 , 其 前 后 缘 
总 是 垂直 于 流动 方向 . 设 7 是 流动 方向 与 机 翼 前 后 缘 之 间 的 夹 角 ( 侧 滑 角 ), 则 
以 上 结果 向 任意 7 角 的 推广 完全 是 显而易见 的 . 显然 , 作用 于 无 穷 大 四 展 等 
截面 机 加 的 力 只 依赖 于 来 流速 度 在 冬 直 于 机 距 前 后 缘 方 向 上 的 分 量 . 在 理想 
流体 中 , 平行 于 前 后 缘 的 速度 分 量 不 引起 任何 力 . 所 以 , 马赫 数 为 Mi 的 气流 
中 作用 于 发 生 侧 滑 的 机 吏 的 力 ， 等 于 马赫 数 为 Mi sin7y 的 气流 中 作用 于 不 发 
生 侧 滑 的 相同 机 加 的 力 . 特别 地 , 如 果 Mi > 1, 但 Misin7 < 1, 则 超声 速 绕 流 
所 特有 的 波 阻 就 消失 了 . 
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在 8123 一 8125 中 建立 起 来 的 绕 细 长 体 的 超声 速 流 理论 和 亚 声速 流 理论 
并 不 适用 于 跨 声 速 流 , 因为 在 跨 声速 流 中 , 线性 化 的 速度 势 方程 不 再 成 立 . 在 
这 种 情况 下 , 整个 空间 中 的 流动 图 像 是 由 非 线性 方程 (114.10) 
OpOp Op pp 
20 Fi B77 一 By B22 
确定 的 (或 者 , 对 于 平面 流 , 这 是 由 与 此 等 价 的 欧 拉 - 特 里 科 米 方程 确定 的 ). 但 
是 , 在 具体 情况 中 求解 这 些 方程 是 相当 困难 的 . 所 以 , 对 于 这 样 的 流动 , 在 不 用 
具体 求解 的 情况 下 即 可 建立 起 来 的 一 些 相似 律 , 具有 重要 意义 . 
首先 考虑 平面 流 , 设 


(126.1) 


y=8 (7) (126.2) 

是 确定 被 绕 流 薄 翼 放 面 形状 的 方程 , 并 且 ! 是 薄 愤 ( 沿 来 流 方 向 ) 的 长 度 , 而 6 

表征 其 厚度 (6 之 1). 通过 改变 1 和 5 这 两 个 参量 , 我 们 得 到 一 族 相似 的 剖面 . 
运动 方程 具有 以 下 形式 : 

opp0zp 02p 


2avpr B77 一 Oy2’ (126.3) 
其 边界 条 件 如 下 . 在 无 穷 远 处 , 速度 等 于 未 受 扰动 气流 的 速度 v1, 即 
=0 =M. -1= (126.4) 


@ 但 仍然 大 于 边界 层 的 厚度 . 
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(速度 势 p 的 定义 见 (114.9)). 在 剖面 上 , 速度 应 当 是 切 向 的 : 


V op dr 07z 
i RN 
而 因为 剖面 很 薄 , 可 以 要 求 这 个 条 件 在 y = 0 处 成 立 . 
按照 
! 102/3 
T=lT, Y= (Ga) 73 p= EA y) (126.6) 


引入 新 的 无 量 纲 变量 (我 们 已 经 引入 角 9 = 6/1 来 表示 机 翼 的 “ 张 角 ” 或 攻 角 ). 
于 是 , 我 们 得 到 方程 


2050 7 _ 05 
0707 O09 
和 边界 条 件 : 
人 有 Op _ o5 _ a ON 
在 无 穷 远 处 ， 二 0 在 =0 处 ， 页 一 了 (五 )， 
其 中 
1 
= is (126.7) 


这 些 条 件 只 包含 一 个 参数 天 . 于 是 , 我 们 得 到 了 所 需 的 相似 律 : 公式 (126.6) 表 
明 , 具有 相同 天 值 的 跨 声 速 平面 流 是 相似 的 (C.B. 法 利 科 维 奇 , 1947). 
我 们 注意 到 , 表达 式 (126.7) 也 只 包含 一 个 参数 a,, 它 表征 气体 本 身 的 性 
质 . 所 以 , 所 得 相似 律 还 确定 了 气体 种 类 发 生变 化 时 的 相似 性 . 
在 所 用 近似 下 , 压强 由 公式 
Pp—Pi 人 pivi(vVz — U1) 
给 出 . 利用 表达 式 (126.6) 的 计算 表明 , 剖面 上 的 压强 因子 是 以 下 形式 的 函数 : 
一 02/3 7 
pa wr 7) 
沿 剖 面 边 界 的 积分 给 出 阻力 因子 和 升力 因子 : 
1 dyY 1 
B= To C= Tha 


所 以 , 它们 是 以 下 形式 的 函数 : 
05/3 02/3 
Cz = 73 Je(K), Cy 二 sfy(K). (126.8) 


@ 这 些 公式 的 适用 范围 由 不 等 式 |Mi -1| < 1 确定 ,但 线性 理论 对 应 于 大 的 K 值 , 即 对 应 于 
IMi 一 1| > 923， 因 此, 在 1 六 Mi -1 六 692/3 的 范围 内 , 公式 (126.8) 应 当 化 为 线性 理论 中 的 公式 
(125.6) 一 (126.8)， 这 表示 , 函数 记 和 f, 在 K 值 很 大 时 应 当 与 K-11/? 成 正比 . 
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用 完全 类 似 的 方法 可 以 得 到 绕 薄 物 体 的 三 维 流动 的 相似 律 ， 物 体形 状 由 

以 下 形式 的 方程 给 出 : 
条 一 6 ( 了) ， 罗 二 让 (7) (126.9) 


其 中 含有 两 个 参量 5 和 1 (5 < 1). 三 维 情形 与 平面 情形 的 重要 差别 在 于 , 三 维 
情形 下 的 速度 势 在 y 一 0, z 一 0 时 具有 对 数 奇异 性 (例如 , 参看 8113 中 绕 细 长 
圆锥 流动 的 公式 ). 所 以 , 在 zx 轴 上 应 当 确 定 的 边界 条 件 并 不 涉及 导数 9p/8y， 
op/8z 本 身 , 而 是 涉及 有 限 大 小 的 乘积 


容易 证 明 , 这 种 情形 下 的 相似 变换 为 (再 次 引入 角 9= 5/1) 


加 二 2 a 
必 二 本 前 三 Gay 各 运 i yw = I025, (126.10) 
并 且 相 似 参 数 是 
An 一 1 
(T. von 卡门 , 1947). 对 于 物体 表面 上 的 压强 因子 , 我 们 得 到 以 下 形式 的 表达 式 : 


= 本) 


相应 地 , 阻力 因子 的 形式 为 9 
C- = 0f(K). (126.12) 


所 有 这 些 公 式 当 然 只 适用 于 Ma 一 1 很 小 的 情况 , 无 论 其 值 为 正 还 是 为 负 ，. 
如 果 恰 好 Mi = 1 则 相似 参数 天 = 0, 而 公式 (126.8) 和 (126.12) 中 的 函数 化 为 
常数 , 所 以 这 些 公 式 完 全 确定 了 Cc 和 Cv 对 角 2 和 气体 性 质 a 的 依赖 关系 . 


8$127 高 超声 速 流 的 相似 律 
在 8114 最 后 已 经 指出 , 对 于 绕 细 长 尖 头 体 的 流动 , 线性 理论 并 不 适用 于 
高 超声 速 (Mi 很 大 ) 的 情况 . 所 以 , 对 这 样 的 流动 建立 简单 的 相似 律 具 有 特别 


在 13> Mi 一 1 写 92 的 范围 内 应 当 得 到 线性 理论 的 公式 (123.7), 据 此 可 知 Cs ~ 94. 这 表明 ， 
当 K 增 大 时 , 函数 f({K) 应 趋 于 常 值 . 
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在 这 样 的 流动 中 形成 的 激 波 与 流动 方向 之 间 的 夹 角 很 小 , 其 量 级 为 物体 
厚度 与 长 度 之 比 (9 = 6/1)， 这 些 激 波 一 般 是 弯曲 的 , 同时 也 具有 较 大 的 强度 
一 一 虽然 速度 间断 值 比较 小 , 但 压强 间断 值 很 大 ( 科 间断 值 因 而 也 很 大 ). 所 以 ， 
气流 在 一 般 情 况 下 根本 不 是 势 流 . 

我 们 将 认为 马赫 数 Mi 的 量 级 为 1/68 或 更 大 . 激 波 会 使 局 部 马赫 数 M 的 
值 减 小 , 但 其 量 级 总 是 保持 在 1/9 的 水 平 (请 对 比 8112 习题 2), 所 以 马赫 数 
M 在 整个 空间 中 是 很 大 的 . 

我 们 利用 在 $123 中 指出 的 “声学 比拟 ”: 绕 具 有 变 截面 5(z) 的 薄 物体 流 
动 的 定常 三 维 问题 , 等 价 于 按 规律 5S(wt) 随时 间 变 化 的 剖面 发 出 声波 的 非 定 
常 二 维 问题 , 并且 量 ww/VM2 一 1 起 声速 的 作用 ,而 当 Mi 很 大 时 , 声速 就 是 cl. 
我 们 强调 , 保证 这 两 个 问题 彼此 等 价 的 唯一 条 件 是 比值 5/ 很 小 , 使 我 们 能 够 
把 物体 表面 上 沿 物体 长 度 方 向 不 大 的 环形 区 域 看 做 圆柱 面 . 但 是 , 当 Mi 很 大 
时 , 所 发 声波 的 传播 速度 与 声波 中 气体 微 元 的 速度 值 相近 (请 对 比 $ 123 最 后 )， 
所 以 应 当 在 精确 的 非 线 性 方程 的 基础 上 解决 问题 . 

在 绕 细 长 尖 头 体 的 任何 超声 速 流 中 , 速度 扰动 (与 来 流速 度 w 相 比 ) 都 
很 小 , 而 在 高 超声 速 绕 流 中 , 纵向 速度 的 扰动 还 远 小 于 新 出 现 的 横向 速度 : 


vy ~ Vz ~ 0, vr —V ~ Uy. 人 YY 
但 压强 变化 和 密度 变化 根本 不 是 小 量 : 
J M20?, Ba— Pr 和 (127.2) 
pi pi 


压强 变化 甚至 ( 当 M19 > 1 时) 可 以 是 任意 大 的 量 (请 对 比 $112 习题 2). 
声学 比拟 显然 只 适用 于 与 来 流 方向 垂直 的 yz 平面 上 的 二 维 流动 . 在 这 个 

二 维 问题 中 , 声 源 的 线 速度 具有 v19 的 量 级 . 此 外 , 只 有 声速 ck 和 声 源 尺寸 6 

(以 及 密度 pi) 是 问题 中 的 独立 参量 .由 它们 只 能 组 成 一 个 无 量 纲 组 合 


K = Mib， (127.3) 


这 就 是 相似 参数 @@. 这 时 应 当 从 同样 这 些 参 量 组 成 一 些 具 有 相应 量 纲 的 量 作 
为 坐标 y, z 的 长 度 尺度 和 时 间 的 尺度 , 例如 5 和 6/w19 = 1 对 于 坐标 z， 


@ 当然 , 我 们 不 仅 考虑 气体 的 运动 方程 , 而 且 考 虑 物体 表面 上 的 相应 边界 条 件 ， 以 及 激 波 上 所 必 
须 满足 的 条 件 . 假设 气体 是 多 方 气体 , 所 以 其 气体 动力 学 性 质 只 依赖 于 无 量 纲 参数 x7. 但是, 下面 得 到 
的 相似 律 无 法 确定 流动 对 这 个 参数 的 依赖 关系 的 性 质 . 

应 当 指 出 , 当 Mi > 1 时 , 气体 被 剧烈 加 热 , 其 热力 学 性 质 可 能 发 生 显著 变化 ， 所 以 , 对 于 多 方 气 
体 (假设 其 热 容 是 常量 ), 相应 公式 在 高 超声 速 情况 下 的 定量 意义 其 实 很 有 限 . 

@ 如 果 不 假设 Ma 很 大 , 即 可 得 到 带 有 参数 Kk = 9V M2? 一 1 的 相似 律 , 但 它 没有 多 少 意义 , 因为 
当 Mi 不 大 时 , 线性 理论 其 实 完全 确定 了 所 有 的 量 对 这 个 参数 的 依赖 关系 ， 
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物体 的 长 度 1 是 一 个 自然 的 参量 . 于 是 可 以 得 到 结论 : 
vy = vi0v, vz =V0v, p= p10p, p= pi1p", (127.4) 


式 中 由， p', p' 是 无 量 纲 变量 z/1, y/5, z/6 和 参数 KK 的 函数 , 并 且 根 据 
(127.1) 和 (127.2) 可 以 证 明 , 这 些 函 数 的 量 级 均 为 1 9. 
阻力 FE 可 由 整个 物体 表面 上 的 积分 来 计算 ; 


Rs fpava: 


(根据 边界 条 件 , w = 0, 动量 流 密度 中 的 vv.n 项 在 物体 表面 上 等 于 零 , 其 中 
n 是 该 物体 表面 上 的 法 向 矢量 ). 按照 (127.4) 变换 到 无 量 纲 变量 , 我 们 得 到 以 
下 形式 的 阻力 因子 Cs (定义 为 (123.6)): 


Cu = 204 由 D dy dz', 
剩 下 的 积分 是 无 量 纲 参数 K 的 函数 , 所 以 
GC» = 0f(K). (127.5) 


对 于 绕 无 穷 大 呐 展 薄 翼 的 平面 流 情 形 , 显然 也 可 以 得 到 同样 的 相似 律 . 这 
时 , 阻力 因子 公式 和 升力 因子 公式 具有 以 下 形式 : 


Cu = 的 万 ( 开 )， OC,=0f,(K). (127.6) 


在 应 用 (127.5), (127.6) 时 应 当 记 住 , 流动 相似 的 假设 要 求 , 仅仅 通过 改变 
沿 y, z 轴 的 尺度 5 和 沿 z 轴 的 尺度 1, 就 可 以 从 一 种 情况 下 被 绕 流 物体 的 形 
状 、 尺 寸 和 相对 于 来 流 的 方位 获得 男 一 种 情况 下 的 这 些 结果 . 特别 地 , 这 意味 
着 , 如 果 攻 角 a 不 等 于 零 , 则 为 了 保证 流动 的 相似 性 , 比值 a/9 必须 相同 . 

在 (127.5), (127.6) 中 , 当 K 一 co 时 , 这 个 参数 的 相应 函数 趋 于 常数 极限 . 
这 是 因为 ( 当 Mi 一 co 时 ) 存在 极限 绕 流 方式 , 其 性 质 在 一 个 重要 的 流动 区 域 
内 与 Mi 无 关 (C.B. 瓦 兰 德 , 1947; K. 奥 斯 瓦 带 奇 , 1951). 这 里 的 “重要 区 域 ” 
是 指头 激 波 上 强度 最 高 的 突出 部 分 与 被 绕 流 物体 表面 上 距离 物体 前 端 不 太 远 
的 部 分 之 间 的 流动 区 域 (我 们 强调 , 恰恰 是 具有 最 大 压强 的 这 个 区 域 决 定 了 作 
用 于 物体 的 力 ). 如 果 用 来 描述 流动 的 无 量 纲 的 速度 w/u, 压强 p/pv? 和 密度 
p/pi 是 无 量 纲 坐 标的 函数 , 则 研究 表明 , 给 定形 状 的 物体 在 上 述 区 域 中 的 绕 流 


@ 高 超声 速 绕 流 的 相似 律 是 由 钱学森 (1946) 提出 的 ，W.D, 海 斯 (1947) 指出 了 它 与 推广 到 非 线 
性 问题 的 声学 比拟 之 间 的 关系 , 这 种 比拟 在 专业 文献 中 称 为 “活塞 比拟 *. 
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图 像 在 极限 下 与 Mi 无 关 . 其 实 , 在 这 些 变量 下 , 不 仅 流 体 动力 学 方程 和 被 绕 
流 物体 表面 上 的 边界 条 件 与 Mi 无 关 , 激 波 面 上 的 所 有 条 件 也 与 Mi 无 关 . 在 
流动 区 域 中 之 所 以 可 以 划分 出 “重要 部 分 "， 是 因为 在 最 后 的 条 件 中 被 忽略 的 
量具 有 相对 的 量 级 1/MPsin 2 2, 其 中 p 是 v1 与 间断 面 之 间 的 夹 角 , 并 且 在 激 
波 强 度 很 小 的 远 距 离 处 , 这 个 角 趋 于 马赫 角 arcsin(1/Mi ) = 1/Mi, 使 得 展开 参 
数 不 再 是 小 量 : 1/Mizsin2p ~ 19. 


习 题 


设 无 穷 大 翼 展 平板 翼 对 来 流 的 攻 角 a 很 小 且 Mia > 1, 求 该 机 愤 所 受 的 升力 (R.D. 林 
内 尔 , 1949). 

解 : 绕 流 图 像 如 图 130 所 示 : 在 平板 前 后 两 端 中 的 每 一 端 同时 都 发 出 激 波 和 稀疏 波 ， 
并 且 气 流 在 通过 这 两 种 波 时 , 先 向 一 个 方向 偏转 a 角 , 然后 向 相反 方向 偏转 同样 的 角度 . 

按照 声学 比拟 ， 绕 这 种 平板 的 定常 流动 问题 等 
价 于 以 速度 aol 匀速 运动 的 活塞 前 方 和 后 方 的 非 定 
常 一 维 气流 问题 . 在 活塞 前 方形 成 一 个 激 波 , 而 在 活 
塞 后 方形 成 稀 朴 波 ( 见 899 习题 1, 2). 利用 那里 的 
结果 求 出 待 求 的 升力 , 即 平板 两 面 的 压强 差 . 升力 因 
子 为 











YK? 2 K? 2 
202 yl N= 
图 130 = @ Es Sx) 


( 式 中 KK 二 aMi). 当 开 >2/(7 一 1) 时 ,在 平板 下 方形 成 真空 , 所 以 应 当 忽略 第 二 项 . 在 
1 人 Mi 多 1/a 的 范围 内 , 这 个 公式 变 为 公式 Cv = 4a/Mi, 这 与 线性 理论 所 给 结果 一 样 ， 
因为 两 种 理论 在 这 里 都 是 适用 的 . 


Q 可 以 在 以 下 书 中 找到 证 明 的 细节 : epHpi3 .TT. TeueHns ra3a c 6omprmro 首 ceepx3ByKOBO 首 CKO- 
POCcTbi0, MockBa: DuamaTra3, 1959 (Chernyi G.G. Introduction to Hypersonic Flow. New York: Aca- 
demic Press, 1961)， 第 一 章 84. 


第 十 四 草 
燃烧 流体 动力 学 
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化 学 反应 的 速率 (例如 以 单位 时 间 内 发 生 反应 的 分 子 数 来 度量 ) 依赖 于 发 
生 反 应 的 混合 气体 的 温度 , 并 且 随 温度 的 升 高 而 增 大 . 在 许多 情况 下 , 这 种 依 
赖 性 是 非常 强 的 @. 尽管 与 热力 学 (化 学 ) 平衡 态 相对 应 的 混合 气体 应 当 是 已 
经 彼此 发 生 过 反应 的 , 但 在 常温 下 , 反应 速率 可 能 很 小 , 以 致 于 化 学 反应 实际 
上 几乎 完全 没有 发 生 . 而 当 温度 上 升 到 足够 高 时 , 反应 就 会 进行 得 很 快 . 对 于 
吸 热 反 应 , 必须 从 外 部 不 断 输入 热量 才能 维持 其 发 生 , 而 如 果 仅 在 最 初 提高 混 
合 气体 的 温度 , 则 只 有 少量 物质 发 生 反应 ,从 而 导致 气体 温度 降低 , 直到 反应 
停止 . 强 放 热 反应 的 情况 则 完全 不 同 , 因为 会 有 大 量 热量 伴随 反应 而 释放 出 来 . 
这 时 , 只 要 在 混合 气体 中 的 某 一 点 提高 温度 即 可 , 由 此 开始 的 有 反应 将 释放 热量 ， 
从 而 提高 周围 气体 的 温度 . 于 是 , 反应 一 旦 发 生 , 就 将 自动 沿 气体 传播 . 这 种 现 
象 称 为 混合 气体 的 缓慢 燃烧 , 或 者 就 称 为 燃烧 @. 

混合 气体 的 燃烧 必然 还 伴随 着 气体 的 运动 . 换言之 , 燃烧 过 程 不 仅 是 化 学 
过 程 , 而 且 是 气体 动力 学 过 程 . 在 一 般 情况 下 , 为 了 确定 燃烧 方式 , 必须 联 立 求 
解 一 组 方程 , 其 中 既 包 括 相 关 反 应 的 化 学 动 理学 方程 , 也 包括 气体 混合 物 的 运 
动 方程 . 


@ 反应 速率 对 温度 的 依赖 关系 通常 是 指数 型 的 , 基本 上 正比 于 形 如 e-"/R7 的 因子 , 其 中 上 U 是 
表征 每 一 个 给 定 反 应 的 常量 (活化 能 ). U 越 大 , 反应 速率 对 温度 的 依赖 性 越 强 . 

@ 应 当 注意 , 在 可 燃 的 混合 气体 中 , 燃烧 在 某 些 条 件 下 可 能 无 法 自行 传播 , 这 与 诸如 通过 管 壁 放 
热 (管内 燃烧 )、 热 幅 射 损失 等 一 些 导致 热量 散失 的 因素 有 关 ， 所 以 , 例如, 燃烧 在 半径 过 小 的 管道 内 
是 不 能 进行 的 . 
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但 是 在 一 种 非常 重要 的 情形 下 (这 种 情形 很 常见 ), 决定 相关 具体 问题 的 
条 件 具 有 足够 大 的 特征 尺度 1 (下 面 将 说 明 其 含义 ), 于 是 问题 将 大 为 简化 . 我 
们 将 看 到 , 在 这 种 情形 中 , 气体 动力 学 问题 在 已 知 的 意义 上 可 以 与 化 学 动 理学 
问题 分 开 处 理 . 

已 燃气 体 区 域 ( 即 反 应 已 经 结束 的 区 域 , 其 中 充满 燃烧 生成 物 的 混合 气 
体 ) 和 未 燃气 体 被 一 个 过 渡 层 分 隔 开 , 反应 本 身 正好 就 发 生 于 过 渡 层 (燃烧 带 
或 火焰 ). 燃烧 带 随时 间 以 某 个 速度 向 前 移动 , 可 以 把 这 个 速度 称 为 气体 燃烧 
的 传播 速度 , 其 大 小 依赖 于 从 燃烧 带 向 未 被 加 热 的 原始 混合 气体 的 传 热 强 度 ， 
并 且 主 要 的 传 热机 理 是 通常 的 热传导 (B.A. 米 赫 尔 松 , 1890). 

相关 反应 中 释放 出 的 热量 在 该 反应 (在 气体 中 的 给 定位 置 ) 的 持续 时 间 7 
内 所 传播 的 平均 距离 确定 了 燃烧 带 沉 度 的 量 级 5. 时间 r 是 该 反应 的 特征 量 ， 
只 依赖 于 燃烧 气体 的 热力 学 状态 (而 与 问题 的 特征 参量 1 无 关 ). 如 果 x 是 气 
体 的 温 导 率 , 则 有 ( 见 (51.6)) 马 : 


6 ~ VX. (128.1) 


现在 , 我 们 来 更 精确 地 表述 以 上 假设 . 我 们 将 认为 , 问题 的 特征 尺度 远大 
于 燃烧 带 的 宽度 (人 六 6). 如 果 这 个 条 件 成 立 , 就 可 以 单独 处 理气 体 动 力学 问 
题 . 在 确定 气体 的 流动 时 , 可 以 忽略 燃烧 带 的 宽度 , 从 而 把 它 简 单 地 看 做 燃烧 
生成 物 和 未 燃气 体 之 间 的 分 界面 . 在 这 个 分 界面 (火焰 阵 面 ) 上 , 气体 的 状态 
发 生 间 断 , 即 它 是 一 个 特殊 的 间断 面 ， 

这 个 间断 面相 对 于 气体 本 身 (在 垂直 于 火焰 阵 面 的 方向 上 ) 的 移动 速度 w 
称 为 火焰 的 法 向 速度 . 燃烧 在 时 间 r 内 能 够 传播 量 级 为 5 的 距离 , 所 以 火焰 的 
法 向 速度 满足 @ 


mv < a (Ey, (128.2) 


气体 温 导 率 的 量 级 通常 为 分 子 的 平均 自由 程 与 其 热 运动 速度 的 乘积 , 或 者 平 
均 目 由 时 间 7 与 热 运动 速度 平方 的 乘积 , 它们 是 一 回 事 . 注意 到 分 子 的 热 运 
动 速度 与 声速 具有 同样 的 量 级 , 我 们 求 出 


人 
c TC2 T . 


@ 为 了 避免 误解 , 我 们 指出 , 当 r 显著 依赖 于 温度 时 , 在 公式 (128.1) 中 还 应 当 有 一 个 相当 大 的 
系数 (如 果 r 取 燃 烧 生 成 物 温度 下 的 值 ), 对 我 们 而 言 , 这 里 最 重要 的 是 5 与 ! 无 关 的 事实 , 

@ 例如 , 在 6% CHa 和 94%% 空气 的 混合 物 中 , 火焰 的 传播 速度 仅 为 5 cm/s, 而 在 爆炸 性 混合 气体 
(2H2 十 DO2) 中 , 它 是 1000 cm/s. 燃烧 带 的 宽度 在 这 两 种 情况 下 分 别 约 为 5 x 10-2 cm 和 5 x 10-4 cm. 
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并 不 是 分 子 的 每 一 次 碰撞 都 能 引起 它们 之 间 的 化 学 反应 , 相反 , 在 发 生 磁 撞 的 
分 子 中 , 只 有 很 小 比例 的 分 子 才 发 生 反 应 . 这 表明 六 之 7, 所 以 由 多 c. 于 是 ， 
在 所 考虑 的 燃烧 方式 下 , 火焰 的 传播 速度 远 小 于 声速 . 
和 任何 间断 面 一 样 ， 在 代替 燃烧 带 的 间断 面 上 应 当成 立 质量 流 、 动 量 流 
和 能 流 的 连续 性 条 件 . 第 一 个 条 件 通 常 确定 了 气体 在 间断 面 上 的 法 向 速度 分 
量 之 比 : piul = p2v2, 即 
划 
vo VV 
式 中 页, V2 是 未 燃气 体 与 燃烧 生成 物 的 质量 体积 . 按照 884 中 对 任意 间断 面 
得 出 的 一 般 结果 , 如 果 法 向 速度 分 量 是 间断 的 , 则 切 向 速度 分 量 必定 是 连续 的 . 
所 以 , 流 线 在 间断 面 上 发 生 偏 折 . 
因为 火焰 的 法 向 传播 速度 远 小 于 声速 所 以 动量 流连 续 的 条 件 化 为 压强 
连续 , 而 能 流连 续 的 条 件 化 为 烩 连续 : 


(128.3) 


Pi 三 Do2， Wi = Wz. (128.4) 


在 应 用 这 些 条 件 时 必须 记 住 , 所 研究 间断 面 两 侧 的 气体 在 化 学 上 是 不 同 的 , 其 
热力 学 量 不 是 同样 的 函数 . 
如 果 认 为 气体 是 多 方 气体 , 则 有 


01 = WU01 十 cp1T1， wo = Wo2 十 cp2 了 2， 


并 且 这 里 的 可 加 常量 不 能 像 单一 气体 那样 (通过 适当 选取 能 量 零点 的 方式 ) 取 
为 零 , 因为 wo! 和 wos 在 这 里 是 不 同 的 . 引入 记号 q == wo1l 一 wo2. 如 果 这 个 反 
应 发 生 在 温度 为 绝对 零度 的 条 件 下 , 则 这 就 是 反应 中 (单位 质量 物质 ) 放出 的 
热量 . 于 是 , 我 们 得 到 原始 气体 (气体 1) 和 已 燃气 体 (气体 2) 的 各 热力 学 量 之 
间 的 以 下 关系 式 : 

Cpl 7Y1(7Y2 — 1) ( 9 


q 
Bi = 列 二 上 上 填 - 了 Ti， 杭 二 机 
人 ce Ca” Ohl) \eoun 


火焰 具有 确定 的 法 向 传播 速度 , 它 与 气体 的 运动 速度 无 关 , 所 以 对 于 运动 
气体 中 的 定常 燃烧 , 例如 从 管道 一 端 ( 喷 灯 嘴 ) 流出 的 气体 的 燃烧 , 火焰 阵 面具 
有 确定 的 形状 . 如 果 v 是 气体 (在 管道 截面 上 ) 的 平均 速度 , 则 显然 v151 = "5， 
其 中 5 是 管道 的 横 截 面 面 积 , 而 51 是 火焰 阵 面 的 总 面积 . 








十 1 . (128.5) 


@ 在 发 生 燃 烧 的 混合 物 中 , 各 组 元 的 相互 扩散 对 燃烧 的 传播 过 程 也 起 一 定 作用 , 这 不 会 改变 火焰 
的 速度 量 级 和 宽度 量 级 . 但是, 我 们 强调 , 这 里 处 处 都 只 讨论 预先 充分 混合 的 可 燃气 体 混合 物 的 燃烧 , 
而 不 讨论 各 反应 物 分 别 位 于 空间 中 不 同 区 域 且 只 有 相互 扩散 才 引 起 燃烧 的 情形 . 
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这 样 就 出 现 了 关于 上 述 燃 烧 方式 对 小 扰动 的 稳定 性 范围 的 问题 , 即 关 于 
上 述 燃 烧 方 式 的 实际 存在 条 件 的 问题 . 因为 气体 的 运动 速度 远 小 于 声速 , 所 以 
在 研究 火焰 阵 面 稳定 性 时 , 可 以 把 气体 看 做 不 可 压缩 理想 (无 黏 性 ) 流体 , 并 
且 可 以 假设 火焰 的 法 向 传播 速度 是 一 个 给 定 的 常量 . 这 样 的 研究 给 出 火焰 阵 
面 不 稳定 的 结论 ( 工 .区 . 朗 道 , 1944; 见 本 节 习 题 1), 而 这 仅 适 用 于 雷诺 数 lv /wi 
和 wz/z 足够 大 的 情形 . 然而 , 如 果 考 虑 气体 的 符 性 , 在 该 条 件 下 就 无 法 得 到 
临界 雷诺 数 非常 大 的 结论 . 

这 样 的 不 稳定 性 似乎 应 当 导 致 火焰 自发 进入 油 流 状态 , 但 实验 资料 表明 ， 
至 少 直 到 雷诺 数 非常 大 时 , 火焰 其 实 也 不 会 自发 进入 汕 流 状态 . 这 是 因为 , 在 
实际 条 件 下 存在 一 系列 使 火焰 稳定 的 因素 ( 既 有 流体 动力 学 因素 , 也 有 扩散 和 
传 热 因 素 ). 对 这 些 复 杂 问 题 的 介绍 超出 了 本 书 范围 ,我们 在 这 里 只 对 某 些 可 
能 的 稳定 性 因素 作出 一 些 简 单 说 明 . 

火焰 阵 面 变形 对 燃烧 速度 的 影响 可 能 起 重要 作用 ， 而 这 是 一 个 稳定 性 因 
素 . 如 果 只 考虑 热传导 , 则 在 火焰 阵 面 的 凹陷 部 分 (对 原始 的 可 燃 混合 气体 而 
言 ), 速度 vi 会 增 大 (因为 向 凹陷 处 未 燃 混 合 气体 传 热 的 条 件 有 所 改善 ), 而 在 
火焰 阵 面 的 凸 出 部 分 , w 会 减 小 . 这 个 效应 使 火焰 阵 面 趋 于 平缓 , 起 稳定 作用 . 
而 用 类 似 讨 论 可 知 , 扩散 方式 的 变化 起 不 稳定 作用 . 因此 , 相关 效应 的 总 效果 
取决 于 温 导 率 与 扩散 系数 之 比 (H.II. 德 罗 效 多 夫 , 唤 .B. 泽 尔 道 维 奇 , 1943). 为 
了 给 出 火焰 阵 面 变形 对 燃烧 速度 w 影响 的 唯 象 描述 , 可 以 在 该 速度 中 引入 正 
比 于 火焰 阵 面 曲率 的 一 项 (G.H. 马克 施 泰 因 , 1951). 适当 选取 这 一 项 的 符号 
并 把 它 补 充 到 燃烧 阵 面 上 的 边界 条 件 中 ， 就 可 以 消除 微弱 长 波 扰动 的 不 稳定 
性 虽 . 由 于 非 线 性 效应 的 影响 , 在 线性 近似 下 原本 不 稳定 的 扰动 现在 能 够 在 一 
定 的 定常 (对 其 振幅 而 言 ) 的 极限 情况 下 变 得 稳定 (R.E. 彼 得 森 , N.W. 埃 蒙 斯 ， 
1956; 找 . B. 泽 尔 道 维 奇 , 1966). 这 个 机 理 可 以 导致 火焰 的 “蜂窝 状 ” 结构 @. 

在 可 燃气 体 混合 物 中 传播 的 火焰 , 会 引起 周围 相当 大 范围 内 的 气体 发 生 
运动 . 因为 速度 w 与 v 有 差别 , 所 以 燃烧 生成 物 应 当 以 速度 vi 一 相对 于 
未 燃气 体 运 动 . 由 此 已 经 可 以 看 出 , 燃烧 必然 伴随 着 气体 的 运动 . 在 许多 情况 
下 , 这 种 运动 还 会 导致 激 波 的 形成 . 这 些 激 波 与 燃烧 过 程 没 有 直接 关系 , 它们 
之 所 以 产生 , 是 因为 通过 其 他 方式 不 可 能 满足 必须 成 立 的 边界 条 件 . 例如 , 考 
虑 从 管道 封闭 端 传播 来 的 燃烧 . 在 图 131 中 , ab 是 燃烧 带 , 1 区 和 3 区 中 的 气 


Q@ 利用 这 个 效应 和 在 习题 1 中 引入 的 记号 , 应 当 把 w 的 表达 式 写 为 wu = v0(1 一 上 82618y2) 
的 形式 , 其 中 让” 是 平面 阵 面 情况 下 的 燃烧 速度 , 而 上 是 经 验 常量 (具有 长 度 的 量 纲 ), 它 在 燃烧 阵 面 
稳定 的 条 件 下 是 正 的 . 

@@ 以 下 专著 详细 阐述 了 这 些 问题 : 3enspnopnu 史 .B., Bapea6mrarr TT. I., JIn6popuq B. B., Maxarr- 
nan3e 工 M. MareMaTrrdecKan TeopHA ropeHHA H B3pbIBa. MockBa: Hayka，1980. 第 四 章 , 第 六 章 . 
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体 是 原来 的 未 燃 混合 气体 , 2 区 中 的 气体 是 燃烧 生成 物 . 燃烧 带 相对 于 它 前 面 
的 气体 1 的 移动 速度 vi 是 由 反应 性 质 和 传 热 条 件 确定 的 , 所 以 应 当 视 为 给 定 
的 量 . 于 是 , 火焰 相对 于 气体 2 的 运动 速度 迪 直 


接 由 条 件 (128.3) 确定 . 在 管道 的 封闭 端 , 气体 速度 细 
因此 , 气体 1 应 当 以 恒定 速度 v2 一 vw 相对 于 管道 b ”ed 
运动 . 管道 前 部 远离 火焰 处 的 气体 也 应 当 是 静止 的 . 
只 有 引入 一 个 激 波 (图 131 中 的 cd), 使 气体 速度 在 
激 波 面 上 出 现 间 断 , 它 又 正好 使 气体 3 处 于 静止 状态 , 才能 满足 这 个 条 件 . 根 
据 给 定 的 速度 间断 值 ， 还 可 以 求 出 其 余 各 量 的 间断 值 以 及 激 波 本 身 的 传播 速 
度 . 因此 , 我 们 看 到 , 火焰 阵 面 像 活 塞 那样 推动 其 前 方 的 气体 . 激 波 运动 得 比 火 
焰 快 , 所 以 被 带动 起 来 的 气体 的 质量 随时 间 而 增加 @. 

在 雷诺 数 足 够 大 的 情况 下 , 管道 中 伴随 燃烧 而 产生 的 气流 成 为 满 流 , 而 这 
本 和 喘 又 反 过 来 影响 火焰 . 在 汕 流 燃烧 问题 中 还 有 许多 未 解 之 谜 , 但 这 里 不 再 继 
续 研 究 . 


图 131 


习题 
1. 研究 缓慢 燃烧 中 的 平面 火焰 阵 面 对 小 扰动 的 稳定 性 . 
解 : 在 使 间断 平面 (火焰 阵 面 ) 静止 的 坐标 系 中 研究 问题 , 设 间断 平面 为 yz 平面 , 未 
受 扰动 的 气体 速度 指向 Z 轴 的 正方 向 , 并 让 一 个 对 坐标 y 和 时 间 都 有 周期 性 的 扰动 登 加 
在 具有 恒定 速度 1, v2 (间断 面 两 侧 的 速度 ) 的 流动 上 . 就 像 829 那样 , 从 运动 方程 组 
二 Ov' 1 和 
divv = 0, Br tv V8 = (1) 
(v 和 pp 表示 v1, pl 或 v2, p2) 得 到 方程 
Ap' = 0. (2) 
在 间断 面 上 ( 即 在 z 交 0 处 ) 应 当成 立 以 下 条 件 : 压强 连续 


p1 = pa, (3) 
切 向 速度 分 量 连 续 
ov 二 也 站 = 放 十 记 殉 (4) 


( 式 中 5 (y, 昌 是 由 扰动 引起 的 间断 面 沿 z 轴 的 微小 位 移 ), 气体 相对 于 间断 面 的 法 向 速度 


@ 在 实际 情况 下 ,管道 中 的 燃烧 阵 面 通常 向 前 方 的 原始 混合 气体 突出 ,这 导致 火焰 对 小 尺度 拢 
动 的 一 种 独特 的 稳定 机 理 ， 燃 烧 沿 阵 面 法 向 的 传播 使 阵 面 “ 伸 长 "， 而 阵 面 上 任何 点 的 扰动 都 会 向 管 
壁 方 向 移动 并 消失 于 管 壁 ( 阵 面前 方 气体 的 运动 使 阵 面 形 状 保持 稳定 )， 见 : Zeldovich Ya. B.，Istra- 
tov A.G., Kidin N.I1., Librovich V.B. Comb. Sci. Technol. 1980, 24: 113. 
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保持 不 变 a 5 
二 一 如 一 下 一 (5) 


在 zZ<0 的 区 域内 (原始 气体 1), 我 们 把 方程 (1) 和 (2) 的 解 写 为 以 下 形式 : 


/ 
YL 一 


a iky+ kr —iwt iky+kr—iwt 
lz 一 4e ly 一 i4e 


Uv UV 


p1 = Api (¥ 一 四 和 (9 
在 >0 的 区 域内 (气体 2, 燃烧 生成 物 ), 除了 形 如 const .ei*Y-*r-iwt 的 解 , 还 应 考虑 方 
程 (1) 和 (2) 的 另 一 个 特 解 , 其 中 各 量 对 yy 和 t 的 依赖 关系 仍 由 同一 个 因子 ei*y-iwt 给 
出 . 如 果 取 p' = 0, 就 得 到 这 个 特 解 , 这 时 欧 拉 方 程 的 右边 为 零 , 该 齐 次 方程 具有 以 下 形式 
的 解 : , 
Vs, Vy C exp (加 — iwt 十 人 
只 需要 在 气体 2 中 (而 不 需要 在 气体 1 中 ) 考虑 这 个 解 , 因为 我 们 的 最 终 目的 是 确定 是 否 
可 能 存在 具有 正和 庶 部 的 频率 w. 对 于 这 样 的 w, 因子 ez 人 在 z<0 时 随 |z| 的 增加 而 无 
限 增 加 , 所 以 在 气体 1 所 在 区 域 中 必须 舍弃 这 样 的 解 . 再 适当 选取 常 系数 值 ,我 们 在 了 z >0 
时 所 寻求 的 解 具有 以 下 形式 : 
vhs = 再 eiky 一 ktz-i 十 OC elkv-iottios/va 


/ 2 iRy—kzc—i tw -和 
vay = —_iBe*y KZ 一 it _ Ceiky vttive/ve. 


(7) 
7 2 —Bp, (= ny 名 ) Geiky 一 上 一 it 
再 取 
C Ee Et (8) 
并 把 全 部 所 得 表达 式 代 入 条 件 (3) 一 (5), 我 们 得 到 关于 系数 A，B, C0C, DD 的 四 个 齐 次 方 
程 Q. 简单 的 计算 给 出 这 些 方程 的 以 下 相 容 性 条 件 (在 计算 时 应 当 记 住 了 三 pivi = p2v2): 
{2 (v1 二 加) 十 22kuava + kiviva (vi — v2) = 0, (9) 


式 中 内 = 一 这. 如果 v1 > va, 则 这 个 方程 或 者 有 两 个 负 实 根 , 或 者 有 两 个 Re < 0 的 共 
示 复 根 , 运动 在 这 种 情况 下 是 稳定 的 . 但 是 , 如 果 V1 < vo (从 而 pi > po), 则 方程 (9) 的 两 
个 根 是 都 实 根 , 并 且 其 中 之 一 是 正 的 : 


HL 1 
‘Ti (Y 此 1 


(其 中 = pi/pa), 运动 因而 是 不 稳定 的 . 燃烧 阵 面 正好 满足 这 种 情况 , 因为 剧烈 加 热 使 燃 
烧 生 成 物 的 密度 pa 总 是 小 于 原始 未 燃气 体 的 密度 pl， 





@ 由 公式 (6) 描述 的 运动 是 有 势 的 ,而 由 公式 (7) 描述 的 运动 满足 rot vs 关 0， 因 此 , 火焰 阵 面 
之 后 燃烧 生成 物 的 运动 是 有 旋 的 . 
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我 们 指出 , In 8 由 = 0. 这 表示 扰动 是 不 沿 火 焰 阵 面 传播 的 驻 波 ,并且 不 断 加 强 . 所 有 波 
长 的 扰动 都 是 不 稳定 的 , 其 增长 率 随 大 的 增加 而 增加 (但 应 当 记 住 , 把 燃烧 阵 面 看 做 几何 
曲面 的 研究 仅仅 适用 于 波长 远大 于 5 的 扰动 : kh6 和 用 1). 当 有 给 定时 , 扰动 增长 率 随 j 的 
增加 而 增加 . 

2. 设 燃 烧 发 生 于 液体 表面 , 并 且 反应 本 身 发 生 在 从 表面 菠 发 的 蒸气 中 四 . 如 果 考 虑 重 
力 场 和 毛细 作用 的 影响 , 求 这 种 燃烧 方式 的 稳定 性 条 件 ( 芽 . 区. 朗 道 , 1944). 

解 : 我 们 把 液体 表面 附近 蒸气 中 的 燃烧 带 看 做 间断 面 , 但 现在 假设 该 间断 面具 有 表面 
张力 系数 a. 接 下 来 的 计算 完全 类 似 于 习题 1, 唯一 的 区 别 是 , 现在 把 边界 条 件 (3) 改 为 


0? 
p1—p2 = -a 十 (pl 一 pz)95 


(介质 1 是 液体 , 介质 2 是 已 燃气 体 ). 条 件 (4) 和 (5) 保持 不 变 . 现在 , 我 们 得 到 方程 
3 
(ol + v2) + 202kviv2 十 be 一 V2) 十 人 viv2 = 0, 
它 代替 方程 (9). 所 研究 燃烧 方式 的 稳定 性 条 件 要 求 该 方程 的 根 具 有 负 的 实 部 , 即 方程 的 
自由 项 对 于 任意 的 大 必须 都 是 正 的 . 这 个 要 求 给 出 稳定 性 条 件 : 
je 4agpip2 
py— Ra 
因为 气态 燃烧 生成 物 的 密度 远 小 于 液体 的 密度 (pl 污 p2), 所 以 这 个 条 件 其 实 化 为 不 等 式 


三 < 4agpip2. 


3. 求 平 面 火 焰 阵 面前 方 气体 中 的 温度 分 布 . 
解 : 在 与 火焰 阵 面 一 起 运动 的 坐标 系 中 , 温度 分 布 是 定常 的 , 而 气体 以 速度 一 1 运动 . 
热传导 方程 


dT dT 
VV = UL = XIz2 
具有 解 
yf Tye "i*/X, 


其 中 To 是 火焰 阵 面 上 的 温度 , 并 且 取 远 离 火 焰 阵 面 处 的 温度 为 零 . 
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在 上 述 缓慢 燃烧 方式 中 , 燃烧 沿 气体 的 传播 取决 于 加 热 , 即 取决 于 燃烧 气 
体 闪 未 燃气 体 的 直接 传 热 . 除 此 之 外 , 燃烧 的 传播 还 可 能 有 另 一 种 完全 不 同 的 
机 理 , 这 与 激 波 有 关 . 当 激 波 通过 时 , 气体 被 加 热 , 激 波 后 面 的 气体 温度 高 于 激 


@ 这 里 讨论 发 生 于 蒸气 物质 本 身 的 反应 , 没有 任何 其 他 组 元 (例如 空气 中 的 氧气 ) 参与 反应 , 即 
讨论 自发 的 分 解 反 应 . 
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波 前 面 的 温度 . 如 果 激 波 足 够 强 ， 由 它 引 起 的 高 温 就 是 以 导致 气体 开始 燃烧 . 
于 是 , 激 波 在 其 运动 中 会 点 燃 混合 气体 , 即 燃 烧 将 以 激 波 的 速度 传播 , 这 比 通 
常 的 燃烧 传播 速度 快 得 多 . 这 种 燃烧 传播 机 理 称 为 爆 玄 . 

当 激 波 通过 气体 中 的 某 个 位 置 时 , 这 里 就 开始 发 生 反应 , 直到 这 个 位 置 的 
气体 全 部 燃烧 完毕 为 止 , 即 反 应 持续 某 个 特征 时 间 r, 它 表 征 相 关 反 应 的 动 理 
学 特性 @. 由 此 显 见 , 在 激 波 后 面 将 跟随 一 个 与 它 一 起 移动 的 燃烧 层 ， 其 宽度 
等 于 激 波 传播 速度 与 时 间 r 的 乘积 . 重要 的 是 , 该 宽度 与 相关 具体 问题 中 的 物 
体 尺寸 无 关 . 所 以 , 当 问 题 的 特征 尺度 足够 大 时 , 可 以 把 激 波 以 及 跟随 它 的 燃 
烧 带 看 做 一 个 间断 面 , 它 把 已 燃气 体 与 未 燃气 体 分 隔 开 . 我 们 将 把 这 样 的 “ 间 
新 面 ” 称 为 爆 奏 波 . 

质量 流 密度 、 能 流 密 度 和 动量 流 密 度 在 爆 育 疲 上 必须 是 连续 的 , 所 以 前 面 
只 用 这 些 条 件 对 于 激 波 得 到 的 关系 式 (85.1) 一 (85.10) 仍然 成 立 , 例如 方程 
101 -w+ 一 po 一 ph)=0 (129.1) 
仍然 成 立 ( 带 下 标 1 的 字母 总 是 用 于 原始 的 未 燃气 体 , 带 下 标 2 的 字母 总 是 用 
于 燃烧 生成 物 ). 由 这 个 方程 确定 的 ps 对 WW 的 依赖 关系 曲线 称 为 爆 圳 绝热 线 . 
该 曲线 不 通过 给 定 的 初始 点 mm, 页 , 这 与 前 面 讨论 过 的 激 波 绝热 线 不 同 . 激 波 
绝热 线 通 过 初始 点 的 性 质 源 于 wi 和 az 分 别 是 pi, Vi 和 po, WV 的 同样 的 函数 ， 
这 个 性 质 现在 不 再 成 立 , 因为 两 种 气体 的 化 学 组 成 
不 同 . 在 图 132 中 , 实 线 表 示 爆 麦 绝热 线 . 作为 辅助 
曲线 , 还 通过 点 pi, Vi 作出 了 原始 可 燃 混合 气体 的 
普通 激 波 绝热 线 (虚线 ). 爆 帮 绝热 线 总 是 位 于 激 波 
绝热 线 以 上 ,因为 在 燃烧 时 会 形成 高 温 ， 使 气体 压 
强大 于 同样 质量 体积 下 未 燃气 体 的 压强 . 

对 于 质量 流 密度 , 前 面 的 公式 (85.6) 

六 仍然 成 立 , 所 以 产 仍然 是 图 中 从 点 pj, W 到 爆 帮 

图 132 绝热 线 上 任意 一 点 pa, 公 的 弦 (例如 图 132 中 的 弦 

ac) 的 斜率 . 从 图 中 立即 可 以 看 出 , 和 不 能 小 于 切线 

aO 的 斜率 . 质量 流 j 恰好 是 单位 时 间 内 所 点 燃 的 气体 质量 (对 单位 面积 爆 率 
波 所 在 曲面 而 言 ). 我 们 看 出 , 在 发 生 爆 率 时 , 这 个 量 不 能 小 于 一 个 确定 的 极限 





(129.2) 





@ 然而 , 该 特征 时 间 本 身 取决 于 激 波 强度 , 它 随 激 波 强度 的 增加 而 迅速 减 小 , 因为 反应 速率 随 温 
度 增 加 而 增加 . 
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值 juin (取决 于 未 燃气 体 的 初始 状态 ). 

在 推导 公式 (129.2) 时 只 用 到 质量 流 和 动量 流连 续 的 条 件 ,所 以 该 公式 (对 
于 气体 的 给 定 初始 状态 ) 不 仅 适 用 于 燃烧 生成 物 的 最 终 状态 , 而 且 适 用 于 只 有 
一 部 分 反应 能 被 释放 出 来 的 所 有 中 间 状 态 O. 换言之 , 气体 在 所 有 这 些 状 态 下 
的 压强 p 和 质量 体积 V 满足 线性 关系 


p=p1+7:(Vi—V), (129.3) 


它 在 图 中 表示 弦 ad 上 的 点 (B.A. 米 赫 尔 松 , 1890). 

现在 研究 穿 过 有 限 宽度 的 实际 爆 帮 波 时 物质 状态 的 变化 (采用 苑 .B. 泽 尔 
道 维 奇 (1940) 的 方法 ). 爆 帮 波 的 前 沿 是 气体 1 (原始 可 燃气 体 ) 中 的 一 个 真 
正 的 激 波 , 其 中 的 气体 被 压缩 和 加 热 到 气体 1 的 激 波 绝热 线 上 的 点 d 所 表示 
的 状态 (图 132). 在 压缩 气体 中 开始 发 生化 学 反应 , 而 随 着 反应 的 进行 , 表示 
气体 状态 的 点 沿 弦 da 向 下 移动 , 这 时 有 热量 释放 出 来 , 使 气体 膨胀 ， 压强 下 
降 . 这 个 过 程 一 直 持 续 到 燃烧 完毕 且 全 部 反应 热 都 释放 出 来 为 止 , 相应 的 点 c 
位 于 表示 燃烧 生成 物 最 终 状 态 的 爆 率 绝热 线 上 . 弦 ad 与 爆 兹 绝热 线 还 有 一 个 
较 低 的 交点 b, 但 对 于 由 激 波 压缩 和 加 热 而 引起 燃烧 的 气体 , 这 个 交点 是 不 能 
达到 的 @. 

于 是 , 我 们 得 到 一 个 重要 结果 : 并 非 整 个 爆 放 绝 热线 都 对 应 着 爆 记 ， 只 
位 于 点 O 以 上 的 部 分 才 表 示 爆 又, 并 且 从 初始 点 a 引出 的 直线 aO 在 点 O 与 
爆 麦 绝热 线 相 切 . 

在 887 中 曾经 证 明 , 在 d(72)/dp。 = 0 的 点 ( 即 在 弦 12 与 激 波 绝热 线 相 切 
的 点 ), 速度 vo 等 于 相应 的 声速 值 ceo. 这 个 结果 仅仅 得 自 间断 面 上 的 那些 守恒 
定律 , 所 以 也 完全 适用 于 爆 又 波 . 在 单一 气体 的 普通 激 波 绝热 线 上 没有 这 样 的 
点 (也 在 887 中 证 明 过 ), 但 在 爆 麦 绝热 线 上 却 存在 这 样 的 点 , 即 点 O. 在 这 样 
的 点 不 仅 成 立 等 式 v2 = co, 而 且 成 立 不 等 式 (87.10), 即 d(vwz/c2)/dpz < 0, 所 以 
当 ps 更 大 时 , 即 在 点 O 以 上 , 速度 满足 va < cz. 因为 爆 率 恰恰 对 应 于 绝热 线 
在 点 O 以 上 的 部 分 , 于 是 得 到 

v2 < C2， (129.4) 


即 爆 麦 波 相对 于 紧 接 其 后 的 气体 以 等 于 或 小 于 声速 的 速度 运动 ， 并 且 当 爆 秦 
对 应 于 点 O ( 查 普 曼 - 癸 盖 点 ) 时 , 等 式 wz = co 成 立 @. 


@ 这 里 假设 在 燃烧 带 中 可 以 忽略 扩散 和 黏 性 , 于 是 质量 和 动量 的 输 运 仅 通过 流体 运动 即 可 实现 ， 

@ 为 讨论 的 完整 性 起 见 还 应 指出 , 通过 另 一 个 激 波 从 状态 e 突 跃 式 过 渡 到 状态 b 也 是 不 可 能 的 ， 
因为 气体 穿 过 该 激 波 的 方向 是 从 高 压 过 渡 到 低压 . 

@ 注意 速度 wm, vz 总 是 表示 垂直 于 间断 面 的 速度 . 
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爆 诱 波 相 对 于 气体 1 的 速度 总 是 超声 速 的 (对 于 点 O 也 是 如 此 ): 
ul > cl， (129.5) 


直接 从 图 132 就 可 以 用 最 简单 的 方式 证 明 这 个 结论 . 声速 ci 可 以 通过 图 像 由 
气体 1 的 激 波 绝热 线 (虚线 ) 在 点 a 的 切线 斜率 确定 ， 而 速度 w 由 弦 ac 的 
斜率 确定 , 因为 所 有 的 弦 都 比 上 述 切 线 陡 , 所 以 总 有 ww > ci. 焊 麦 波 以 超声 速 
的 速度 移动 , 它 同 激 波 一 样 , 对 前 方 气体 的 状态 没有 任何 影响 . 爆 麦 波 相 对 于 
静止 未 燃气 体 的 移动 速度 ww, 就 是 通常 所 说 的 爆 麦 在 可 燃 混合 气体 中 的 传播 

因为 vi/Vi = vo/V2 三 办 而 Vi> YW, 所 以 V1 之 v2. 差 值 1 是 燃烧 生 
成 物 相 对 于 未 燃气 体 的 运动 速度 . 这 个 差 值 是 正 的 , 即 燃烧 生成 物 回 爆 麦 波 的 
传播 方向 运动 . 

我 们 还 可 以 作 如 下 说 明 . 同样 在 $87 中 已 经 证 明 , dsz/d(72) > 0. 所 以 , 在 
六 取 极 小 值 的 点 , sz 也 取 极 小 值 . 点 O 正好 就 是 这 样 的 点 , 于 是 我 们 断定 , 它 
对 应 于 爆 胡 绝热 线 上 的 炉 ss 的 最 小 值 . 如 果 考 察 状态 沿 直 线 ae 的 变化 , 则 入 
s2 在 点 O 也 有 一 个 极 值 (因为 曲线 的 斜率 和 O 点 切线 的 斜率 相同 ). 不 过 , 这 
个 极 值 是 极 大 值 (B.A. 米 赫 尔 松 ). 其 实 , 从 e 到 O 对 应 于 在 压缩 气体 中 发 生 
燃烧 反应 时 的 状态 变化 , 这 个 过 程 伴随 着 热量 的 释放 和 焙 的 增加 . 从 O 到 a 
对 应 于 从 燃烧 生成 物 到 原始 气体 的 吸 热 反 应 , 而 原始 气体 具有 更 小 的 炳 . 

如 果 产 生 于 外 部 的 激流 入 射 问 可 燃 混 合 气体 并 引起 爆 话 ， 则 爆 麦 绝热 线 
上 部 的 任何 一 点 都 可 能 与 此 相对 应 . 但 是 , 由 燃烧 过 程 本 身 自发 产生 的 爆 麦 才 
是 尤其 引 人 关 注 的 . 我 们 在 下 一 节 中 将 看 到 , 在 许多 重要 情况 下 , 这 样 的 爆 友 
必定 对 应 于 碍 普 曼 - 儒 盖 点 , 所 以 爆 胡 波 相对 于 后 方 相 邻 的 燃烧 生成 物 的 速度 
恰好 等 于 声速 , 而 相对 于 原始 气体 的 速度 wm = jVi 具有 最 小 可 能 值 @. 

现在 推导 多 方 气 体 爆 胡 波 中 各 量 之 间 的 一 些 关系 式 . 把 烩 








v=w+oT=w+ eT 
代入 一 般 方程 (129.1), 我 们 得 到 
pW LET pV ~ Vips + Vips = 24, (129.6) 
式 中 = wol 一 woz 仍然 表示 (温度 降 到 绝对 零度 时 的 ) 反应 热 . 由 该 方程 确定 


@ 这 个 结果 是 由 D.L. 查 普 曼 (1899) 和 E. 儒 盖 (1905) 通过 假设 方式 提出 的 ， 其 理论 证 明 由 
找 .BB. 泽 尔 道 维 奇 (1940) 给 出 , J.von 诺 依 虹 (1942) 和 W. 德 林 (1943) 然后 也 给 出 了 独立 的 证 明 . 
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的 曲线 ze( 伺 ) 是 一 支 直 角 双 曲线 . 当 po/p1 一 co 时 , 密度 比 趋 于 有 限 的 极限 值 
本 -有 +1 
pn Wi %—1 
这 是 爆 帮 波 中 的 气体 所 能 达到 的 最 大 压缩 程度 . 
当 反 应 热 远大 于 原始 气体 的 内 能 时 , 即 当 g > cwiTi 时 , 就 得 到 强 爆 育 波 ， 
相应 公式 在 这 种 重要 情况 下 大 为 简化 . 这 时 可 以 在 (129.6) 中 忽略 含有 pi 的 
项 , 从 而 得 到 


Po (iv 到 7 ) = 24. (129.7) 
我 们 来 更 详细 地 讨论 查 普 曼 - 颂 闵 点 所 对 应 的 爆 麦 . 如 上 所 述 , 这 是 我 们 
特别 感 兴趣 的 问题 . 在 这 个 点 有 


2 = 2 Pa 
志 吉 纺 竺 
根据 这 个 关系 式 和 (129.2), 可 以 把 pz 和 Vs 表示 为 以 下 形式 : 
_ P+ 本 和 (pi 十 天 全 ) 
和 2 十 1 | Ja2+Il) 


现在 把 这 些 表 达 式 代入 方程 (129.6), 并 用 速度 w = jVi 代替 质量 流 j, 经 过 简 
单 整理 后 就 得 到 vi 的 以 下 四 次 方程 : 





2 (129.8) 


v4 一 2u2[(72 一 1)q 十 (%2 — jcviT1] 十 论 (7 到 Le 一 =0 


(这 里 的 温度 是 按照 卫 = pV/(ey 一 cv) = pV/cv(Y 一 1) 引入 的 ). 于 是 有 @ 


Wi 一 /+at (yi1+7Y2)cniTi] 十 V [0 一 D4+ (mm—m)eon]. 








(129.9) 
用 这 个 公式 可 以 从 原始 混合 气体 温度 了 确定 爆 育 的 传播 速度 . 
把 公式 (129.8) 改写 为 以 下 形式 : 
pa _ +m-Doan WW _ lvt+(% — leanl 
pp (V+)m -Don Vi (Y2 + 1)v? ee 


@ 如 果 z4 一 2pz? 十 g = 0, 则 


z=VpiVP -a=VT(p+VD+tVi(p— va) 


根 式 前 这 时 之 所 以 有 两 个 符号 , 是 因为 从 点 a 可 以 引爆 帮 绝 热线 的 两 条 切线 , 它们 一 条 向 上 , 如 图 132 
所 示 , 另 一 条 则 向 下 .我 们 关心 的 是 那 条 向 上 的 较 陡 的 切线 , 所 以 在 根 式 前 取 正 号 . 
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它们 与 (129.9) 一 起 确定 了 燃烧 生成 物 与 温度 为 TI 的 原始 气体 的 压强 比 和 密 
度 比 . 
利用 公式 (129.9) 和 (129.10) 可 以 计算 速度 wu = v1/WV, 结果 为 
?2 


一 ] 
Wy 2 [(>2 十 1)g 十 (7 + 72)ecu Tl 


一 
?72 十 1 





十 1 
+ 2 —[(% — Da+ (% —mh)ea Tl]. (129.11) 


差 值 w ww 是 燃烧 生成 物 相对 于 未 燃气 体 的 速度 , 它 等 于 


Vi — v2 二 Me en (129.12) 
燃烧 生成 物 的 温度 可 按 以 下 公式 计算 (注意 vo = c2): 
v2 
?2(72 —1) 
所 有 这 些 相 当 复 杂 的 公式 ， 对 于 强 爆 麦 波 都 可 以 大 为 简化 . 在 这 种 情形 
下 , 我 们 得 到 简单 的 速度 公式 : 
vi = V2 1)g Vi-w= 2 (129.14) 


sl 


cv212 = (129.13) 





燃烧 生成 物 的 热力 学 状态 由 以 下 公式 确定 : 


2 _ 27g 
页 q+tl pn Wm-DeoT (+l a (72 + 1)ev2 hy 
通过 对 比 公式 (129.15) 与 缓慢 燃烧 的 类 似 公 式 (128.5) 就 可 以 发 现 , 在 


q 人 > cuiTn 的 极限 情形 下 , 爆 帮 和 缓慢 燃烧 之 后 相应 生成 物 的 温度 比 为 
Ty®* _ 272 





2 一 "i 
该 比值 恒 大 于 1 (因为 总 有 Yo > 1). 


习题 


设 强 爆 秦 波 对 应 于 查 普 曼 -- 颂 盖 点 , 其 前 阵 面 是 激 波 , 求 该 激 波 后 方 相 邻 气体 的 各 热力 
学 量 . 

解 : 激 波 后 方 相 邻 的 混合 气体 尚未 燃烧 , 其 状态 由 点 ee 表示 (图 132), 这 是 切线 aO 与 
气体 1 的 激 波 绝热 线 (虚线 ) 的 交点 . 用 pi, VI 表示 该 点 的 坐标 , 则 一 方面 , 根据 气体 1 的 
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激 波 绝 热线 方程 (89.1)， 
WV _ (+ Dpi+ ( — Dpi 
Wn (1p + (y+ lp 
另 一 方面 ， 
pi nb .2 Vl 





取 (129.14) 中 的 wi 值 , 得 到 





， 4(72 — 1)q /hl x A488 1g 
让 A 
D1 p1 (7 5 1)cu TS 1 时 Yi ET 1 1 (Yi 1)2cul 


压强 pi 与 爆 囊 波 后 方 压 强 pz 之 比 为 


D1 _ 2(7+1) 
p> Ti+1 
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现在 研究 煤 庇 波 在 原先 静止 的 气体 中 传播 的 几 个 具体 情形 .首先 研究 气 
体 在 一 端 (z = 0) 封闭 的 管道 中 发 生 爆 麦 的 情形 , 这 时 的 边界 条 件 要 求 爆 育 波 
( 它 不 影响 波 前 气体 的 状态 ) 前 方 和 管道 封闭 端的 气体 速度 均 为 零 . 因为 当 爆 
麦 波 通过 时 , 气体 获得 非 零 的 速度 , 所 以 在 爆 麦 波 与 管道 封闭 端 之 间 的 区 域 中 ， 
气体 的 速度 应 当 减 小 . 为 了 确定 由 此 形成 的 流动 图 像 , 我 们 指出 , 在 所 研究 的 
情形 下 不 存在 任何 能 够 表征 沿 管道 长 度 方向 (z 轴 ) 的 流动 条 件 的 长 度 参量 . 
我 们 在 8$99 中 已 经 看 到 , 在 这 种 情形 下 , 气体 速度 的 变化 或 者 通过 激 波 实现 
( 激 波 把 两 边 的 均匀 流 区 域 分 隔 开 ), 或 者 通过 自 相似 稀疏 波 实现 . 

我 们 首先 假设 爆 麦 波 不 对 应 于 碍 普 曼 - 颂 盖 点 , 于 是 爆 率 波 相对 于 后 方 气 
体 的 传播 速度 vz < cz. 容易 看 出 , 在 这 种 情形 下 , 跟随 在 爆 育 波 后 面 的 既 不 可 
能 是 激流 , 也 不 可 能 是 弱 间 断 (稀疏 波 的 前 阵 面 ). 其 实 , 激 波 相对 于 前 方 气体 
的 移动 速度 应 当 大 于 cz, 而 弱 间 断 的 相应 移动 速度 等 于 cz, 两 者 都 会 超过 爆 
麦 波 . 因此 , 在 上 述 假设 下 ， 降 低 爆 又 波 后 方 气体 的 运动 速度 是 不 可 能 的 ， 即 
z=0 处 的 边界 条 件 不 可 能 得 到 满足 . 

只 有 对 应 于 查 普 曼 点 - 儒 盖 的 爆 变 波 才 能 满足 这 个 条 件 . 在 这 种 情形 下 ， 
v2 二 c2, 于 是 黎 玻 波 能 够 跟随 在 爆 育 波 后 面 . 当 爆 育 开 始 时 , 在 x=0 处 同时 
形成 黎 玻 波 , 其 前 阵 面 与 爆 又 波 重合 . 

于 是 , 我 们 得 到 一 个 重要 结果 : 从 管道 封闭 端 发 出 且 沿 管道 传播 的 爆 变 波 
必定 对 应 于 查 普 曼 - 俑 盖 点 . 该 爆 帮 波 相对 于 后 方 相 邻 气体 以 当地 声速 运动 . 
男 有 一 个 稀 跑 波 与 爆 麦 波 连 在 一 起 , 稀 朴 波 中 的 气体 速度 (相对 于 管道 ) 单调 
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下 降 到 零 . 速度 变 为 零 的 点 是 一 个 弱 间 断 , 其 后 方 气体 静止 不 动 (图 133 (a)). 
现在 研究 从 管道 开口 端 发 出 且 沿 管道 传播 的 爆 育 波 . 爆 率 波 前 面 的 气体 
压强 应 当 等 于 未 燃气 体 中 的 初始 压强 , 它 显然 等 于 外 部 压强 . 容易 看 出 , 在 这 
种 情况 下 , 在 爆 麦 波 后 面 的 某 个 地 方 , 速度 应 当下 降 . 假如 气体 速度 在 管 端 与 
爆 勾 波 之 间 处 处 都 保持 不 变 , 这 就 意味 着 , 在 管道 开口 端 会 有 气体 从 外 部 进入 
管内 , 但 这 种 吸 气 过 程 是 不 可 能 的 , 因为 管内 的 压强 高 于 外 部 压强 ( 爆 又 波 后 
面 的 压强 高 于 前 面 的 压强 )， 根 据 与 前 面 情 况 相 同 的 理由 , 爆 达 波 应 当 对 应 于 
查 普 曼 - 侨 盖 点 , 于 是 可 以 得 到 如 图 133 (b) 所 示 的 流动 图 像 . 
在 爆 帮 波 之 后 紧邻 的 是 自 相 似 稀疏 波 ， 其 中 的 速度 在 指向 管 
端的 方向 上 单调 下 降 , 并 且 在 某 一 点 会 改变 符号 . 这 意味 着 ， 
(a) 管 端 附近 的 气体 向 开口 端 运动 并 流出 管道 ， 出 口 速 度 等 于 当 

v 地 声速 , 而 出 口 压强 大 于 外 部 压强 (我 们 在 $97 中 已 经 看 到 ， 

这 种 流动 方式 是 可 能 的 )Q. 

cx 我 们 再 来 研究 发 散 的 球 对 称 爆 育 波 , 其 中 心 是 气体 最 初 
着 火 点 (1.B. 泽 尔 道 维 奇 , 1942)， 因 为 爆 帮 波 前 方 和 中 心 附 

©®) 近 的 气体 都 应 当 处 于 静止 状态 ， 所 以 气体 速度 在 从 爆 兹 波 指 

向 中 心 的 方向 上 这 时 也 应 当 是 递减 的 . 与 管道 中 的 流动 一 样 ， 
这 里 也 不 存在 具有 长 度量 纲 的 任何 给 定 特征 参量 ， 所 以 必然 
形成 目 相似 流动 , 差别 只 是 从 中 心算 起 的 距离 > 现在 起 坐标 z 的 作用 . 于 是 ， 

所 有 的 量 都 只 是 比值 x/t 的 函数 @. 

对 于 中 心 对 称 的 流动 (vw = wv(7, t), ve = ve = 0), 运动 方程 具有 以 下 形式 : 


图 133 


9p ;alom | 2pw _0 


ot Or FP 
欧 拉 方程 
Ov BQ 16p 
死 页 por 
炉 守恒 方程 
0 0 
汪 


引入 变量 上 6= r/t (€ > 0), 并 认为 所 有 的 量 都 只 是 的 函数 , 就 得 到 以 下 


@ 我 们 处 处 都 完全 不 考虑 热 损失 ,而 这 在 爆 亡 波 传播 过 程 中 是 可 能 伴随 发 生 的 .就 像 缓 慢 燃 烧 
情形 一 样 , 这 样 的 损失 可 能 导致 爆 释 波 无 法 传播 . 对 于 管道 中 的 爆 丢 ， 损 失 的 原因 首先 就 是 通过 管 壁 
的 散热 和 摩擦 所 导致 的 气流 减速 . 

@ 该 问题 中 的 无 量 纲 自 相似 变量 可 以 定义 为 /tvya, 其 中 的 特征 常 参量 g 是 单位 质量 的 反应 热 . 
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方程 组 : 


(一 vo) 2 三 V' 十 忆 ， (130.1) 
(€ —v)v = 全 (130.2) 
(€—v)s' =0 (130.3) 


( 撤 号 表示 对 & 的 导数 ). 这 里 不 能 取 v = &, 因为 这 与 第 一 个 方程 矛盾 . 所 以 ， 
从 第 三 个 方程 立刻 有 s' = 0, 即 


3 二 Const. 
既然 烂 保 持 不 变 , 就 可 以 写 出 p' = czp/, 而 方程 (130.2) 的 形式 变 为 
(一 v)v = o£ (130.4) 
把 (130.1) 中 的 pfp 代入 此 式 , 得 到 以 下 关系 式 : 


(é€ v)* “ 27 
1 "= 时 (130.5) 
我 们 不 能 用 解析 方法 求解 方程 (130.4) 和 (130.5), 但 可 以 研究 解 的 性 质 . 

我 们 在 下 面 将 看 到 , 上 述 类 型 气体 运动 所 在 区 域 的 边界 是 两 个 球面 , 外 球 
面 是 爆 胡 波 本 身 , 而 气体 速度 为 零 的 内 球面 是 一 个 弱 间 断面 . 

首先 研究 v 等 于 零 的 点 附近 的 解 具 有 哪些 性 质 . 容易 看 出 , 在 v=0 的 点 
应 当 同 时 成 立 上 = c: 

v=0, 上 = <c. (130.6) 

其 实 , 当 v 趋 于 零 时 , Inv 趋 于 -co, 所 以 当 & 减 小 并 趋 于 所 考虑 区 域 相 应 内 


边界 所 对 应 的 值 时 , 导数 dlnv/dé 应 当 趋 于 +oo. 但 是 , 根据 (130.5), 当 w=0 
时 有 





dlnv _ 2 
df é&(é2/c2—1) 
该 表达 式 仅 当 上 一 ec 时 才 趋 于 +oc. 


根据 对 称 性 就 已 经 直接 可 知 , 径 向 速度 在 原点 本 身 应 当 为 堆 . 因此 , 在 原 
点 周围 有 一 个 静止 气体 区 (球面 56= co 以 内 的 区 域 , 其 中 co 是 w = 0 处 的 声 
速 值 ). 

我 们 来 揭示 函数 v(€) 在 点 (130.6) 附近 的 性 质 . 根据 (130.5), 我 们 有 


de &€ [(€—v)’ 
喧 =$ -|. 
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经 过 简单 计算 并 精确 到 一 阶 小 量 (v, & 一 co, c 一 co 都 是 一 阶 小 量 ), 我 们 得 到 


vo(é -00)=(€-00) (vtec) 


根据 (102.1), 我 们 有 wv 十 c 一 co = aov, 式 中 ao 是 一 个 正 的 常数 ( 量 (102.2) 在 
v= 二 0 时 的 值 ). 于 是 , 我 们 得 到 一 co 作为 v 的 函数 的 以 下 一 阶 线性 微分 方程 : 


oC(€— 00) — (€— 60) = -aov 


这 个 方程 的 解 为 
< 一 co 三 aovln 2 (130.7) 
它 以 隐 函 数 的 形式 确定 了 点 v = 0 附近 的 函数 v(é). 

我 们 看 到 , 内 边界 是 一 个 弱 间 断面 , 速度 在 这 里 连续 地 趋 于 零 . 依赖 关系 
v(é&) 的 曲线 在 该 边界 上 有 一 条 水 平 切线 (dv/dé = 0). 我 们 在 这 里 遇 到 的 弱 间 
断 具 有 极为 独特 的 类 型 : 一 阶 导数 连续 , 而 所 有 高 阶 导 数 都 是 无 穷 大 (容易 从 
(130.7) 看 出 ). v = 0 处 的 比值 >/ 显然 就 是 边界 相对 于 气体 的 移动 速度 . 根据 
(130.6), 它 等 于 当地 声速 , 而 这 对 弱 间断 是 理 所 应 当 的 . 

当 w 很 小 时 , 根据 (130.7) 还 有 





Se=《-o-@+ec-o)=oaoo(mns 于 -1 
这 个 量 对 于 很 小 的 v 是 正 的 : 
< 一 一 C> 0. 


我 们 来 证 明 , 差 值 (& 一 v) 一 c 的 符号 在 上 述 流动 区 域内 处 处 不 变 . 考虑 满足 


EE—-vV=¢c, v0 (130.8) 
的 点 . 从 (130.5) 可 以 看 出 , 导数 v' 在 该 点 应 为 无 穷 大 , 即 
dé _ 
=0. (130.9) 
至 于 二 阶 导 数 d?t&/dw?, 简单 的 计算 (在 条 件 (130.8) 和 (130.9) 下 ) 给 出 非 零 值 
dE aoé 
do2 cov 


但 这 表明 , & 作为 v 的 函数 在 所 讨论 的 点 有 极 大 值 . 换言之 , 只 有 当 & 小 于 条 
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件 (130.8) 所 对 应 的 值 时 , 函数 v(&€) 才 是 存在 的 . 这 个 值 就 是 所 讨论 的 区 域 不 
能 超越 的 另 一 个 边界 . 因为 £ 一 v 一 c 只 能 在 区 域 边界 上 等 于 零 , 并 且 当 wv 值 
很 小 时 总 有 一 v 一 c > 0, 所 以 我 们 断定 , 在 该 区 域内 部 处 处 都 有 


E 一 4 > C， (130.10) 


现在 已 经 容易 看 出 , 上 述 流动 区 域 的 真正 外 边界 应 当 是 满足 条 件 (130.8) 
的 点 . 我 们 为 此 指出 , 差 值 r/t 一 v (其 中 的 7+ 是 边界 的 坐标 ) 就 是 该 边界 相对 
于 后 方 气体 的 移动 速度 . 但 是 , 满足 r/-uw>ec 的 曲面 不 可 能 是 爆 变 波 所 在 曲 
面 (这 里 应 有 7/t 一 v < oc), 我 们 因此 得 出 结论 : 上 述 区 域 的 外 边界 只 可 能 是 满 
足 (130.8) 的 点 . 在 这 个 边界 面 上 , wv 不 连续 地 下 降 到 零 , 而 边界 面相 对 于 后 方 
相 邻 气体 的 传播 速度 等 于 当地 声速 . 这 表明 , 爆 育 波 必定 对 应 于 爆 丢 绝热 线 上 
的 查 普 曼 - 儒 盖 点 @. 

我 们 得 到 球面 爆 麦 波 传播 的 以 下 流动 图 像 . 与 管道 中 的 爆 又 相同 , 球面 爆 
育 波 对 应 于 查 普 曼 - 儒 盖 点 . 在 后 方 紧 邻 爆 变 波 的 是 目 相似 球面 黎 朴 波 , 气体 
速度 在 该 稀疏 波 中 单调 下 降 到 零 , 因为 根据 (130.5), 导数 dv/dé 只 能 在 v=0 
的 点 变 为 零 . 同样 , 气体 的 压强 和 密度 也 单调 下 降 (根据 (130.4) 和 (130.10), 导 
数 pr 和 w 处 处 具有 相同 的 符号 ).v 对 ryt 的 依赖 关系 曲线 , 在 外 边界 上 有 竖 
直 的 切线 (根据 (130.9)), 在 内 边界 上 有 水 平 的 切线 
(图 134). 内 边界 是 弱 间 断面 , 在 它 的 附近 , v 对 rjt 
的 依赖 关系 由 方程 (130.7) 给 出 . 在 以 弱 间 断面 为 边 
界 的 球 内 , 气体 是 静止 的 , 但 其 总 质量 非常 小 (请 对 
比 8 106 最 后 的 说 明 ). rit 

因此 , 在 一 维 爆 痛 和 球面 焊 又 自发 传播 的 所 有 图 134 
上 述 典型 情况 下 , 焊 又 波 后 方 区 域 的 边界 条 件 给 出 
了 唯一 的 爆 变 波 速度 , 该 速度 对 应 于 查 普 曼 - 儒 羔 点 (按照 8129 中 的 讨论 , 爆 
又 绝热 线 在 该 点 以 下 的 部 分 全 都 不 予 考虑 ). 为 了 在 等 截面 管道 中 实现 对 应 于 
查 普 曼 - 颂 盖 点 以 上 部 分 爆 麦 绝热 线 的 爆 又 , 需要 利用 超声 速 运动 的 活塞 对 燃 
烧 生 成 物 作 人 为 的 压缩 ( 见 本 节 习 题 3). 这 种 爆 麦 波 称 为 过 压 爆 吉 波 . 

但 是 , 我 们 强调 , 这 些 结论 并 不 具有 普 适 性 , 于 是 可 以 想象 过 压 爆 帮 波 自 
发 形成 的 情况 . 例如 , 当 普 通 爆 率 波 从 较 粗 管道 进入 较 细 管 道 时 就 会 形成 过 球 
焊 麦 波 . 产生 这 种 现象 的 原因 是 , 爆 又 波 在 管道 的 收缩 部 位 被 部 分 反射 , 于是， 
当 燃 烧 生 成 物 从 粗 管 向 细 管 运动 时 , 其 压强 剧烈 增加 , 见习 题 4 (BE.B. 艾 瓦 佐 


了 7 


@ 为 了 叙述 的 完整 性 , 我 们 指出 , v = const 不 是 中 心 对 称 运 动 方程 的 解 。 所 以 , 爆 奈 波 后 面 不 可 
能 紧 跟 着 一 个 匀速 区 . 
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夫 , 拭 .BB. 泽 尔 道 维 奇 , 1947)@. 

关于 本 节 和 上 一 节 介 绍 的 理论 , 必须 作出 以 下 一 般 说 明 . 我 们 假设 爆 麦 波 
的 结构 是 定常 的 , 沿 所 在 曲面 是 均匀 的 ; 所 有 的 量 在 燃烧 带 中 的 分 布 只 依赖 于 
一 个 坐标 一 一 沿 其 宽度 的 坐标 , 爆 变 波 在 这 个 意义 上 是 一 维 的 . 然而 , 至 今 积 
累 的 实验 数据 表明 , 这 样 的 流动 图 像 仍然 是 非常 理想 化 的 , 只 能 用 来 在 某 种 平 
均 意 义 上 描述 过 程 , 而 实际 观察 到 的 流动 图 像 通常 有 显著 区 别 . 爆 麦 波 的 结构 
其 实 有 很 强 的 非 定常 性 和 三 维特 征 , 沿 爆 麦 波 所 在 曲面 有 随时 间 快 速 变化 的 
小 尺度 复杂 结构 . 这 种 小 尺度 结构 的 产生 是 不 稳定 性 的 结果 , 这 首先 是 因为 
反应 速率 对 温度 有 强烈 的 (指数 型 ) 依赖 关系 . 即使 温度 在 激 波 前 阵 面 形状 发 
生变 化 时 只 有 不 大 的 变化 , 这 也 会 在 反应 过 程 中 显著 表现 出 来 . 反应 活化 能 与 
( 激 波 后 方 ) 气体 温度 之 比 越 大 , 这 种 不 稳定 性 就 表现 得 越 明 显 . 当 接 近 爆 帮 波 
可 以 沿 管 道 传播 的 极限 条 件 时 ， 爆 又 波 结构 的 非 均匀 性 和 非 定 党 性 就 特别 明 
显 地 表现 出 来 : 可 燃 混合 气体 的 点 火 主要 发 生 在 激 波 阵 面 上 一 个 偏心 的 (并且 
螺旋 式 移 动 的 ) 剧烈 变形 区 域内 (这 样 的 情形 称 为 螺旋 爆 吉 ). 本 书 并 不 打算 分 
析 所 有 这 些 复杂 现象 的 可 能 机 理 @. 





习 题 


1. 设 爆 囊 波 从 管道 封闭 端 沿 管道 传播 , 求 气 体 的 运动 . 
解 : 根据 公式 (129.11)，(129.12)， 可 以 通过 温度 Ti 来 确定 爆 囊 波 相 对 于 前 方 静止 气 
体 的 速度 v1 和 相对 于 后 方 相 邻 已 燃气 体 的 速度 vaz. 这 时 , v1 也 是 爆 可 波 相对 于 管道 的 
移动 速度 , 所 以 爆 表 波 的 坐标 是 工 =wt. 爆 囊 波 中 的 炊 烧 生成 物 (相对 于 管道 ) 的 速度 是 
V1 一 V2， 而 速度 v2 等 于 当地 声速 . 因为 自 相似 稀 朴 波 中 的 声速 与 气体 速度 U 之 间 的 关系 
为 c=co 十 (7 一 1)u/2, 所 以 有 
0 > Bs | 
3 





V2 三 Co 十 (v1 — v2), 


于 汪 


U1. 


2 
对 于 强 爆 硼 波 , 利用 (129.14) 就 简单 地 得 到 co = v1/2. 量 co 是 稀 朴 波 后 边界 的 移动 速度 . 
在 两 个 边界 之 间 , 速度 按照 线性 规律 变化 (图 133 (a)). 


@ 在 汇聚 的 柱 面 或 球面 爆 夺 波 的 传播 过 程 中 也 会 出 现 过 压 爆 秋波 ， 见 : 3emsaopaa 1,B. 2Kypa 
3KCHep. Teop, 中 3. 1959, 36(4): 782 (Zel'dovich Ya.B. Sov. Phys. JETP. 1959, 9: 550)， 

@ 我 们 仅仅 给 出 某 些 专著 和 综述 论文 : IIIemrkwa K.H., Tpomus 1.K. Taa3aonuHaMnka ropeHnn. 
Mocxsa: M3n-Bo Akam. Hayk CCCP, 1963 (Shchelkin K.I1., Troshin Ya. K. Gasdynamics of Combustion. 
Baltimore: Mono Book Corp., 1965); Conoyxus P.H. YnapHbie BOJIHEI 8 eroHaIHR 8B ra3ax. Mocksa: 
中 HaMaTrr3，1963 (Soloukhin R.I. Shock Waves and Detonations in Gases. Baltimore: Mono Book 
Corp., 1966); Conoyxus P.MH. ycn. du3. Hayk. 1963, 80: 526 (Soloukhin R.I, Sov. Phys， Usp, 1964, 
6: 523); Oppenheim A.K., Soloukhin R.I. Ann, Rev, Fluid Mech. 1973, 6: 31. 
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2. 题目 同上 , 但 把 管道 的 封闭 端 改 为 开口 端 . 

解 : 速度 v1 和 v2 的 求法 同上 , 所 以 速度 co 也 相同 . 但 是 , 现在 稀疏 波 区 域 不 是 延伸 
到 二 0 的 点 , 而 是 延伸 到 管道 的 起 点 (z = 0, 图 133 (b)). 从 公式 (99.5) z/t = 二 v 十 c 看 
出 , 气体 流出 管道 开口 端的 速度 等 于 当地 声速 ,v = 一 c. 写 出 








-=ce=a+ 了 闻 
于 是 得 到 气体 流出 速度 的 以 下 值 : 
| 
Sm 


对 于 强 爆 束 波 , 该 速度 等 于 v1/(Y2 十 1), 这 与 爆 囊 波 后 方 相 邻 气体 的 速度 相同 . 
3. 题目 同 习题 1, 但 爆 囊 波 从 带 有 活塞 的 一 端 沿 管 道 传 播 , 并 且 活 塞 从 初始 时 刻 开 始 
以 恒定 速度 U 向 前 运动 . 


解 : 如 果 U < vi, 则 气体 中 的 速度 分 布 如 图 135(a) 所 ”| ， 
示 . 气体 的 速度 从 z/t = vi 处 的 值 v1 一 v2 减 小 到 (a) 


=c0+ +0 U v ， 双 
处 的 值 0 并且 co 的 值 与 前 面相 同 . 接 下 来 是 具有 恒定 过 | 
度 U 的 均匀 流 区 域 
但 是 ， 如 果 U > v1, 则 爆 碍 波 已 经 不 可 能 对 应 于 查 普 U 三 


曼 - 颂 盖 点 ( 那 时 活塞 将 “超过 ” 它 )， 在 这 种 情况 下 会 出 现 
过 压 爆 乾 波 , 它 对 应 于 爆 训 绝热 线 上 位 于 查 普 曼 - 依 盖 点 上 加 135 
方 的 点 . 过 压 爆 囊 波 中 的 速度 间断 值 应 当 恰 好 等 于 活塞 的 速度 : ul 一 v2 = U. 在 过 压 爆 表 
波 与 活塞 之 间 的 整个 区 域内 , 气体 以 恒定 速度 U 运动 (图 135 (b)). 

4. 设 生 直入 射 到 刚性 壁面 的 平面 强 爆 囊 波 发 生 反射 , 求 壁面 上 的 压强 (K.II. 斯 坦 纽 
科 维 奇 , 1946). 

解 : 当 爆 囊 波 入 射 到 壁面 时 形成 的 反射 激 波 沿 相反 方向 在 燃烧 生成 物 中 传播 . 计算 完 
全 类 似 于 8100 习题 1. 在 相同 记号 下 , 我 们 现在 有 三 个 关系 式 : 


p2(Vi — V2) = (ps — p2)(V2 — Vs), 
LC :入 
Vi 7Y+l1 
Vs _ (+ Dpa+ (7Y2 — Dps 
V2 (7 一 Lp 十 (72 + 1)ps 
(与 pz 相 比 , 我 们 忽略 pi, 但 pz 和 pa 具有 同样 的 量 级 ). 消去 质量 体积 , 就 得 到 ps 的 二 
次 方程 , 并 且 应 当选 取 大 于 pa 的 根 ; 
谢 :- 572 十 1 十 V1772 十 372 十 1 
Po2 472 
我 们 指出 , 该 比值 几乎 不 依赖 于 ?2, 因为 当 yo 从 1 变 到 cc 时 , 它 在 从 2.6 到 2.3 的 范围 
内 变化 . 
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§ 131 不 同 燃烧 方式 之 间 的 关系 


在 8121 中 已 经 指出 , 爆 秦 对 应 于 所 给 燃烧 过 程 的 爆 胡 绝 热线 上 部 的 一 些 
点 . 因为 爆 麦 绝热 线 方程 仅仅 米 自 必须 成 立 的 质量 守恒 定律 \ 动 量 守 恒定 律 和 
能 量 守 恒定 律 (应 用 于 燃烧 气体 的 初 态 和 终 态 ), 所 以 显然 可 知 , 对 于 任何 可 以 
把 燃烧 带 看 做 某 种 “间断 面 * 的 其 他 燃烧 方式 来 说 , 表示 反应 生成 物 状态 的 那 
些 点 应 当 位 于 同一 条 曲线 上 . 现在 , 我 们 来 说 明 该 曲线 其 余部 分 的 物理 意义 . 

通过 点 pi, Vi (图 136 上 的 点 1) 引 竖 直 直 线 14 和 水 平 直线 14', 以 及 爆 
麦 绝 热线 的 两 条 切线 10 和 10'. 这 些 直 线 与 曲线 的 交点 或 切 点 4, A', 0, O/ 
把 爆 背 绝热 线 分 为 五 部 分 . 我 们 已 经 指出 , 曲线 在 点 O 以 上 的 部 分 对 应 于 爆 
率 . 现在 考虑 曲线 的 其 他 部 分 . 

首先 容易 看 出 , 44' 段 完 全 没有 任何 物理 意义 . 其 实 , 在 这 一 段 曲线 上 有 
pz > Di, V2 > WI, 所 以 质量 流 7 变 成 虚数 (请 对 比 (129.2)). 

在 切 点 O 和 O' 处 , 导数 d(72)/dp。 等 于 零 . 在 $129 中 已 经 指出 (还 可 以 
参考 §87), 在 这 些 点 同时 成 立 等 式 vo = cz 和 不 等 式 d(v2/c2)/dps。 < 0. 由 此 可 
见 , 在 切 点 以 上 ws < co, 在 切 点 以 下 wu > cz. 至 于 
速度 wn 与 cl 之 间 的 关系 , 则 仿照 8 129 中 对 点 
O 以 上 部 分 曲线 的 做 法 , 通过 研究 相应 的 弦 和 切 
线 的 斜率 , 总 是 很 容易 建立 这 种 关系 . 于 是 , 在 爆 
麦 绝热 线 的 不 同 部 分 成 立 以 下 不 等 式 : 

点 O 以 上 : wi>cec, ww<oe2: 

AO 段 : VUl > cl， VU2 > cz; 

A'O’ 段 : VI < cl， v2 < c2; 

点 O' 以 下 : WwW<ci，w >oc2. 


图 136 在 点 O 和 0O' 有 wo = cso. 当 趋 于 点 4 时 , 质 
量 流 7 趋 于 无 穷 大 , 速度 wm, wz 因而 也 趋 于 无 穷 
大 . 当 趋 于 点 4' 时 , 质量 流 7 和 速度 w, vo 趋 于 零 . 

在 888 中 引入 了 激 波 可 演化 性 的 概念 , 这 是 激 波 能 够 实现 的 必要 条 件 . 我 
们 已 经 看 到 ， 这 个 判 据 是 通过 比较 决定 扰动 的 参量 数目 与 扰动 在 间断 面 上 所 
应 满足 的 边界 条 件数 目 而 建立 起 来 的 . 

所 有 这 些 方法 , 都 可 以 应 用 于 这 里 所 讨论 的 “间断 面 *. 特别 地 , 在 $88 中 
由 图 57 表示 的 关于 扰动 参量 数目 的 计算 , 仍然 适用 于 (131.1) 中 的 每 一 种 情 
况 . 当 出 现 爆 帮 时 (对 于 点 O 以 上 的 爆 麦 绝热 线 ), 边界 条 件 的 数目 与 普通 激 
波 的 情况 相同 , 所 以 可 演化 性 条 件 同 以 前 一 样 . 当 不 出 现 爆 帮 时 (对 于 点 O 以 
下 的 爆 帮 绝 热线 ), 因为 边界 条 件数 目 发 生变 化 , 情况 也 发 生变 化 . 其 实 , 在 不 


(131.1) 
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出 现 爆 帮 的 燃烧 中 ,燃烧 传播 速度 完全 取决 于 化 学 反应 本 喘 的 性 质 以 及 从 燃 
烧 带 向 其 前 方 未 加 热 混 合 气体 传 热 的 条 件 . 这 表明 , 通过 燃烧 带 的 质量 流 j 这 
时 等 于 确定 的 给 定 值 (更 准确 地 说 , 等 于 原始 气体 1 的 状态 的 确定 函数 ), 而 在 
激 波 或 爆 麦 波 中 , 7 却 可 以 有 任何 值 . 由 此 可 知 , 在 表示 无 爆 帮 燃烧 带 的 间断 
面 上 , 边界 条 件 的 数目 比 激 波 上 的 边界 条 件数 目 多 一 个 , 即 增加 一 个 使 7 具有 
确定 值 的 条 件 . 因此 , 一 共有 四 个 条 件 , 于 是 现在 可 以 用 §87 所 用 方式 下 结论 
说 , 间断 面 仅 当 wi < ci, v2 > cz 时 才 是 绝对 不 稳定 的 , 这 种 情况 对 应 于 爆 变 绝 
热线 上 位 于 点 O' 以 下 的 点 . 我 们 得 到 的 结论 是 , 这 一 段 曲线 不 对 应 于 任何 能 
够 真正 实现 的 燃烧 方式 . 

在 爆 麦 绝热 线 的 A'O' 段 , wu 和 vs 这 两 个 速度 都 是 亚 声速 的 , 这 一 段 曲线 
对 应 于 通常 的 缓慢 燃烧 方式 . 燃烧 速率 的 增加 , 即 ; 的 增加 , 对 应 于 沿 爆 奈 绝 
热线 的 4'O' 段 从 点 4' (这 里 了 = 0) 向 点 O' 移动 . 8128 中 的 公式 (128.5) 对 应 
于 点 A' (这 里 pj = po), 并 且 只 要 7 足够 小 , 即 只 要 燃烧 传播 速度 远 小 于 声速 ， 
就 可 以 应 用 这 些 公式 . 点 0' 对 应 于 这 种 类 型 的 “最 快 ” 燃烧 方式 , 我 们 在 这 里 
写 出 这 种 极限 情况 下 的 公式 . 

与 O 一 样 , 点 O' 也 是 从 点 1 向 曲线 所 引 切 线 的 切 点 . 所 以 , 关于 点 O/ 
的 公式 可 以 直接 得 自 关 于 点 O 的 公式 (129.8) 一 (129.11), 为 此 只 要 适当 改变 
公式 中 的 符号 即 可 ( 见 551 页 的 脚注 )， 其实, 在 v1 和 wo 的 公式 (129.9) 和 
(129.11) 中 应 当 改 变 第 二 个 根 式 的 符号 , 于 是 vi 一 v2 的 表达 式 (129.12) 的 符 
号 也 要 发 生变 化 . 如 果 认为 ww 取 其 新 值 , 则 公式 (129.10) 保持 不 变 . 在 反应 热 
很 大 (g > cu 了 ni) 的 情况 下 , 所 有 这 些 公式 都 大 为 简化 , 这 时 得 到 


i 72p1V1 2 1202 Dg 


P2 1 29 
p hh+l a 
这 里 必须 作出 以 下 说 明 . 我 们 已 经 看 到 , 对 于 封闭 管道 内 的 缓慢 燃烧 , 在 

燃烧 带 前 方 必然 出 现 激 波 . 当 燃 烧 传 播 速 度 很 大 时 ,该 激 波 的 强度 也 很 大 , 从 
而 使 进入 燃烧 带 的 混合 气体 状态 有 显著 变化 . 所 以 ， 当 原始 可 燃气 体 的 状态 
pi Vi 给 定时 , 研究 燃烧 方式 随 速 度 增加 的 变化 其 实 没 有 意义 . 为 了 达到 点 O/， 
必须 创造 不 出 现 激 波 的 一 些 燃 烧 条 件 . 例如 , 这 样 的 燃烧 可 以 在 两 端 开 口 的 管 
道里 实现 , 这 时 要 把 燃烧 生成 物 不 断 从 管道 后 端 排出 . 排 气 速率 的 选取 应 当 使 
燃烧 带 保持 静止 , 从 而 不 致 于 形成 激 波 @. 





@ 管道 中 通常 的 缓慢 燃烧 可 以 自发 转变 为 爆 帮 ， 这 种 转变 源 自 火焰 的 自发 加 速 传播 ， 而 爆 秦 波 
形成 于 火焰 前 方 . 可 以 在 544, 558 页 所 列 专著 中 找到 关于 这 些 过 程 的 可 能 机 理 的 讨论 . 
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爆 帮 绝热 线 的 AO 段 对 应 于 没有 爆 又 的 燃烧 方式 ,其 传播 速度 是 超声 速 
的 . 原则 上 ， 当 传 热 条 件 很 好 时 (例如 通过 辐射 传 热 )， 就 会 出 现 这 样 的 燃烧 ， 
这 导致 燃烧 速率 (7) 的 值 超过 点 0' 所 对 应 的 值 . 

最 后 再 注意 爆 麦 绝热 线 上 部 和 下 部 所 分 别 表 示 的 流动 方式 的 以 下 一 般 差 
别 (除了 不 等 式 (131.1) 所 包含 的 差别 ). 在 点 4 以 上 有 


p2>p, V2<V, vw<u. 


言 之 , 与 初始 气体 相 比 , 反应 生成 物 被 压缩 至 更 高 的 压强 和 密度 , 并 且 在 燃 
烧 阵 面 之 后 运动 (速度 为 w 一 v2). 在 点 4 以 下 的 区 域内 有 相反 的 不 等 式 : 


p2<pi, V2>VW, vw>. 


燃烧 生成 物 比 原始 气体 更 黎 芷 . 
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在 形式 上 类 似 于 爆 帮 波 的 一 种 现象 是 凝结 间断 . 例如 , 在 含有 过 饱和 水 蒸 
气 的 气流 中 就 会 出 现 凝 结 间断 @. 这 种 间断 是 蒸气 突然 凝结 的 结果 , 并 且 凝 结 
过 程 非常 迅速 地 出 现在 一 个 狭窄 区 域内 , 从 而 可 以 把 该 区 域 看 做 一 个 间断 面 ， 
它 把 原始 气体 与 含有 凝结 蒸气 的 气体 ( 雾 ) 分 隔 开 . 我 们 强调 , 凝结 间断 是 一 
种 单独 的 物理 现象 , 并 不 是 气体 在 普通 激 波 中 受到 压缩 的 结果 . 压缩 根本 不 可 
能 导致 蒸气 凝结 ,因为 压强 在 激 波 中 升 高 对 蒸气 过 饱和 度 的 影响 小 于 温度 升 
高 的 影响 . 

与 燃烧 反应 一 样 , 蒸气 凝结 是 放 热 过 程 . 这 时 , 单位 质量 气体 中 的 蒸气 在 
凝结 时 所 释放 的 热量 起 反应 热 g 的 作用 @. 当 带 有 未 凝结 蒸气 的 原始 气体 的 
状态 pl, Vi 给 定时 , ps 对 人 友 的 依赖 关系 由 凝结 绝热 线 确定 , 其 形式 与 燃烧 反 
应 的 绝热 线 相 同 , 如 图 136 所 示 . 在 凝结 绝热 线 上 各 个 不 同 的 位 置 , 间断 面 传 
播 速度 v1, v2 与 声速 cl, cz 之 间 的 关系 由 不 等 式 (131.1) 确定 , 但 (131.1) 所 列 
举 的 四 种 情况 并 非 都 能 真正 实现 . 

首先 产生 的 问题 是 , 凝结 间断 是 否 具有 可 演化 性 . 在 这 方面 , 凝结 间断 的 
性 质 完全 类 似 于 表示 燃烧 带 的 间断 面 的 性 质 . 我 们 已 经 看 到 (8§131), 燃烧 带 的 
稳定 性 与 通常 激 波 的 稳定 性 有 区 别 ,， 因 为 在 燃烧 面 上 存在 一 个 必须 满足 的 附 


@ 其 理论 研究 始 自 K. 奥 斯 瓦 蒂 奇 (1942) 和 C. 3. 别 列 尼 基 (1945). 

Q@ 严格 地 说 , 反应 热 g 不 等 于 通常 的 凝结 潜 热 , 因为 在 凝结 带 中 发 生 的 过 程 不 仅 包括 蒸气 的 等 温 
凝结 , 而 且 包 括 气体 温度 的 某 种 一 般 变化 ， 但 是 , 如 果 蒸 气 的 过 饱和 度 不 是 太 小 (通常 如 此 )， 则 这 种 
差别 并 不 重要 . 
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加 条 件 (流量 7 具有 给 定 值 ). 在 凝结 间断 的 情况 下 也 有 一 个 附加 条 件 : 间断 前 
方 气体 1 的 热力 学 状态 必须 正好 是 蒸气 开始 迅速 凝结 时 的 相应 状态 (这 个 条 
件 是 气体 1 的 压强 与 温度 之 间 的 一 个 确定 的 关系 式 ). 于 是 立刻 可 以 断定 , 可 
以 不 考虑 点 0' 以 下 的 整 条 凝结 绝热 线 , 即 不 考虑 w < c1, ua > cz 的 那 一 部 分 ， 
因为 这 部 分 绝热 线 不 对 应 于 稳定 的 间断 ， 

容易 看 出 , 凝结 绝热 线 在 点 O 以 上 部 分 (v1 > c1, v2 < cz) 所 对 应 的 间断 ， 
也 不 可 能 真正 出 现 . 这 样 的 间断 相对 于 前 方 气体 会 以 超声 速 速度 运动 , 所 以 出 
现 这 样 的 间断 绝 不 会 影响 前 方 气体 的 状态 . 这 表明 , 间断 应 当 出 现 于 某 个 由 绕 
流 条 件 预先 确定 的 曲面 ( 当 流 动 连续 时 , 在 这 个 曲面 上 应 当 实现 开始 快速 凝结 
所 必须 满足 的 条 件 ). 另 一 方面 , 间断 面相 对 于 后 方 气体 的 速度 在 这 种 情况 下 
是 亚 声速 的 . 但 是 , 一 般 而 言 , 亚 声 速 流 方程 不 存在 这 样 的 解 , 使 所 有 的 量 在 
一 个 任意 的 给 定 曲面 上 取 预 先 规定 的 值 包 . 

因此 , 只 可 能 有 两 种 类 型 的 凝结 间断 : (1) 超声 速 间 断 (凝结 绝热 线 的 4O 
段 ), 它 满足 


Wi > Cl V2>C2, ps > Pi VY2 < WW, (132.1) 
凝结 伴随 着 压缩 ; (2) 亚 声速 间断 (凝结 绝热 线 的 4'O' 段 ), 它 满足 
V<c v2<c, p<p, > 全， (132.2) 


质量 流 7 (凝结 速率 ) 沿 A'O' 段 从 点 4 (这 里 了 = 0) 到 点 O' 单调 增加 ， 
沿 40 段 从 点 4 (这 里 了 = co) 到 点 O 单调 减 小 . j 在 点 O 和 点 0' 的 值 之 间 
的 取 值 范围 (以 及 速度 wi = jVi 的 相应 取 值 范围 ) 是 “禁区 ”, 在 凝结 间断 中 不 
可 能 达到 这 样 的 值 . 凝结 蒸气 的 总 质量 通常 远 小 于 原始 气体 的 质量 , 于 是 可 以 
根据 相同 的 理由 把 气体 1 和 气体 2 两 者 都 看 做 理想 气体 . 同 理 , 可 以 认为 两 种 
气体 的 热 容 相等 . 因此, vi 在 点 O 的 值 由 公式 (129.9) 确定 , 而 在 点 O' 的 值 由 
同样 公式 确定 , 但 要 改变 第 二 个 根 式 的 符号 . 在 这 些 公 式 中 取 7 = Yo 三 7Y, 并 
按照 2 = xy(Y 一 1)esTI 引入 声速 ci, 我 们 求 出 vi 值 的 以 下 禁区 : 


RS 1 i 2 一 汪 
4+- D -人 5 <u<y/dt iat ea. (132.3) 


@ 类 似 的 讨论 也 适用 于 合 速 度 v2 (va < cz 是 间断 面 上 的 法 向 分 量 ) 为 超声 速 的 情况 . 

我 们 为 避免 误解 而 指出 , 在 实际 应 用 中 ( 当 湿 度 和 被 绕 流 表面 的 形状 满足 一 定 条 件 时 ), 可 以 通过 
一 个 具有 vi > c1, va > ca 的 真正 凝结 间断 和 一 个 紧 随 其 后 的 激 波 (以 便 形 成 亚 声速 流 ) 来 模拟 具有 
1 > cl 12 < C2 的 凝结 间断 . 
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习题 


认为 g/c? 之 1, 求 凝结 间断 中 压强 比 po/pi 的 极限 值 . 
解 : 比值 pz /pi 在 凝结 绝热 线 的 A'O' 段 上 (图 136) 沿 从 0O' 到 A' 的 方向 单调 增 大 ， 


取 值 范围 是 
2(7— 1)g -pa 
a a 
WOrDa hp 
该 比值 在 AO 段 上 沿 从 4 到 O 的 方向 增 大 , 取 值 范围 是 


7 一 Dq . pa 2(Y — Da 
1 十 一 一 一 忒 一 乞 1 十 7 二 
ci Pi (7 十 Tecz 
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8 133 流体 的 能 量 动量 张 量 


在 流体 动力 学 中 之 所 以 有 必要 考虑 相对 论 效 应 ， 并非 仅仅 因为 流体 的 宏 
观 运动 速度 可 以 很 大 (与 光速 相 比 ). 即使 该 速度 不 大 , 但 只 要 组 成 流体 的 粒子 
具有 很 大 的 微观 运动 速度 , 流体 动力 学 方程 也 会 有 显著 变化 . 

为 了 推导 相对 论 流体 动力 学 方程 ,， 首先 必须 确定 运动 流体 的 四 维 能 量 动 
量 张 量 T 人 *@. 我 们 还 记得 , T% = Tbo 是 能 量 密度 , T?%c = -Tba/ec 是 动量 密 
度 的 分 量 , 量 T% = Tas 组 成 动量 流 密度 张 量 , 而 能 流 密度 cToe 与 动量 密度 
只 相差 一 个 因子 c. 

通过 物体 表面 微 元 df @ 的 动量 流 其 实 就 是 作用 于 该 表面 微 元 的 力 , 所 以 
Te dfs 是 作用 于 表面 微 元 的 力 的 a 分 量 . 考虑 某 个 流体 微 元 , 并 采用 使 它 
静止 的 参考 系 (局 部 固有 参考 系 或 局 部 静止 参考 系 , 各 量 在 这 种 参考 系 中 的 值 
称 为 固有 值 ). 在 这 样 的 参考 系 中 成 立 帕 斯 卡 定律 ， 即 流体 的 给 定 部 分 在 各 个 
方向 上 所 承受 的 压强 都 相同 ,并 且 垂 直 于 它 所 作用 的 面 微 元 ,于 是 可 以 写 出 
To6 dfs =pdjfa, 从 而 

Tap = D0。p. 


@ 为 了 叙述 的 连 贰 性 , 本 节 在 很 大 程度 上 重复 了 第 二 卷 8 35 的 内 容 . 

本 章 所 用 记号 对 应 于 第 二 卷 中 的 记号 . 拉丁 字母 角 标 i,k, 1,.…. 取 值 0, 1, 2, 3, 并 且 x? = ct 为 
时 间 坐 标 (在 本 章 中 c 为 光速 ). 用 希腊 字母 表 中 前 儿 个 字母 表示 的 角 标 a, 8, .…… 取 值 1, 2, 3, 对 应 
于 空间 坐标 . 分 量 为 goo = 1,，g11 = 922 = 9a3 = 一 1 的 度 规 张 量 对 应 于 伽利略 度 规 (狭义 相对 论 ). 

@ 对 于 三 维 矢量 df (和 下 面 的 速度 矢量 ), 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 不 必 区 分 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 ， 所 
以 我 们 处 处 只 写 下 标 来 表示 它们 . 对 于 三 维 单位 张 量 5。g 也 是 如 此 . 


566 第 十 五 章 相对 论 流体 动力 学 


至 于 表示 动量 密度 分 量 的 T%%, 它们 在 局 部 固有 参考 系 中 等 于 零 . 分 量 
T% 等 于 流体 的 固有 内 能 密度 , 在 本 章 中 由 字母 e 表示 . 
因此 , 在 局 部 静止 参考 系 中 , 能 量 动量 张 量具 有 以 下 形式 : 


(133.1) 


现在 容易 求 出 T* 在 任何 参考 系 中 的 表达 式 . 为 此 , 我 们 引入 流体 运动 的 
四 维 速度 wi, 它 在 局 部 静止 参考 系 中 具有 分 量 : uo? = 1, va = 0. 要 想 使 Te 在 
u' 取 这 些 值 时 化 为 (133.1), 可 以 取 


Tk ~ wu'iut 一 pg'™, (133.2) 


式 中 w=e 十 p 为 体积 灼 . 这 就 是 能 量 动量 张 量 的 所 需 表达 式 . 
三 维 形式 的 分 量 T 等 于 
WVavg 


™ 7 0 -We) + ee 
Wwva 
0 (133.3) 
e+pvs/c? 

i 1 一 V2/c2 

流体 速度 很 小 (v < o), 流体 粒子 的 内 部 (微观 ) 运动 速度 也 很 小 的 情形 对 
应 于 非 相 对 论 情 形 . 在 过 渡 到 极限 情形 时 应 当 注 意 , 相对 论 内 能 e 还 包含 着 流 
体 粒 子 的 静止 能 量 nme? (m 是 单个 粒子 的 静止 质量 ). 此 外 还 应 当 注 意 , 粒子 
密度 n 是 相对 于 单位 固有 体积 而 言 的 , 而 在 非 相 对 论 表 达 式 中 , 能 量 密度 是 相 
对 于 实验 室 参 考 系 中 的 单位 体积 而 言 的 ， 相 应 流体 微 元 在 该 参考 系 中 处 于 运 
动 状态 . 所 以 , 在 过 渡 到 极限 情形 时 应 当 作 代 换 


| v2 v2 
mm=p 1- Pp- Ss 


式 中 p 为 通常 的 非 相 对 论 质量 密度 . 非 相 对 论 能 量 密度 (把 它 表示 为 pe) 和 压 
强 都 远 小 于 pe?. 
于 是 , 我 们 求 出 极限 值 


Tbo = pc 十 pe 十 二 


T0a a 


T"00 一 





pv 
2 


@ 在 本 章 的 所 有 公式 中 , 各 个 热力 学 量 都 理解 为 它们 的 固有 值 . 诸如 e, w (和 下 文中 的 炉 =) 的 
量 , 都 是 指 局 部 静止 参考 系 中 单位 体积 流体 的 相应 量 . 
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它 减 去 pe? 就 是 非 相对 论 能 量 密度 . 张 量 Tas 的 相应 极限 值 为 
Tag = pvVavg 十 Pbap， 
它 与 在 87 中 被 记 为 1ag 的 动量 流 密度 的 普通 表达 式 相同 , 这 是 理所当然 的 . 
在 非 相 对 论 极限 情形 下 , 动量 密度 与 能 流 密 度 之 间 的 简单 关系 (相差 一 个 
因子 1/c2) 不 再 成 立 , 因为 非 相对 论 能 量 不 包括 静止 能 量 , 其 实 , 分 量 T?%e 组 
成 一 个 三 维 矢量 , 它 约 等 于 


1 pu? 
pot Bo (pe +p+ 7 ) 


由 此 可 见 , 动量 密度 的 极限 值 理所当然 地 就 是 pv, 对 于 能 流 密度 , 我 们 在 略 去 
项 pe2w 后 求 出 表达 式 v(pe 十 p 十 pv3/2), 这 与 在 86 中 求 出 的 结果 一 致 
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众所周知 , 运动 方程 包含 在 以 下 方程 中 : 
上 一 0， (134.1) 


这 些 方程 表示 张 量 T* 所 对 应 的 物理 系统 的 能 量 守 恒定 律 和 动量 守恒 定律 . 利 
用 TW 的 表达 式 (133.2), 由 此 得 到 流体 的 运动 方程 , 但 这 时 必须 额外 考虑 粒子 
数 守 恒 , 这 并 未 包含 在 方程 (134.1) 中 . 我 们 强调 , 能 量 动量 张 量 (133.2) 不 考 
虑 任何 耗 散 过 程 (包括 黏 性 和 热传导 ), 所 以 这 里 讨论 理想 流体 的 运动 方程 . 

为 了 写 出 表示 流体 粒子 数 守 恒 的 方程 (连续 性 方程 ), 我 们 引入 四 维 粒 子 
流失 量 ni, 其 时 间 分 量 是 粒子 数 密度 , 而 空间 分 量 组 成 三 维 粒子 流 矢 量 . 显然 ， 
四 维 矢量 ni 应 当 正 比 于 四 维 速度 wi, 即 

nN’ = nu’, (134.2) 

式 中 mn 为 标量 .由 n 的 定义 显然 可 知 , 它 是 固有 粒子 数 密度 Q. 连续 性 方程 就 
是 四 维 粒 子 流 矢量 的 四 维 散 度 为 零 ; 


O(nu’) 
Ox’ 








= (134.3) 


Q 在 很 高 的 温度 下 , 在 物质 中 可 能 出 现 新 的 粒子 , 所 以 每 种 粒子 的 总 数 会 发 生变 化 ， 在 这 些 情况 
下 , 应 当 把 n 理解 为 表征 粒子 数 的 守恒 宏观 量 ， 例 如 , 如 果 讨 论 电子 对 的 形成 , 就 应 当 把 ”理解 为 所 
有 电子 对 都 潭 没 以 后 剩 下 的 电子 数 ， 重 子 数 密度 是 n 的 一 种 方便 的 定义 (如 果 还 有 反 重 子 , 则 认为 反 
重子 数 为 负 ). 然而 , 即使 在 一 些 问题 中 根本 无 法 引入 系统 内 粒子 数 的 任何 守恒 宏观 特征 量 (该 粒子 数 
本 身 由 热力 学 平衡 条 件 确定 ), 这 些 问 题 仍然 属于 极端 相对 论 流体 动力 学 的 应 用 领域 (高 速 核子 碰撞 时 
产生 多 个 其 他 粒子 的 问题 即 属 此 列 )， 关 于 这 些 情形 下 流体 动力 学 方程 的 推导 , 见习 题 2. 
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我 们 回 到 方程 (134.1). 对 表达 式 (133.2) 进行 微分 , 得 到 

OT O(wu®) kOQu: Op 

BE Bre Ori 

用 w 乘 这 个 方程 , 即 取 这 个 方程 在 四 维 速度 方向 上 的 投影 . 因为 wivi = 1, 所 
以 wi Bui/B8z* = 0, 于 是 求 出 

Blwut) Op 





= 0. (134.4) 











ok Fx =0. (134.5) 


利用 恒 等 代 换 wu* = nu*(w/n) 和 连续 性 方程 (134.3), 我 们 把 这 个 方程 改写 为 
以 下 形式 : 


根据 众所周知 的 热力 学 关系 式 , 对 于 烩 , 我 们 有 


d=Td 人 + 二 dp (134.6) 
(T 是 温度 , o 是 单位 固有 体积 的 焙 ) 吕 .由 此 可 见 , 方 括号 中 的 表达 式 为 
3 
T 一， 
因此 , 略 去 因子 nT, 我 们 得 到 方程 
| (134.7) 


这 表示 流动 是 绝热 的 (d/ds 表示 沿 给 定 流体 微 元 世界 线 方向 的 导数 ). 利用 连 
续 性 方程 (134.3), 可 以 把 它 写 为 等 价 形式 : 
i(ou') =0, (134.8) 
即 业 流 ow: 的 四 维 散 度 等 于 零 . 
现在 , 我 们 取 方 程 (134.1) 在 垂直 于 wi 的 方向 上 的 投影 . 换言之 , 取 它 们 
的 组 合 @ 





or 100 
Bok iV Grr ™ 0 


@ 我 们 提醒 一 下 , 这 样 的 关系 式 仅 对 一 定 质量 的 物质 才 成 立 , 而 不 是 对 一 定 体积 的 物质 成 立 (一 
定 体积 的 物质 所 包括 的 粒子 数目 可 以 是 变化 的 )，(134.6) 是 归结 到 单个 粒子 的 烩 的 关系 式 , 而 1/n 是 
归结 到 单个 粒子 的 体积 

@ 为 方便 起 见 , 我 们 写 出 四 维 速度 的 分 量 ( 见 第 二 卷 8 4): 


u' = (Y, 7v/c), wi = (7, —7yv/e), 
这 里 为 简明 起 见 已 经 引入 记号 y = (1 一 v3/ce?)-!1/? (和 限于 本 章 ). 
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( 左 侧 表达 式 与 wi 的 标 积 恒 为 零 ). 经 过 简单 的 计算 , 得 到 方程 





wu = 2 一 uk (134.9) 
这 个 方程 的 三 个 空间 分 量 是 欧 拉 方 程 的 相对 论 推广 (时 间 分 量 是 其 他 三 个 分 


量 的 推论 ). 
对 于 等 灶 流 , 方程 (134.9) 可 以 写 为 另 一 种 形式 (类 似 于 把 非 相 对 论 情形 
下 的 欧 拉 方 程 从 (2.3) 变换 到 (2.9)). 根据 (134.6), 当 o/n = const 时 有 
Op Ow 
Boi "Onin’ 


所 以 方程 (134.9) 的 形式 变 为 





wk (二 = (134.10) 


如 果 流 动 还 是 定常 的 (所 有 的 量 都 与 时 间 无 关 ), 则 (134.10) 的 空间 分 量 给 出 
YY(v:V) 人 十 Sy = 以 


取 该 方程 与 v 的 标 积 , 经 过 简单 变换 就 得 到 (v :VV)(yw/n) = 0. 由 此 可 知 , 量 
一 = const (134.11) 
沿 每 一 条 流 线 都 保持 不 变 . 这 是 伯 努 利 方程 的 相对 论 推广 @. 
如 果 不 假设 等 烂 流 是 定常 的 , 则 容易 看 出 , 方程 (134.10) 具有 形 如 
ww _ Oy 
nr gr 
的 解 , 其 中 o 是 坐标 和 时 间 的 函数 . 这 些 解 是 非 相 对 论 流体 动力 学 中 的 势 流 
在 相对 论 流体 动力 学 中 的 比拟 (UH.M. 哈 拉 特 尼 科 夫 , 1954). 为 了 检验 上 述 结 
果 , 我 们 指出 , 根据 导数 82g/BzriB8z* 对 角 标 i 和 上 的 对 称 性 ， 


日 /uw 0O /uw 
天 本 = 着 (wo 
取 该 等 式 与 u* 的 标 积 并 展开 右边 的 导数 , 我 们 确实 回 到 方程 (134.10). 等 式 
(134.12) 的 空间 分 量 和 时 间 分 量 给 出 





(134.12) 


Ww WwW Op 
—V = Vwy, 一 十 一 二 0. 
Re 人 人 


©® 当 vc 时 有 w/n me? 十 minon-r (其 中 Wnon-r 是 非 相 对 论 质量 烩 ， 即 85 中 的 记号 WwW), 
是 (134.11) 化 为 方程 (5.3). 
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在 非 相 对 论 极限 下 , 第 一 个 等 式 给 出 通常 的 势 流 条 件 , 而 第 二 个 等 式 (在 按照 
p/em -ep 引入 相应 新 记号 之 后 ) 给 出 方程 (9.3). 

我 们 来 研究 具有 相对 论 状态 方程 的 介质 中 的 声音 传播 (在 这 样 的 介质 中 ， 
压强 与 包括 静止 能 量 在 内 的 内 能 密度 是 可 比 的 ) 声波 的 流体 动力 学 方程 可 以 
线性 化 , 这 时 直接 从 运动 方程 的 最 初 形式 (134.1) 出 发 较为 方便 , 而 不 必 从 与 
它 等 价 的 方程 (134.8), (134.9) 出 发 . 把 能 量 动量 张 量 分 量 的 表达 式 (133.3) 代 
入 (134.1), 并 且 处 处 只 保留 声波 振幅 的 一 阶 小 量 , 我 们 得 到 方程 组 


= 一 山 divv， 3 = —YVp, (134.13) 
这 里 用 撤 号 表示 该 量 在 声波 中 的 可 变 部 分 .由 此 消去 w 求 出 
> = cAp'. 
最 后 再 写 出 e' = (Be/Bp),yp', 就 得 到 z 的 波动 方程 , 其 中 声速 为 (本 章 用 字母 
u 表示 声速 ) 
1/2 
= (将 ) (134.14) 
ad 


(下 标 “ad” 表明 , 导数 是 对 绝热 过 程 取 的 , 即 在 o/n 保持 不 变 时 取 导 数 ). 这 个 
公式 与 相应 的 非 相 对 论 表 达 式 的 区 别 是 , 这 里 用 eyec2 代替 了 通常 的 质量 密度 . 
极端 相对 论 状态 方程 为 p = e/3, 因而 声速 为 u = c/V3. 

最 后 , 我 们 稍微 讨论 一 下 引力 场 不 可 忽略 时 的 流体 动力 学 方程 , 即 广义 相 
对 论 中 的 流体 动力 学 方程 . 只 要 把 方程 (134.8), (134.9) 中 的 普通 导数 改 为 协 
变 导数 , 即 可 得 到 这 些 方程 9: 


Wur i k 一 = ua (gu) ==0; (134.15) 

从 这 些 方程 可 以 得 到 引力 场 中 的 力学 平衡 条 件 . 在 力学 平衡 态 下 , 引力 场 

是 静止 场 . 可 以 选取 一 个 参考 系 , 使 物质 在 其 中 是 静止 的 (ue = 0, w? = gao 9)， 

所 有 的 量 均 与 时 间 无 关 ， 而 度 规 张 量 的 混合 分 量 为 零 (gos = 0). 于 是 ， 方 程 
(134.15) 的 空间 分 量 给 出 


了 oogoo _ Op 


2g00 O07” Bro’ 





wr ou uo = 


@ 这 些 方程 在 一 般 情况 下 极为 复杂 , 以 下 论文 给 出 了 其 展开 形式 的 详细 写法 (通过 三 维度 规 张 量 
表示 , 即 通 过 第 二 卷 8 84 中 的 ys 表示 ): Nelson R.A. Gen. Rel, Grav. 1981, 13: 569， 以 下 论文 给 出 了 
牛顿 近似 之 后 的 下 一 级 近似 下 的 流体 动力 学 方程 : Chandrasekhar S. Astroph. J. 1965, 142: 1488， 在 
以 下 专著 中 也 列 出 了 这 些 方程 : Misner C. W., Thorne K.S., Wheeler J. A. Gravitation. San Francisco: 
Freeman, 1973. 8 39.11., 
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即 
i (134.16) 


这 就 是 所 需 的 平衡 方程 . 在 非 相 对 论 极 限 下 , w = pe?， goo =1 十 2p/e2 (9 为 牛 
顿 引力 势 ), 方程 (134.16) 变 为 


VD 三 一 PV， 
即 通常 的 流体 静 力 学 方程 . 


习 题 


1. 求 描 述 一 维 非 定常 简单 波 的 相对 论 流体 动力 学 方程 的 解 . 
解 : 在 简单 波 中 , 所 有 的 量 都 可 以 表示 为 其 中 任何 一 个 量 的 浮 数 ( 见 8101), 把 运动 方 
程 写 为 以 下 形式 : 
18T% O_o 19T _ Onn 


: =0, (1) 
e ot Or c bt Dr 
并 认为 Too, To1, Ta 互 为 函数 , 我 们 得 到 关系 式 dTbo dTil = (dT01)*. 在 此 式 中 应 当代 入 


2 2 2 2 
了 bo 三 euo 十 pul， 70l 三 tuUot， Ti = eui 十 Du0， 


并 利用 6 一 uf 二 1 (为 了 便于 计算 ,可 以 按照 uo = coshn, ti 二 一 sinhn 引入 参数 由 . 计 
算 结果 为 





artanh 二 = + /ae (2) 
(uw 是 声速 ). 接 下 来 , 从 (1) 求 出 
oz _ dTo 
Bt “dlvo 
计算 这 个 导数 , 得 到 
= + (0) (3) 


公式 (2), (3) 就 是 所 需 的 解 . 

2. 写 出 带 有 不 确定 数目 粒子 (该 数目 本 身 取 决 于 热力 学 平衡 条 件 ) 的 极端 相对 论 介质 
的 流体 动力 学 方程 . 

解 : 热力 学 平衡 条 件 是 所 有 化 学 势 均 为 零 , 该 条 件 决 定 了 这 种 介质 中 的 粒子 数目 . 于 是 
e 一 To 十 p= 二 0, 即 w= To, 而 根据 烩 的 微分 的 热力 学 表达 式 ( 当 体 积 取 给 定 的 单位 值 且 
化 学 势 为 零 时 ), dw = 二 Tdo + dp. 从 这 两 个 公式 得 到 dp = adT 四 . 方程 (134.5) (这 里 还 
没有 使 用 连续 性 方程 ) 给 出 形 如 (134.8) 的 绝热 方程 , 而 方程 (134.9) 的 形式 变 为 

d(Tui) 67 


大 
UO ee. 
zk Ori 


@ 当 极 端 相对 论 状态 方程 p = e/3 成 立时 , 从 上 述 公式 容易 求 出 e x T4, o x T3, 这 些 规律 与 黑 
体 辐射 定律 相同 ( 见 第 五 卷 563)， 这 正 是 预期 的 结果 . 
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8 135 相对 论 流 体 动力 学 中 的 激 波 


相对 论 流体 动力 学 中 的 激 波 理论 是 按照 类 似 于 非 相对 论 理论 的 方式 建立 
起 来 的 (A.H. 陶 布 , 1948). 

同 $85 一 样 , 我 们 在 研究 间断 面 时 采用 使 它 静 止 的 坐标 系 , 并 且 使 气流 在 
垂直 于 间断 面 的 方向 上 ( 沿 坐 标 轴 zl = z) 从 1 侧 流 向 2 侧 . 粒子 流 密度 、 动 
量 流 密度 和 能 流 密度 的 连续 性 条 件 为 

In]= [nv] =0, 
IT = [lw(w) +p] =0, 
c[T™] = clwu wu?®] = 0, 


或 者 , 把 四 维 速度 分 量 值 代 入 之 后 , 这 些 条 件 化 为 


4 
区 洽 ， 呈 (135.1) 
1 
VN +Di 三 二 W227 十 po， (135.2) 
WiV17Y? 一 > W2V2Yy2, (135. 3) 


其 中 = (1 一 如 /M2, yg =(1 一 咀 /@)-W2, 而 次 =1/ni 和 仍 =1/ns 是 
分 摊 到 一 个 粒子 的 体积 @. 
从 (135.1) 和 (135.2) 求 出 


(pz — pi 


然后 , 利用 (135.1) 把 条 件 (135.3) 的 形式 改写 为 
wiV? n= w2Vz 2: 


通过 简单 的 代数 变换 (利用 (135.1) 把 xy? 各 通过 六 表示 出 来 , 然后 把 ?的 
表达 式 (135.4) 代入 ), 我 们 得 到 相对 论 激 波 绝热 线 ( 陶 布 绝热 线 ) 的 以 下 方程: 


ud — wiV2 + (po — pwiVY + waV2) = 0. (135.5) 


我 们 再 来 推导 间断 面 两 侧 气 体 速 度 的 表达 式 , 为 此 可 以 利用 条 件 (135.2)， 
(135.3) 进行 一 些 初 等 变换 @: 


te 的 
c (ez 一 elj(el 十 po) (ez 一 el)j(ez + pi) 


(135.4) 


(135.6) 


@ 在 非 相 对 论 极限 下 , 按照 (135.1) 定义 的 粒子 数 流 与 在 $ 85 中 被 记 为 7 的 质量 流 密度 相差 一 
个 因子 1/m， 此 外 , 这 里 和 885 中 定义 的 体积 V 也 相差 一 个 因子 m. 
加 进行 变换 时 采用 代 换 v/c = tanh ww, YY = cosh ep 较为 方便 . 
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按照 相对 论 中 的 速度 求 和 法 则 , 间断 面 两 侧 气 体 的 相对 速度 等 于 


_ hu-w [加 -pe 一 en 
7 Ivw/c :| 十 Da) 儿 e2 | ep 
在 非 相 对 论 极 限 下 , 如 果 取 eSme2n = mc2/Y 并 忽略 远 小 于 e 的 p, 则 公式 
(135.4), (135.6), (135.7) 变 为 公式 (85.4), (85.6), (85.7) (7 和 的 定义 在 这 里 和 
§85 中 有 区 别 , 见 脚注 ) 包 . 对 于 极端 相对 论 状态 方程 p = e/3, 从 (135.6) 有 


-| 3e2 十 el 人 号 =| 3el 十 e2 加 
C 3(3el 十 ez) c 3(3ez 十 el) 
(我 们 指出 , waiva = c2/3). 当 激 波 变 强 (ez 一 co) 时 , w 趋 于 光速 , va 趋 于 c/3. 

我 们 在 第 九 章 中 曾经 用 Vp 平面 上 的 图 像 来 表示 激 波 绝热 线 . 仿照 这 个 
做 法 , 用 来 表示 相对 论 激 波 绝热 线 的 变量 自然 就 是 wV?, pe?. 在 这 些 坐 标 下 ， 
六 确定 了 从 绝热 线 初始 点 1 到 任意 一 点 2 的 弦 的 斜率 . 

在 研究 考虑 相对 论 效应 的 弱 激 波 时 , 也 完全 可 以 仿照 在 §86 中 研究 非 相 
对 论 情形 时 的 做 法 ( 开 . M. 哈 拉 特 尼 科 夫 , 1954). 不 再 重复 所 有 计算 , 我 们 给 出 
焙 间 断 值 的 结果 : 


(135.8) 





21，T72 
02 一 0l -下 (有 | A | 下 (pz 一 Di) ， (135.9) 
它 也 是 压强 间断 值 的 三 阶 小 量 . 我 们 看 到 , 因为 ca > cl 必须 成 立 , 所 以 如 果 
“| >0, (135.10) 
CT 


则 激 波 是 压缩 波 . 该 条 件 是 非 相对 论 流体 动力 学 条 件 (86.2) 的 相对 论 推广 @. 
当 ps > pi 时 , 从 (135.4) 和 (135.5) 可 知 


WU < wiVi, waW > wiV. 


由 此 还 可 知 , 在 任何 情况 下 都 有 从 < Wi, 即 体积 V 减 小 的 程度 甚至 高 于 wy 
增加 的 程度 . 在 一 级 近似 下 , 弱 激 波 的 速度 v 和 vs 自然 等 于 声速 , 因为 粹 的 


外 为 了 通过 取 极 限 的 方式 从 相对 论 激 波 绝热 线 方程 (135.5) 过 渡 到 非 相 对 论 方程 (85.10), 这 样 
的 近似 是 不 够 的 . 应 取 w = mmc2 +nme 十 p (se 是非 相对 论 质量 内 能 ), 并 用 c2 除 方程 (135.5), 然后 
在 c 一 oo 时 取 极 限 . 

@ 利用 一 个 粒子 的 烩 的 热力 学 关系 式 d(wV) = Vdp ( 当 cV = const 时 ) 可 知 , 条 件 (135.10) 等 


价 于 不 等 式 
aV 
( 稼 ) > |( 专 mw) 
其 右 侧 在 非 相 对 论 极 限 下 变 为 零 . 
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变化 是 三 阶 小 量 , 而 表达 式 (135.6) 在 ps 一 pi, ez 一 el 时 变 为 导数 (134.14)@. 
与 $86 完全 类 似 的 讨论 表明 , 在 下 一 级 近似 下 有 vi > wi, v2 < uz. 

因此 , 在 考虑 相对 论 效应 的 弱 激 波 中 , 各 量 的 变化 方向 (在 条 件 (135.10) 
下 ) 所 满足 的 不 等 式 与 非 相 对 论 情形 没有 区 别 . 可 以 采用 与 887 完全 类 似 的 方 
法 把 这 个 结果 向 任意 强度 的 激 波 推广 宇 . 

我 们 同时 强调 , 无 论 热力 学 条 件 如 何 , 无 论 是 否 考虑 相对 论 效应 , 不 等 式 
v1 > ui v2 < tz 对 于 激 波 都 是 成 立 的 , 这 是 要 求 激 波 具有 可 演化 性 的 推论 . 我 
们 还 记得 , 在 得 到 这 些 条 件 时 (8$888), 只 有 运动 流体 中 的 声波 扰动 相对 于 静止 
间断 面 的 传播 速度 vv 士 v 的 符号 才 是 重要 的 . 按照 相对 论 中 的 速度 求 和 法 则 ， 
这 些 传 播 速度 由 表达 式 (4 土 v)/(1 士 vu/e2) 给 出 , 其 符号 只 取决 于 分 子 , 所 以 
8$88 中 的 全 部 讨论 仍然 适用 . 
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当 耗 散 过 程 ( 黏 性 和 热传导 ) 存在 时 , 相对 论 流体 动力 学 方程 的 建立 归结 
为 确定 能 量 动量 张 量 和 物质 流 密度 矢量 中 相应 附加 项 的 形式 的 问题 . 分 别 用 
Tik 和 vi 来 表示 这 些 项 , 我 们 写 出 





Tik = 一 D9ik + WUiUk + Tik, (136.1) 
mi = TUi Ui. (136.2) 
运动 方程 仍然 包含 于 以 下 方程 : 
Sn on: 
Ork 9, Ori 


但 是 , 首先 出 现 的 问题 涉及 速度 wi 的 概念 本 身 , 我 们 需要 更 精确 的 定义 . 
在 相对 论 力 学 中 , 任何 能 流 都 不 可 避免 地 还 与 质量 流 有 联系 . 所 以 , 例如 当 存 
在 热流 时 , 用 质量 流 来 定义 速度 ( 像 在 非 相对 论 流体 动力 学 中 那样 ) 就 没有 直 
接 的 意义 . 在 这 里 , 我 们 用 以 下 条 件 来 定义 速度 : 在 每 个 给 定 流体 微 元 的 固有 
参考 系 中 , 该 流体 微 元 的 动量 为 零 , 而 其 能 量 可 以 通过 其 他 热力 学 量 表示 , 并 
且 所 用 公式 与 没有 耗 散 过 程 时 的 相应 公式 相同 . 这 意味 着 , 在 上 述 参考 系 中 ， 
张 量 rik 的 分 量 roo 和 moa 应 当 为 零 . 因为 在 该 参考 系 中 还 有 ua = 0, 所 以 有 
张 量 关 系 式 (在 任何 其 他 参考 系 中 同样 成 立 ) 


Tiku® = 0. (136.3) 
@ 表达 式 (135.4) 则 变 为 导数 —c?[dp/d(wVv?)). 在 oV = const 的 条 件 下 , 利用 热力 学 表达 式 


dleV) = -pdV, d(wV) = Vdp 容易 证 明 , 该 导数 乘 以 V? 理所当然 等 于 u?/(1 一 u?). 
@@ 见 : Thorne K.S. Astroph. J. 1973, 179: 897. 


8136 黏 性 导热 介质 运动 的 相对 论 方程 .575 ， 


矢量 wv 应 当 满 足 类 似 的 关系 式 
i: = 0, (136.4) 


因为 在 国有 参考 系 中 , 四 维 粒 子 流失 量 ni 的 分 量 no 按照 定义 必须 等 于 粒子 
数 密度 n. 

根据 入 增加 原理 的 要 求 即 可 确定 张 量 mx 和 矢量 v 的 待 求 形式 , 而 这 个 
原理 应 当 包 含 在 运动 方程 中 (类 似 地 , 在 8134 中 从 这 些 方程 得 到 了 理想 流体 
的 等 箭 条 件 ). 通过 简单 的 变换 , 利用 连续 性 方程 容易 得 到 以 下 方程 : 
. Bri .Ort 
让 (ou 一 AD + 
其 中 是 物质 的 相对 论 化 学 势 , ny = w 一 To, 这 里 还 应 用 了 其 微分 的 热力 学 
关系 式 : 











1 o 
最 后 , 利用 关系 式 (136.3), 我 们 把 这 个 方程 改写 为 
0 , , 日 k Du 
Bort (ou 一 Vi) = 一 歼 示 于 让 ; (136.6) 


左边 的 表达 式 应 当 是 炉 流 的 四 维 散 度 ， 而 右边 的 表达 式 应 当 是 由 耗 散 过 
程 引 起 的 炉 增 . 因此 , 四 维 烂 流 密度 和 失 量 为 

0 = GU — i (136.7) 

而 mk 和 v* 应 当 是 速度 梯度 和 各 热力 学 量 梯度 的 线性 函数 , 并 且 该 函数 能 够 

保证 方程 (136.6) 的 右边 严格 为 正 . 这 个 条 件 与 条 件 (136.3), (136.4) 一 起 就 唯 
一 确定 了 对 称 的 四 维 张 量 mx 和 四 维 矢量 v; 的 形式 : 

k , ! 
ik = =H (党 十 3 一 un a uu) 一 C (¢ 一 3 (ge — UiUk); 
(136.8) 


2 
Pe -二 (到 weakaer 芋 | (136.9) 
其 中 nm, ¢ 是 两 个 黏度 , x 是 热 导 率 , 它们 符合 非 相 对 论 情形 中 的 定义 . 在 非 相 
对 论 极 限 下 , 分 量 zo 化 为 三 维 黏 性 应 力 张 量 的 分 量 ce, 见 (15.3). 
没有 物质 流 时 的 能 流 对 应 于 纯粹 的 热传导 , 其 条 件 是 nua + va = 0. 这 时 
四 维 速 度 的 空间 分 量 ve = -ze%/m 是 梯度 的 一 阶 项 . 因为 表达 式 (136.8), (136.9) 
只 精确 到 梯度 的 一 阶 项 , 所 以 应 当 认 为 四 维 速度 的 分 量 wo 等 于 1: 


us=1+uau 三 1 十 aa 2 1. 
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在 这 样 的 精度 下 , 应 当 忽 略 (136.9) 中 方 括号 内 的 第 二 项 . 于 是 , 对 于 能 流 密度 
cT99 = 一 cT9, 我 们 求 出 


2 D 
0 0 cw xnT 几 
一 上 ”一 一 CUUU = 一 2 = 一 一 一 一 一 一. 
全 2 Brza 人 


利用 热力 学 关系 式 (136.5) 并 把 它 改写 为 


村 dp 
i 
我 们 求 出 能 流 : 
—x (vr 和 二 VP) | (136.10) 


我 们 看 出 , 在 考虑 相对 论 效应 的 情况 下 , 由 热传导 造成 的 热流 不 是 简单 地 与 温 
度 梯 度 成 正比 , 而 是 与 温度 梯度 和 压强 梯度 的 确定 组 合成 正比 (在 非 相 对 论 极 
限 下 , w 守 nme, 所 以 应 当 忽 略 带 有 Vp 的 项 ). 
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当 温 度 接近 绝对 零度 时 , 量子 效应 在 流体 的 性 质 中 占据 首要 地 位 . 这 些 情 
况 下 的 流体 称 为 量子 流体 . 实际 上 只 有 和 氨 一 直到 绝对 零度 时 仍然 是 液体 , 所 有 
其 他 液体 在 量子 效应 变 得 显著 之 前 早已 凝固 . 不 过 , 所 有 两 种 同位 素 :4He 和 
3He, 其 原子 的 统计 规律 有 所 不 同 . “He 的 原子 核 没 有 自 旋 , 并 且 原 子 整体 的 自 
旋 也 为 零 , 这 些 原子 遵循 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 法 . 3He 的 原子 ( 核 ) 具有 自 旋 1/2 
并 遵循 费 米 - 狄 拉克 统计 法 . 这 种 区 别 对 于 由 这 两 种 物质 组 成 的 量子 流体 的 性 
质 有 极 重 要 的 意义 , 前 者 称 为 玻 色 (量子 ) 液体 , 后 者 称 为 费 米 (量子 ) 液体 . 本 
章 只 讨论 玻 色 液 体 . 

当 温度 为 2.19 K 时 , 液 氨 (同位 素 4He) 有 一 个 入 点 (二 级 相 变 )@. 当 温度 
低 于 该 点 温度 时 , 液 氮 (处 于 这 种 液 相 的 氨 称 为 He IT) 有 许多 奇妙 的 性 质 , 其 
中 最 重要 的 性 质 是 由 II.AI. 卡 皮 查 在 1938 年 发 现 的 超 流动 性 , 即 流体 沿 毛 细 
管 或 缝 阶 流动 时 不 表现 出 任何 黏 性 的 性 质 . 

超 流体 理论 是 由 JI. 工 . 朗 道 (1941) 建立 的 . 本 教程 另 一 卷 包含 对 该 理论 
微观 部 分 的 介绍 ( 见 第 九 卷 第 三 章 ), 而 这 里 仅 限 于 讨论 以 微观 理论 的 一 些 观 
念 为 基础 发 展 起 来 的 宏观 超 流体 动力 学 @. 

图 I 的 流体 动力 学 是 在 微观 理论 的 以 下 基本 结果 之 上 发 展 起 来 的 ， 当 温 


@ 在 pT 平面 上 的 氨 的 相 图 中 ， 和 点 组 成 一 条 曲线 . 温度 2.19 K 对 应 于 该 曲线 与 气 液 平衡 线 的 
@ 同位 素 “He 的 费 米 液体 也 可 以 变 为 超 流体 , 但 要 在 低 得 多 的 温度 下 (~ 10-3 K). 这 种 超 流体 
的 流体 动力 学 性 质 更 为 复杂 , 因为 描述 其 状态 的 “ 序 参量 " 具有 更 复杂 的 特性 ( 见 第 九 卷 8 54). 
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度 不 为 零 时 , 氨 I 如 同 两 种 不 同 液体 的 混合 物 , 其 中 一 种 是 超 流体 , 在 沿 固体 
表面 运动 时 不 表现 出 任何 黏 性 , 而 另 一 种 表现 为 普通 的 正常 猪 性 流体 . 这 时 非 
常 重要 的 是 , 这 两 种 液体 之 间 在 它们 “互相 穿 过 ” 时 没有 摩擦 , 即 动量 没有 从 一 
种 液体 转移 给 男 一 种 液体 . 

但 是 , 必须 极其 明确 地 强调 , 把 所 研究 的 液体 当做 正常 部 分 和 超 流 部 分 的 
混合 物 , 这 只 不 过 是 直观 描述 量子 液体 中 的 现象 的 一 种 方法 . 就 像 用 经 典 术语 
描述 量子 现象 那样 , 这 种 描述 方法 并 不 是 完全 适用 的 . 其 实 应 当 说 , 在 氨 I 这 
样 的 量子 液体 中 可 以 同时 存在 两 种 运动 , 每 一 种 运动 都 与 白 己 的 有 效 质量 有 
关 (两 种 有 效 质量 之 和 等 于 液体 的 总 质量 ), 这 两 种 运动 之 一 是 正常 流动 , 其 性 
质 与 普通 黏 性 流体 运动 的 性 质 一 样 , 而 另 一 种 是 超 流 流 动 . 这 两 种 运动 之 间 不 
发 生动 量 转移 . 在 一 定 意义 上 可 以 讨论 液体 的 超 流 部 分 和 正常 部 分 , 但 这 决 不 
意味 着 液体 可 以 真正 分 为 这 样 两 部 分 . 

关于 氨 工 中 现象 的 真实 特性 , 只 要 注意 到 所 有 这 些 说 明 , 就 可 以 采用 流体 
的 超 流 部 分 和 正常 部 分 这 些 术 语 , 以 便 通过 直观 的 方法 简洁 地 描述 这 些 现象 . 
但 是 , 我 们 更 愿意 采用 超 流 流动 和 正常 流动 这 些 更 准确 的 术语 , 而 不 愿 把 它们 
与 “二 流体 混合 物 ” 的 两 个 组 元 联系 起 来 . 

有 了 上 述 两 种 流动 形式 的 概念 , 就 可 以 简单 解释 在 实验 中 观察 到 的 氨 I 
流动 的 主要 性 质 . 氨 II 沿 罕 缝 流动 时 之 所 以 不 表现 出 黏 性 , 是 因为 在 罕 缝 中 
出 现 的 是 无 摩擦 的 超 流 流动 . 可 以 说 , 液体 的 正常 部 分 留 在 容器 中 并 以 缓慢 得 
多 的 速度 流 过 罕 缝 , 该 速度 取决 于 这 部 分 液体 的 黏 性 和 窍 缝 的 宽度 . 相反 , 根 
据 漫 没 在 液体 中 的 圆 盘 扭 转 振动 的 衰减 来 测量 氨 I 的 黏度 , 应 当 得 到 非 零 的 
值 . 圆 盘 的 转动 引起 它 附 近 的 氨 荆 的 正常 流动 , 这 种 流动 所 特有 的 黏 性 使 圆 盘 
停止 下 来 . 因此 , 在 通过 毛细 管 或 窗 终 流动 的 实验 中 可 以 观察 到 氨 I 的 超 流 
流动 , 而 在 圆 盘 转动 实验 中 可 以 观察 到 氨 I 的 正常 流动 . 

除了 黏 性 消失 外 , 超 流 流动 还 有 以 下 两 个 重要 性 质 : 超 流 流动 不 传 热 , 并 
且 这 种 流动 总 是 势 流 . 这 两 个 性 质 也 得 自 微观 理论 . 根据 微观 理论 , 正常 流动 
其 实 是 一 种 “激发 气体 ” 的 流动 . 我 们 还 记得 , 可 以 把 量子 流体 中 原子 的 集体 热 
运动 看 做 诸多 单独 的 元 激发 ， 其 行为 相当 于 在 这 些 流体 所 占 区 域内 运动 并 有 具 
有 确定 的 动量 和 能 量 的 一 些 准 粒子 . 

氢 I 的 烂 由 元 激发 的 统计 分 布 确定 . 所 以 , 在 激发 气体 处 于 静止 状态 的 
任何 一 种 流动 中 , 不 会 出 现 炉 的 任何 宏观 输 运 . 这 也 就 意味 着 , 超 流 流动 不 会 


@ 独立 于 朗 道 , 工 . 蒂 萨 (1940) 也 提出 了 在 宏观 上 描述 氨 II 的 定性 思路 , 他 也 把 密度 分 为 两 部 分 
并 引入 两 个 速度 场 ， 该 思路 同样 让 他 能 够 预言 , 在 氨 II 中 存在 两 种 形式 的 声波 ( 见 下 文 $141)， 然 而 ， 
由 于 初始 的 微观 观念 有 误 , 在 带 萨 的 论文 中 并 没有 建立 起 一 个 合理 的 超 流 动 性 理论 (包括 其 流体 动力 
学 理论 ). 
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伴随 有 焙 的 输 运 , 换言之 , 不 会 发 生 传 热 . 由 此 同样 可 知 , 如 果 在 毛 I 的 流动 
中 只 有 超 流 流动 , 则 该 流动 在 热力 学 上 是 可 逆 的 . 

通过 正常 流动 来 传 热 是 在 氨 II 中 实现 传 热 的 机 理 . 因此 , 这 样 的 传 热 具 
有 独特 的 对 流 特性 , 根本 不 同 于 通常 的 热传导 . 氨 I 中 的 任何 温度 差 都 会 引 
起 正常 流动 和 超 流 流动 , 这 两 种 内 部 流动 可 以 使 质量 输 运 相互 抵消 , 从 而 在 流 
体 中 不 产生 任何 真正 的 宏观 质量 输 运 . 

我 们 在 下 面 将 分 别 用 ws 和 wv 表示 超 流 流动 和 正常 流动 的 速度 . 上 述 传 
热机 理 表 明 , 炉 流 密度 等 于 速度 v 与 体积 炉 的 乘积 waps (s 是 流体 的 质量 粹 ). 
热流 密度 等 于 炉 流 密度 乘 以 T, 即 


gq = plavs. (137.1) 
超 流 流动 的 有 势 性 可 由 等 式 
rot vs = 0 (137.2) 


表示 , 它 在 任何 时 刻 在 流体 所 占 整 个 区 域内 都 应 当成 立 . 这 个 性 质 在 宏观 上 表 
现 了 氢 I 的 能 谱 特 性 , 而 这 种 能 谱 特 性 是 超 流 动 性 微观 理论 的 基础 : 长 波长 
( 即 小 动量 和 小 能 量 ) 的 元 激发 是 声 量 子 , 即 声 子 . 所 以 , 宏观 的 超 流 体 动力 学 
只 允许 声 振动 而 不 允许 任何 其 他 振动 , 这 是 条 件 (137.2) 所 要 求 的 @. 
因为 超 流 流动 是 势 流 , 所 以 固体 在 相应 定常 绕 流 中 不 会 受到 任何 阻力 ( 达 
朗 贝 尔 伴 诬 , 见 811). 相反 , 正常 流动 导致 被 绕 流 固体 受到 阻力 的 作用 . 如 果 
超 流 流动 和 正常 流动 所 对 应 的 质量 流 相 互 抵消 , 我们 就 会 得 到 一 种 非常 奇特 
的 流动 图 像 : 浸没 在 氨 I 中 的 物体 受到 力 的 作用 , 但 是 没有 任何 总 质量 输 运 . 


习 题 


设 氨 II 充满 一 根 毛 细 管 , 其 两 端 维持 很 小 的 温度 差 AT, 求 沿 毛细 管 的 热流 . 

解 : 按照 公式 (138.3), 毛细 管 两 端的 压强 差 Ap = psAT. 该 压强 差 导 致 毛细 管内 出 
现 正 常 流动 , 截面 上 的 平均 速度 为 

5 = R?Ap 
8nl 

( 民 是 毛细 管 的 半径 , ! 是 其 长 度 , 7 是 正常 流动 的 黏度 ; 请 对 比 (17.10)). 总 热流 为 
TTrR4p2s2AT' 

8n! 


在 相反 方向 上 出 现 超 流 流动 , 其 速度 取决 于 没有 总 质量 输 运 的 条 件 : ws = 一 Tn pn/p。. 





Tpsvnr R? = 


@ 关于 这 个 结论 的 更 完整 的 微观 证 明 , 见 第 九 卷 $ 26. 
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8 138 热机 械 效 应 


氨 I 中 的 热机 械 效应 是 : 当 氨 通过 毛细 管 从 容器 中 流出 时 ,可 以 观察 到 
容器 中 的 温度 上 升 ; 相反 , 当 氨 从 毛细 管 流入 另 一 个 容器 时 , 容器 中 的 温度 下 
降 @. 关于 这 种 现象 , 我 们 可 以 很 自然 地 给 出 这 样 的 解释 : 通过 毛细 管 的 流动 
的 主要 是 超 流 流动 , 所 以 不 会 把 热量 带 出 去 , 于 是 容器 中 的 剩余 热量 分 配给 数 
量 有 所 减 小 的 氨 HI. 当 氢 从 毛细 管 流入 容器 时 , 现象 是 相反 的 . 

容易 求 出 单位 质量 的 氢 通 过 毛细 管 流入 容器 时 所 吸收 的 热量 Q@. 因为 流 
入 的 氨 并 不 携带 科 ,所 以 为 了 让 容器 中 的 氨 保 持 其 温度 了 不 变 , 对 于 单位 质量 
的 氨 , 应 当 输 入 热量 Ts 来 补偿 质量 焙 的 降低 . 这 意味 着 , 当 单 位 质量 的 氢 流 
入 装 有 温度 为 了 的 氨 的 容器 时 , 需要 吸收 热量 


Q=Ts. (138.1) 


相反 , 当 单 位 质量 的 氨 流 出 装 有 温度 为 了 的 氨 的 容器 时 , 需要 释放 热量 Ts. 

现在 考虑 两 个 装 满 氨 I 且 温 度 分 别 为 和 T2 的 容器 , 它们 由 一 个 毛细 
管 相连 . 因为 超 流 流动 可 以 沿 毛细 管 自由 地 进行 , 所 以 两 个 容器 中 的 液体 很 快 
就 建立 起 力学 平衡 . 但 是 , 由 于 超 流 流动 并 不 传 热 , 所 以 热平衡 (这 时 两 个 容器 
中 的 氨 的 温度 相同 ) 的 建立 要 缓慢 得 多 . 

如 上 所 述 , 力学 平衡 是 在 两 个 容器 中 所 的 焙 s! 和 ss 分 别 保持 不 变 时 建 
立 起 来 的 , 据 此 容易 写 出 力学 平衡 条 件 . 

如 果 sl 和 ez 是 氨 在 温度 TI 和 7。 下 的 质量 内 能 , 并 且 力 学 平衡 是 通过 
超 流 流动 达到 的 , 则 力学 平衡 条 件 (最 小 能 量 条 件 ) 为 


OE Oe 
( 动 ) =- (起 ) 
式 中 N 为 单位 质量 氮 的 原子 数 . 而 导数 (8e/8N)。 为 化 学 势 ,于 是 得 到 以 下 
形式 的 平衡 条 件 : 
Kp1, T1) = p(p2, T2) (138.2) 


(pi, ps 是 两 个 容器 中 的 压强 ) 
以 后 , 我 们 将 不 再 像 通常 那样 把 化 学 势 理解 为 归结 到 单个 粒子 (原子 ) 


@ 严格 地 说 , 在 普通 流体 中 也 应 当 出 现 非常 微弱 的 热机 械 效 应 . 对 氨 II 而 言 , 反常 之 处 在 于 这 种 
效应 非常 显著 . 普通 流体 中 的 热机 械 效应 是 佩 尔 捷 温 差 电 效 应 之 类 的 不 可 逆 现 象 (在 稀薄 气体 中 可 以 
实际 观察 到 这 种 效应 , 见 第 十 卷 $14 习题 1), 这 种 效应 在 氨 I 中 也 应 当 存在 , 但 是 被 下 文中 介绍 的 另 

-种 大 得 多 的 效应 掩盖 了 .， 后 者 是 氨 II 所 特有 的 效应 ,并且 与 修 尔 捷 效 应 之 类 的 不 可 道 现 象 毫 无 共 
同 之 处 . 
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的 热力 学 势 , 而 把 它 理解 为 单位 质量 氨 的 热力 学 势 . 这 两 个 定义 只 相差 一 个 常 
因子 一 一 氨 原 子 的 质量 . 

如 果 压 强 p 和 ps 很 小 , 则 按压 强 的 血 展 开 并 注意 到 (hk/Bp)r 是 质量 体 
积 ( 它 对 温度 的 依赖 性 很 弱 ), 我 们 得 到 


A Bn 
FP = p00, T) -pl0, Ty) = 人 sa 
p TI 


式 中 Ap = po 一 pi. 如 果 温 度 差 AT = TT 一 了 也 很 小 , 则 按 AT 的 血 展 开 并 注 
意 到 (8j/8T), = 一 s, 就 得 到 以 下 关系 式 : 
(H. 伦 敦 , 1939). 因为 s > 0, 所 以 也 有 Ap/AT > 0. 


(138.3) 
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我 们 现在 推导 宏观 ( 唯 象 ) 描述 氨 II 流动 的 封闭 的 流体 动力 学 方程 组 . 根 
据 前 面 的 讨论 , 流动 在 每 一 个 点 都 由 两 个 速度 ws 和 wn 描述 , 而 不 像 通 常 的 
流体 动力 学 中 那样 只 由 一 个 速度 描述 , 我 们 需要 列 出 相应 的 运动 方程 . 结果 表 
明 , 只 要 从 伽利略 相对 性 原理 和 必须 成 立 的 守恒 定律 所 要 求 的 条 件 出 发 (还 利 
用 由 方程 (137.1) 和 (137.2) 表示 的 运动 性 质 ), 就 可 以 唯一 地 得 到 所 需 的 运动 
方程 组 . 

应 当 注 意 , 当 流 动 速度 足够 高 时 , 氨 II 实际 上 会 丧失 超 流动 性 . 由 于 这 种 
临界 速度 现象 , 只 有 当 速 度 ws 和 vb 不 太 大 时 , 超 流 氨 的 流体 动力 学 方程 组 才 
有 实际 的 物理 意义 . 尽管 如 此 , 我 们 首先 还 是 在 不 对 速度 ws 和 wv。 作 任 何 假 
设 的 情况 下 推导 这 些 方程 , 因为 如 果 忽 略 速 度 的 高 次 荔 项 , 就 不 可 能 从 守恒 定 
律 出 发 合理 地 推导 方程 . 在 最 终 得 到 这 些 方程 之 后 , 我 们 再 过 渡 到 有 物理 意义 
的 小 速度 情形 . 

用 字母 7 表示 流体 的 质量 流 密度 , 这 个 量 也 是 单位 体积 流体 的 动量 (请 对 
比 218 页 的 脚注 ). 我 们 把 7 写 为 两 项 之 和 的 形式 : 


J = psVs + PnVn， (139.1) 


@ 根据 微观 理论 已 经 可 以 推出 , 在 超 流 流动 中 存在 极限 速度 . 在 氨 II 中 , 元 激发 能 谱 的 具体 形式 
导致 朗 道 超 流动 性 条 件 在 速度 很 大 时 遭 到 破坏 ( 见 第 九 卷 $23). 但 是 , 实际 观测 到 的 临界 速度 远 小 于 
这 个 极限 值 , 并 且 与 流动 的 具体 条 件 有 关 (例如 , 与 较 大 区 域内 的 流动 相 比 , 沿 毛细 管 或 罕 缘 的 流动 具 
有 更 大 的 临界 速度 ). 这 些 现象 的 物理 本 质 在 于 量子 涡 环 的 产生 ， 当 圆柱 形容 器 内 的 液 氨 发 生 转 动 时 ， 
就 会 出 现 这 种 类 型 的 涡 丝 (但 是 是 直线 涡 丝 , 见 第 九 卷 $29)， 本 章 不 考虑 这 些 现象 . 
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每 一 项 分 别 与 超 流 流 动 和 正常 流动 的 质量 流 有 关 . 系数 p 和 ps 可 以 称 为 流 
体 的 超 流 密度 和 正常 密度 , 两 者 之 和 是 氨 I 的 实际 密度 p: 
p= ps t+ Pn: (139.2) 


当然 , 量 p。 和 p,。 都 是 温度 的 函数 . 在 绝对 零度 下 ,mn 为 零 , 这 时 氨 I 是 ' 完 
全 超 流体 "@, 而 在 和 点 , p, 为 零 , 这 时 氨 工 是 “完全 正常 流体 ”. 
密度 p 和 质量 流 j 应 当 满足 表示 质量 守恒 定律 的 连续 性 方 各 





2 +div7 = 0. (139.3) 
动量 守恒 定律 可 以 表示 为 以 下 形式 的 方程 : 

0j; ONik _ 

HH 二 Be 0, (139.4) 


式 中 lix 是 动量 流 密度 张 量 . 
我 们 暂 不 讨论 流体 中 的 耗 散 过 程 , 所 以 流动 是 可 逆 的 , 流体 的 炉 因 而 也 必 
须 守 恒 . 注意 到 烂 流 为 psun, 我 们 把 粹 守恒 方程 写 为 以 下 形式 : 


Ee + div(psvn) = 0. (139.5) 

有 了 方程 (139.3) 一 (139.5), 必须 再 补充 一 个 方程 , 以便 确定 速度 ws 对 时 

间 的 导数 . 这 个 方程 应 当 保 证 流动 的 有 势 性 不 随时 间 而 改变 , 这 意味 着 vs 的 
导数 应 当 表 示 为 某 个 标量 的 梯度 . 我 们 据 此 写 出 该 方程 : 





过 +V (全 十 1) = 0, (139.6) 
式 中 为 某 个 标量 . 

当然 , 只 有 在 得 到 暂 未 确定 的 Mk 和 的 形式 之 后 ,方程 (139.4) 和 (139.6) 

才 有 实际 意义 . 为 此 , 必须 利用 能 量 守恒 定律 和 基于 伽利略 相对 性 原理 的 一 些 

结果 , 即 必须 要 求 流体 动力 学 方程 (139.3) 一 (139.6) 能 够 使 由 以 下 方程 表示 的 

E 量 守恒 定律 自动 成 立 : i 

Fr +dvaQ=0, (139.7) 

其 中 互 为 流体 的 体积 能 , @ 为 能 流 密度 . 当 两 种 同时 发 生 的 流动 的 相对 速度 

vn 一 Vs 具有 给 定 值 时 , 根据 伽利略 相对 性 原理 就 能 够 确定 所 有 的 量 对 一 个 速 
度 (ws) 的 依赖 关系 . 


@@ 如 果 氨 II 含有 杂质 (一 般 是 同位 素 *He), 则 pn 在 绝对 零度 下 也 不 为 零 . 
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除了 原 有 坐标 系 KK, 我 们 再 引入 一 个 坐标 系 Ko, 使 超 流 流动 中 所 研究 的 
流体 微 元 的 速度 为 零 . 坐标 系 Ko 相对 于 坐标 系 天 运动 , 其 速度 等 于 原 有 坐 
标 系 中 的 超 流 流动 速度 . 所 有 的 量 在 坐标 系 K 和 Ko 中 的 值 之 间 的 关系 ( 坐 
标 系 Ko 中 的 值 用 下 标 0 加 以 区 别 ), 由 众所周知 的 以 下 力学 变换 公式 给 出 @: 





7 一 pVUs 十 了 0， 
2 
岂 5 
EE= ~ + 70:Vs 二 + Eo, 


i (139.8) 
机 久 。 
Q= (党 二 jo0'vVs + 本 Vs 十 DJ0+ ovs + Qo, 


Tlik = pVsivVsk + Vsijok + Vskjoi + Toix 


(这 里 Io :vs 表示 分 量 为 Doikusk 的 矢量 ). 

在 坐标 系 Ko 中 , 所 讨论 的 流体 微 元 只 有 一 种 运动 一 一 速度 为 wun 一 vs 的 
正常 流动 . 所 以 , 与 这 个 坐标 系 有 关 的 量 j6，Eo, Qo, IToix 只 能 依赖 于 速度 差 
vn 一 Vs, 而 不 能 单独 依赖 于 每 一 个 速度 vo, vs. 特别 地 , 矢量 7 和 Qo 应 当 指 
向 矢量 wn 一 vs 的 方向 . 因此 , 当 wn 一 vs 给 定时 , 公式 (139.8) 就 确定 了 待 求 各 
量 对 ws 的 依赖 关系 . 

我 们 把 能 量 Eo 看 做 p, s 和 单位 体积 流体 的 动量 jo 的 函数 , 它 满足 热力 

dEo = jdp+Td(ps) + (vn — vs): djo, (139.9) 


式 中 jh 为 化 学 势 (单位 质量 流体 的 热力 学 势 ). 前 两 项 对 应 于 静止 流体 在 等 容 
条 件 下 (这 里 是 单位 体积 下 ) 的 通常 的 热力 学 关系 式 , 而 最 后 一 项 表示 , 能 量 对 
动量 的 导数 是 运动 速度 . 动量 jo (坐标 系 Ko 中 的 质量 流 密度 ) 显然 就 是 


Jo = pn(vVn — Vs) 


(这 时 , (139.8) 中 的 第 一 个 公式 与 (139.1) 相同 ). 
进一步 的 计算 过 程 如 下 . 把 (139.8) 中 的 已 和 @ 代 入 能 量 守恒 方程 (139.7)， 
并 且 利 用 (139.9) 把 导数 OEo/at 通过 p, ps 和 jo 的 导数 表示 出 来 . 然后 利用 


@ 这 些 公式 是 伽利略 相对 性 原理 的 直接 推论 , 所 以 对 于 任何 具体 坐标 系 均 成 立 ， 例 如 , 如 果 研 究 
普通 流体 , 就 可 以 得 到 这 些 方程 . 在 普通 的 流体 动力 学 中 , 动量 流 密 度 张 量 为 Tik = puiok 十 p56ik， 举 
标 系 K 中 的 流体 速度 w 与 坐标 系 Ko 中 的 流体 速度 wo 之 间 的 关系 为 v = vo + 其 中 w 是 坐标 系 
Ko 相对 于 坐标 系 K 的 速度 . 代入 Jr 后 得 到 


JTik = P6ik + PuoiVok 十 Puotuk 十 puUivok 十 Pu， 


引入 Dotk = p6ik 十 pvoivok 和 jo = puo, 就 得 到 张 量 ITi 的 上 述 变换 公式 . 用 类 似 方法 可 以 得 到 其 
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流体 动力 学 方程 (139.3) 一 (139.6) 消去 全 部 对 时 间 的 导数 (p, vs 等 ). 计算 相当 
繁琐 , 经 过 大 量化 简 后 得 到 以 下 结果 : 


-ee 十 LN 十 Pdivvs 一 由 VPp 十 pnWw-: (w * V)vn 
Oxk Oxrk 


+ divhw(Tps+ pay)] + (pn — ps)w: V(¥ — 4H) = div @o, 


这 里 暂时 用 yp 表示 (139.6) 中 的 标量 (4), 为 简洁 起 见 引 入 了 记号 ww = wn 一 ws， 
此 外 还 引入 了 记号 


p=—Eo+Tps+ hp+ pn(Vn — vs)”, (139.10) 


其 意义 将 在 下 面 加 以 解释 . 该 能 量 守 恒 方程 必须 恒 成 立 , 并 且 Qo, To, p 必须 
只 依赖 于 热力 学 变量 和 速度 w, 而 不 依赖 于 这 些 量 的 梯度 (因为 我 们 不 考虑 耗 
散 过 程 ). 这 些 条 件 唯 一 地 确定 了 Qo, To, vp 的 表达 式 . 

首先 应 取 2 = 4, 即 方程 (139.6) 中 的 标量 就 是 按照 (139.9) 定义 的 化 学 势 
(所 以 我 们 在 前 面 用 字母 jy 表示 它 ). 对 于 其 余 各 量 , 应 取 


Qo = (Tps + pat)w + pn w, 
Toik = pOik + pnWiwk. 


现在 , 把 这 些 表 达 式 代入 公式 (139.8), 就 得 到 能 流 密度 和 动量 流 密度 张 量 的 最 
终 表达 式 : 


2 
Q = (n + 宇 ) 了 十 Tpsvn 十 Puvn[un.(vn 一 vs)]， (139.11) 
Tik = PnVniVnk 十 DsVsiVsk + POik. (139.12) 


表达 式 (139.12) 的 形式 是 普通 流体 动力 学 公式 IZi = puiuk 二 p6ik 的 自然 
推广 . 这 时 , 由 公式 (139.10) 定义 的 量 p 自然 可 以 看 做 流体 的 压强 . 在 完全 静 
止 的 流体 中 , 表达 式 自 然 与 通常 的 定义 一 致 , 因为 56 = jp 是 单位 体积 流体 的 
通常 的 热力 学 势 @. 


Q@ 对 于 静止 介质 , 在 热力 学 中 通常 把 压强 定义 为 作用 在 单位 面积 上 的 平均 力 ， 尽 管 如 此 , 在 普通 
的 流体 动力 学 中 (如 果 不 考虑 耗 散 过 程 ), 因为 总 是 可 以 选取 使 所 讨论 的 流体 微 元 处 于 静止 状态 的 坐标 
系 , 所 以 关于 压强 概念 的 定义 不 会 出 现 问 题 . 但 是 在 超 流体 动力 学 中 , 通过 坐标 系 的 适当 选取 , 只 能 在 
两 个 同时 发 生 的 运动 中 消去 一 个 , 所 以 根本 无 法 采用 通常 的 压强 定义 . 

我 们 还 指出 , 表达 式 (139.10) 也 对 应 于 压强 的 如 下 定义 : 它 是 流体 总 能 量 的 导数 
_ 8(EoV) 

0” 

并 且 求 导 运 算是 在 流体 的 总 质量 pV, 总 米 psV 和 相对 运动 总 动量 prwV 均 取 给 定 值 的 条 件 下 进行 的 . 
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方程 (139.3) 一 (139.6) 以 及 了 和 Fix 的 定义 (139.1), (139.12) 就 是 所 寻求 
的 封闭 的 超 流体 动力 学 方程 组 . 这 个 方程 组 非常 复杂 , 其 首要 原因 在 于 , 方程 
中 的 量 ps, pa, 1, s 不 仅 是 热力 学 变量 p 和 了 的 函数 , 而 且 是 两 种 运动 速度 差 
的 平方 w? = (vn 一 vs)? 的 函数 . 后 者 是 一 个 标量 , 它 是 参考 系 的 伽利略 变换 和 
流体 整体 的 旋转 变换 下 的 不 变量 . 这 个 量 是 超 流体 的 一 个 特征 量 , 在 热力 学 平 
衡 态 下 绝 不 应 当 为 零 , 并 且 应 当 与 和 了 一 起 出 现在 流体 的 状态 方程 中 . 

但 是 , 当 速 度 不 太 大 时 (假设 速度 与 第 二 声 的 传播 速度 之 比 是 小 量 , 这 是 
在 物理 上 感 兴 趣 的 情形 , 见 $141), 上 述 方程 将 大 为 简化 . 

在 这 种 情形 下 , 首先 可 以 忽略 ps 和 p, 对 w 的 依赖 关系 , 于 是 质量 流 7 的 
表达 式 (139.1) 在 本 质 上 给 出 了 这 个 量 按 wa 和 vs 的 祖 级 数 展开 式 中 的 首 项 . 
方程 中 的 其 余热 力学 量 也 应 当 按 速度 的 震级 数 展开 . 

取 表 达 式 (139.10) 的 微分 并 利用 (139.9), 我 们 得 到 化 学 势 的 微分 的 以 下 


dy = 一 5d7 十 dp- Pw dw (139.13) 
由 此 可 见 , 六 按 w 的 寡 级 数 展开 式 的 头 两 项 具有 以 下 形式 : 
plp, T, w) ~ p(p, T) — py (139.14) 


其 右边 包含 静止 流体 的 普通 化 学 势 y(p, T) 和 密度 p(p, T). 对 温度 和 压强 求 
导 , 从 这 个 表达 式 求 出 烂 和 密度 的 相应 展开 式 : 


发 
s(p, 人 1w) ~ s(p, 7 十 人 
wy (139.15) 
prw? 0 po 
、 可 WwW) 全 ? 汉 a 
plp ) plp, 人 十 一 7 Da 


应 当 把 这 些 表 达 式 代入 流体 动力 学 方程 ， 从 而 得 到 精确 到 速度 二 阶 项 的 方程 
(在 7 中 考虑 ps 和 pm 对 w? 的 依赖 关系 只 会 给 出 三 阶 小 量 )Q， 

在 下 一 节 中 将 在 流体 动力 学 方程 中 引入 耗 散 项 ， 以 便 考 虑 超 流体 中 的 耗 
散 过 程 . 但 这 里 先 给 出 这 些 方程 的 边界 条 件 . 


@ 必须 指出 , 如 果 把 ps 看 做 p 和 T 的 给 定 函数 , 则 相应 流体 动力 学 方程 组 在 和 点 附近 可 能 不 
再 适用 . 其 实 , 在 接近 这 个 点 时 (就 像 在 接近 任何 二 级 相 变 点 时 那样 )， 序 参量 达到 平衡 值 所 需 的 弛 和 甬 
时 间 及 其 涨 落 的 关联 半径 无 限 增长 . 而 在 超 流体 “He 中 , 凝聚 态 波 函 数 起 序 参量 的 作用 ， 其 模 的 平方 
确定 p。( 见 第 四 卷 $26, §28; 关于 超 流体 中 的 弛 耶 ， 见 第 十 卷 8 103). 带 有 给 定 函数 p,(p,，T) 的 流体 
动力 学 方程 只 适用 于 流动 的 特征 距离 和 特征 时 间 分 别 远大 于 关联 半径 和 弛 静 时 间 的 情况 . 在 相反 情况 
下 , 封闭 的 运动 方程 组 还 应 当 包括 用 来 确定 p。 的 方程 . 见 : Pana6ypr B.JIL，Co6aawa A. A. yen. 中 ms. 
HayK. 1976, 120: 153 (Ginzburg V.L., Sobyanin A. A. Sov. Phys. Usp. 1977, 19: 773); Ginzburg V.L.， 
Sobyanin A. A. J. Low Temp. Phys. 1982, 49: 507. 
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首先 , 在 任何 (静止 的 ) 固体 表面 上 , 质量 流 了 的 垂直 分 量 应 当 为 零 . 为 了 
说 明 wn 的 边界 条 件 , 应 当 记 住 , 正常 流动 其 实 是 一 种 基本 的 热 激 发 “气体 ” 的 
流动 . 在 沿 固体 表面 的 流动 中 , 激发 量子 与 固体 表面 发 生 相互 作用 , 在 宏观 上 
必须 把 它 描述 为 正常 流体 对 固体 表面 的 “黏附 ”作用 , 这 类 似 于 普通 忒 性 流体 
的 情况 . 换言之 , 速度 wh 在 固体 表面 上 的 切 向 分 量 应 当 为 零 . 

如 果 考 虑 wn 在 固体 表面 上 的 垂直 分 量 , 则 应 当 注 意 , 激发 量子 可 以 被 冉 
体 表面 吸收 或 发 射 , 而 这 相当 于 流体 和 固体 之 间 的 传 热 , 所 以 , 速度 vn 在 固 
体 表 面 上 的 牌 直 分 量 不 一 定 等 于 零 . 边界 条 件 只 要 求 热流 在 固体 表面 上 的 垂 
直 分 量 是 连续 的 . 温度 在 边界 上 有 间断 , 其 间断 值 正比 于 热流 : AT = Kg, 式 
中 的 比例 系数 K 与 流体 的 性 质 和 国体 的 性 质 都 有 关 . 这 种 间断 的 产生 , 是 由 
图 HI 中 的 独特 传 热 性 质 引 起 的 . 固体 与 流体 之 间 的 全 部 热 阻 都 集中 在 紧 贴 固 
体 表 面 的 一 层 流体 中 , 因为 流体 中 的 对 流传 热 几 乎 没有 任何 热 阻 . 所 以 , 引起 
热流 的 全 部 温度 下 降 几 乎 都 出 现 于 固体 表面 本 身 . 

上 述 边 界 条 件 的 一 个 有 趣 的 性 质 是 ， 固体 与 运动 流体 之 间 的 热 交 换 会 引 
起 作用 于 固体 表面 的 切 向 力 . 如 果 x 轴 指 向 固体 表面 的 法 线 方向 , 而 y 轴 指 
向 切线 方向 , 则 单位 面积 上 的 切 向 力 等 于 动量 流 张 量 的 分 量 二 .,. 注意 到 在 固 
体 表 面 上 应 当 有 

jz = pnVnz + psvsz = 0, 


我 们 求 出 这 个 力 的 非 零 表达 式 
Tzy = psVsrVsy + pnVnzvny = PnvVnz (Uny es vsy ). 
引入 热流 gq = psTwn, 可 以 把 这 个 力 的 形式 改写 为 
I = pr = (139.16) 


式 中 gq, 是 从 固体 进入 流体 的 热流 , 它 在 固体 表面 上 是 连续 的 . 

当 固 体 表 面 与 流体 之 间 没 有 传 热 时 , wn 在 固体 表面 上 的 垂直 分 量 也 等 于 
零 . 边界 条 件 j, =0 和 v=0 (z 轴 指 向 固体 表面 的 法 线 方向 ) 等 价 于 条 件 
vsz 三 0 和 vn = 0. 换言之 , 在 这 种 情形 下 , 对 于 ws 得 到 理想 流体 的 通常 的 边 
界 条 件 , 对 于 vn 得 到 医 性 流体 的 边界 条 件 . 

最 后 , 我 们 稍微 讨论 一 下 液 所 “He 与 其 他 物质 (实际 上 是 同位 素 3He) 的 
混合 物 的 流体 动力 学 . 除了 表示 质量 守恒 、 动量 守恒 、 炉 守恒 以 及 超 流 流动 有 
势 性 的 方程 , 封闭 的 流体 动力 学 方程 组 还 应 当 包括 表示 混合 流体 中 单独 每 一 
种 物质 守恒 的 方程 , 其 形式 为 


1 
可 + divz = 0, 


§140 超 流体 中 的 耗 散 过 程 二 


式 中 e 为 3He 在 混合 流体 中 的 浓度 , 而 i 是 其 质量 流 密度 . 但 是 , 只 有 在 质量 
流 密度 i 的 表达 式 已 知 的 情况 下 , 根据 各 守恒 定律 和 伽利略 不 变性 所 要 求 的 
条 件 才 足以 确定 所 有 方程 的 形式 . 该 表达 式 得 自 以 下 论断 : 杂质 (3He) 只 参与 
正常 流动 , 即 i = pcevn 2. 
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为 了 考虑 耗 散 过 程 , 应 当 在 超 流 体 动 力学 方程 中 引入 一 些 附加 项 , 它们 是 
速度 和 温度 对 空间 坐标 的 导数 的 线性 函数 (就 像 在 普通 的 流体 动力 学 中 那样 ). 
从 入 增 原理 和 关于 动 理 系数 对 称 性 的 昂 萨 格 原理 所 要 求 的 条 件 出 发 ， 即 可 唯 
一 地 确定 这 些 附 加 项 的 形式 (UH. M. 哈 拉 特 尼 科 夫 , 1952). 

与 前 面 一 样 , p 和 了 是 单位 体积 流体 的 质量 和 动量 . 连续 性 方程 的 形式 
(139.3) 保持 不 变 , 而 在 方程 (139.4), (139.6), (139.7) 中 应 当 引 入 附加 项 , 我 们 
把 这 些 附加 项 写 在 方程 的 右边 : 

0j, DT BIT 












= 十 V (全 + + 由 = 一 VP (140.2) 
E 
+divQ = 一 divQ (140.3) 


炉 方 程 现 在 不 具有 守恒 方程 (139.5) 的 形式 , 并 且 在 确定 量 了 I', yp', Q' 的 
形式 时 应 当 保 证 焙 是 增加 的 . 为 此 , 我 们 利用 (139.9) 表示 导数 8E0/6t 并 把 它 
代入 能 量 守恒 方程 (140.3), 然后 借助 于 (139.3), (140.1), (140.2) 消去 p, j, vs 
的 导数 . 我 们 这 时 认为 , Q 和 政 已 经 由 已 知 的 表达 式 (139.11), (139.12) 给 出 . 
于 是 , 除了 与 烂 和 耗 散 量 I', @', yp' 有 关 的 那些 项 , 其 余 各 项 均 已 消去 . 结果 
得 到 方程 


半 divtoswj = 一 div(Q + paaop 一 开 .un 


DOuni 
7 让 Ork 





+ wp div(p.2w) 一 (140.4) 


(这 里 再 次 引入 ww = vn 一 vs). 


@ 关于 混合 流体 动力 学 方程 的 完整 推导 ， 见 专著 : XanarHukos WM.M. Teopus caepxrekyaqecTH. 
Mocxea: Hayxa, 1971. 第 十 三 章 . 这 些 方程 在 非常 低 的 温度 下 不 再 适用 ,这 时 与 杂质 原子 有 关 的 元 激 
发 出 现 量子 简 并 . 
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量 17', Q', yp' 对 梯度 的 线性 函数 表达 式 具有 以 下 形式 , 即 可 保证 焙 是 增 
加 的 中 : 








Ouit Do 2 : . 
i Pe 总 nl™~vs -Ws ny, 14 . 
Tr. 7 ( Be 二 Br 一 可 他 divvw ) OikC1div(pstw) — irkCodivv (140.5) 
2o = Ca div(psw) + C4 div vn, (140.6) 
Q =—ppsw + I -vn — xVT (140.7) 


(在 I 中 分 离 出 了 wn 的 导数 的 某 种 组 合 , 使 它 的 迹 为 零 , 这 类 似 于 普通 流体 
动力 学 中 的 做 法 ). 根据 昂 萨 格 原理 , 这 时 应 有 
C1 = 64， (140.8) 


所 以 一 共 还 有 五 个 独立 的 动 理 系数 电 . 
最 后 , 把 表达 式 (140.5) 一 (140.7) 代入 方程 (140.4), 经 过 简单 变换 就 把 它 
化 为 以 下 形式 : 
7 


ot 





Ee 了 
+div (psvn 本 基 v7) = (140.9) 


其 中 








= Ovni Ovnk 
= 2 ( 突 和 Ox; 


+ Ca(div on)? + Caldiv(psw)]? + 芝 (VT)?. (140.10) 


这 个 方程 类 似 于 普通 流体 动力 学 中 的 一 般 传 热 方程 (49.5)@. 因为 方程 的 右边 
确定 流体 的 烂 增 加 率 ， 所 以 它 应 当 是 严格 大 于 零 的 量 ， 由 此 可 知 ， 所 有 系数 
7n，G1，C2，C3，x 均 为 正 , 并且 人 Y < C2bsa. 系数 7 是 与 正常 流动 有 关 的 “第 一 
黏度 ", 类 似 于 普通 流体 的 黏度 , 而 系数 x 在 形式 上 类 似 于 普通 流体 的 热 导 率 . 
现在 有 三 个 “第 二 黏度 ” (41, C42, Ga), 而 在 普通 的 流体 动力 学 中 只 有 一 个 . 

不 过 , 关于 上 述 结果 , 还 必须 作出 以 下 说 明 . 在 流体 中 耗 散 掉 的 能 量 相 对 
于 参考 系 的 伽利略 变换 自然 是 不 变量 ， 速 度 的 导数 当然 也 满足 这 个 要 求 ， 但 
在 超 流 体 中 , 速度 差 w = van 一 vs 也 满足 伽利略 不 变性 . 所 以 , 超 流体 中 的 耗 
散 流 也 可 以 不 仅 与 热力 学 量 的 梯度 和 速度 的 梯度 有 关 , 而 且 与 w 本 身 有 关 . 


2 
一 了 ik div 0) 十 261 div vn div(psw) 


@ 这 里 还 考虑 了 一 个 条 件 : 流体 的 正常 部 分 的 整体 转动 (on = 2 x ”>) 不 应 导致 耗 散 ( 见 §15). 

@ 我 们 不 再 完整 地 进行 相应 讨论 (例如 , 这 完全 类 似 于 $59 中 的 内 容 ). 只 是 要 注意 , C, 是 7' 中 
div(psw) 的 系数 , 而 互 ' 中 的 这 一 项 乘 以 div vw。 后 就 出 现在 方程 (140.4) 的 右边 ， 相 反 , ¢。 是 p' 中 
divun 的 系数 , 这 一 项 乘 以 div(p,rw) 后 也 出 现在 (140.4) 的 右边 . 

@ 在 849 最 后 关于 如 何 定 义 弱 非 平衡 热力 学 状态 的 炉 的 全 部 讨论 在 这 里 仍然 适用 . 
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在 8139 中 已 经 指出 , 实际 上 应 当 把 该 速度 差 看 做 小 量 ， 所 以 表达 式 (140.5)， 
(140.6) 并 没有 包含 原则 上 可 能 出 现 的 全 部 的 项 , 而 只 包含 了 其 中 最 大 的 一 些 
项 中 . 


习 题 


对 于 不 可 压缩 超 流体 , 把 正常 流动 和 超 流 流动 的 运动 方程 分 离 出 来 (认为 总 的 密度 p 
和 单独 每 一 个 密度 ps 和 pn 都 是 常量 ). 

解 : 粹 方程 中 的 耗 散 项 是 二 阶 小 量 , 在 该 情况 下 可 以 忽略 不 计 , 于 是 s = const, 从 方 
程 (139.3) 和 (139.5) 就 有 divwvs = div vn = 0. 在 动量 流 张 量 中 保留 与 正常 流动 黏度 有 关 
的 速度 梯度 线性 项 : 








2 Ovni Ovnk 
we (名 和 Oxi ) l 
把 这 个 表达 式 (以 及 JTik 的 表达 式 (139.12)) 代入 相应 方程 , 我 们 得 到 
pe Ne pa ps(Us - V)vs 十 Pn(Vn V)vn 一 一 VP 站 ndiv vn, 


和 


Ovn v2 eps _ . 
Pn Be 十 Pn(Vn 2 V)vn 下 pV TT psV Ot 2 一 VP 十 ndiv vn, 


其 中 已 经 按照 vs 二 Vp。 引 入 了 超 流 流动 的 速度 势 , 还 利用 了 (us .V)us 二 Vw2/2， 因为 
div vs = 0, 所 以 速度 势 ps 满足 拉 普 拉 斯 方程 Aps = 0. 按照 等 式 p= po 十 pn 十 p。 引 入 
正常 流动 和 超 流 流动 的 “压强 ”p,,， 和 Ps 作为 两 个 辅助 量 , 式 中 po 是 无 穷 远 处 的 压强 , 而 
ps 由 理想 流体 的 普通 公式 给 出 : 





ps = Ps Br 
于 是 , 速度 vn 的 方程 化 为 以 下 形式 : 
Don 
ot 
它 在 形式 上 与 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 相同 , 相应 流体 的 密度 为 pu, 夭 度 为 从 
于 是 , 不 可 压缩 液 氮 I 的 流动 问题 化 为 普通 流体 动力 学 中 关于 理想 流体 流动 和 黏 性 
流体 流动 的 两 个 问题 . 超 流 流动 可 由 拉 普 拉 斯 方程 确定 ,其 边界 条 件 是 对 法 向 导数 Bip, /On 





1 
十 (vn 有 V)vn 三 一 一 VDpn 十 一 An， 
pn pn 


Q@ 如 果 放 弃 这 个 条 件 , 则 允许 出 现在 耗 散 流 中 的 项 的 种 类 将 会 大 为 增加 ( 且 不 说 动 理 系数 本 身 一 
般 还 将 是 w 的 函数 )， 例如, 在 w' 中 将 出 现形 如 wvVT 和 wiw Bvni/8zx 的 项 . 这 时 , 描述 氨 II 中 耗 散 
的 独立 动 理 系 数 的 总 数 为 13 (A. 克拉 克 , 1963)， 关 于 这 个 问题 , 可 以 参考 ，Putterman S.J. Superhuid 
Hydrodynamics. Amsterdam: North-Holland, 1974. 附录 VI. 

有 鉴于 此 , 我 们 指出 , 在 (140.5), (140.6) 中 之 所 以 写 出 带 有 div{psap) 的 项 , 是 因为 正 是 这 样 的 导 
数组 合 才 会 自然 地 出 现在 精确 的 方程 (140.5), (140.6) 中 ， 在 这 里 所 采用 的 精度 下 , 这 些 项 在 (140.5)， 
(140.6) 中 的 更 准确 写法 是 p。 div w. 
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提出 的 , 就 像 通常 的 理想 流体 有 势 绕 流 问题 那样 ， 正 常 流动 可 由 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 确定 ， 
而 Vn 的 边界 条 件 (壁面 与 流体 之 间 没 有 热 交 换 ) 与 通常 的 黏 性 流体 绕 流 问 题 中 的 边界 条 
件 相 同 . 然后 可 以 通过 求 和 po 十 pau 十 ps 来 计算 压强 分 布 . 

为 了 确定 温度 分 布 , 我 们 在 方程 (139.6) (1 的 表达 式 为 (139.14)) 中 写 出 ws = Vy。， 
积分 后 求 出 
Ops 
ot 





2 
A(D, 了) ~ 这 二 pp es ts) 下 = COnst . 


在 不 可 压缩 流体 中 , 温度 变化 和 压强 变化 都 很 小 , 于 是 在 精确 到 一 阶 项 时 可 以 写 出 
kp—po=—s(T—7T)+ =(p—po) 


(76, po 是 无 穷 远 处 的 温度 和 压强 )， 把 这 个 表达 式 代入 方程 的 上 述 积分 并 引入 pn 和 Ps， 
得 到 


TO 
一 
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我 们 应 用 所 II 的 流体 动力 学 方程 组 来 讨论 这 种 流体 中 声波 的 传播 . 照例 
假设 声波 中 的 速度 很 小 , 而 密度 、 压 强 和 类 本 等 于 它们 各 自 固 定 的 平衡 值 . 
于 是 , 流体 动力 学 方程 可 以 线性 化 , 即 在 方程 (139.12) 一 (139.14) 中 忽略 速度 的 
二 次 项 , 而 在 方程 (139.5) 中 可 以 把 div(psvs) 中 的 炉 ps 放 在 记号 div 以 外 ( 因 
为 该 项 已 经 包含 小 量 wan). 因此 , 流体 动力 学 方程 组 的 形式 为 





2 +divj = 0， (141.1) 
= + psdiv vn = 0， (141.2) 
到 +Vp= 0， (141.3) 
-ee Ve= (141.4) 
取 (141.1) 对 时 间 的 导数 , 然后 把 (141.3) 代入 , 我 们 得 到 
二 = Ap. (141.5) 


根据 热力 学 关系 式 dy = 一 sdT + dp/p, 我 们 有 


Vp= psvVT 十 PV1. 
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从 (141.3) 和 (141.4) 得 到 Vp 和 Vy 的 表达 式 , 把 它们 代入 上 式 , 得 到 
pa (on — Vs)++ psVT = 0. 


对 这 个 方程 应 用 算 子 div, 并 根据 等 式 


9s _ 10(p5) sap_ 


= —sdivwvwn 十 Tdiv 际 学 


入 div(vs — wn) 





Ot p At pot 
对 div (vs ee vn) 作 代 换 








= 
div(vs 一 On) = nv 
就 得 到 方程 
5 Ps 
5 一 和 AT. (141.6) 


方程 (141.5) 和 (141.6) 确定 了 超 流体 中 声波 的 传播 . 既然 存在 两 个 方程 ， 
由 此 就 已 经 可 以 看 出 , 存在 两 个 声波 传播 速度 . 
把 s, p, p, 了 写 为 以 下 形式 : 


s 二 50 十 8 p= 二 po 二 p',，……， 


其 中 带 撤 号 的 字母 表示 相应 的 量 在 声波 中 的 微小 变化 , 而 带 下 标 0 的 量 表示 
这 些 量 的 固定 平衡 值 (为 简洁 起 见 , 我 们 在 下 面 省 略 下 标 0). 于 是 可 以 写 出 
对 二 Fp + BT he B+ 六 7 
方程 (141.5) 和 (141.6) 则 化 为 
Op D27/ PR g 
BR AP tr or = 
GsBp ps87 ps? 


Boar Op 
我 们 来 寻求 这 些 方程 的 平面 波 解 , 其 中 mw 和 T' 都 正比 于 因子 eiw(tz/v) 
(这 里 用 字母 % 表示 声速 ). 作为 两 个 方程 的 相 容 条 件 , 我 们 得 到 方程 


40(s, p) 了 ( 员 ps3” 灵 ) 十 pss” 


一 | 二 一 十 
oa(T, p) o7 pn, Op pn 


( 式 中 8(s, p)/8(T, p) 表示 从 s, p 变换 到 工 , p 的 雅 可 比 行列 式 ). 利用 热力 学 
关系 式 进行 简单 的 变换 , 可 以 把 上 述 方程 的 形式 化 为 


2 2 
fe .Pols | bots Cn (141.7) 
Bp, pnco pncv \OpJr 


NT =0., 





一 0 
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(cv 是 质量 热 容 ). 关于 ww? 的 这 个 二 次 方程 给 出 氨 工 中 声波 的 两 个 传播 速度 . 当 
ps = 0 时 , 该 方程 的 一 个 根 为 零 , 于 是 只 得 到 一 个 普通 的 声速 w = VW(ap/6p)s， 
而 这 是 理所当然 的 . 

当 温 度 不 是 过 于 接近 和 点 时 , 氨 I 的 热 容 co 和 co 几乎 在 所 有 温度 下 都 
相同 (因为 热膨胀 系数 很 小 ). 在 这 些 条 件 下 , 根据 众所周知 的 热力 学 公式 , 等 
温 压 缩 系 数 和 绝热 压缩 系数 也 互相 接近 ; 


[| 和 mw 时 
(wy 入 | cp 让 
用 c 表示 cp 和 cu 的 共同 值 , 用 9p/6p 表示 (ap/ap)jr 和 (ap/ap)s。 的 共同 值 ， 
则 从 方程 (141.7) 得 到 声速 的 以 下 表达 式 : 


| | 2 
Wl 一 元 V2 三 et (141.8) 


其 中 一 个 声速 wi 儿 乎 不 变 , 男 一 个 声速 us 显著 依赖 于 温度 , 并 且 在 入 点 处 与 
ps 同时 变 为 零 9. 

不 过 , 在 入 点 附近 , 热膨胀 系数 不 是 小 量 , 所 以 不 能 忽略 cp 与 co 之 间 的 
差别 . 为 了 得 到 这 种 情况 下 的 wz 公式 , 必须 忽略 (141.7) 中 方 括 号 内 的 第 二 项 
(含有 ps), 以 及 现在 已 是 小 量 的 妈 (因为 wz 趋 于 零 ). 此 外 , 还 可 以 取 pn Xp. 


结果 得 到 
U2 一 | Te i (141.9) 
Cpp 


对 于 声速 wi 仍然 得 到 公式 (141.8), 但 应 把 6p/6p 理解 为 (8p/8p),, 即 得 到 通 
常 的 声速 公式 . 

关于 公式 (141.9), 必须 指出 , 它 仅 适用 于 频率 足够 低 的 情况 , 并 且 流 体 状 
态 越 接近 和 点 , 频率 就 越 低 . 其 实 (就 像 在 585 页 的 脚注 中 所 指出 的 那样 ), 序 
参量 的 弛 瑰 时 间 7 在 入 点 附近 无 限 增加 ; 公式 (141.9) 没有 考虑 声波 的 色散 和 
吸收 , 仅 在 wr 之 1 的 条 件 下 才 成 立 . 至 于 声速 uwI1, 由 于 序 参量 的 弛 豫 , 在 入 点 
附近 会 出 现 额外 的 衰减 , 这 与 881 中 的 一 般 结果 一 致 . 

在 极 低 的 温度 下 , 流体 中 几乎 所 有 元 激发 都 是 声 子 , 量 pu, c, s 之 间 的 关 
系 为 @: 


c 
C= B= 
1 


@ 关于 液 氨 “He 与 3He 混合 流体 中 的 声波 传播 ， 可 以 参阅 587 页 上 提 到 的 H.M. 哈 拉 特 尼 科 
夫 的 专著 . 
Q@ 在 第 九 卷 8S22, 823 中 列 出 了 氢 II 的 热力 学 量 的 公式 , 由 此 容易 得 到 这 些 关系 式 . 
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而 p, 3 p. 把 这 些 表达 式 代 入 wz 的 公式 (141.8), 我 们 求 出 


12 一 


ul 
请 
因此 , 当 温 度 趋 于 零 时 , 声速 ui 和 ws 趋 于 常 极 限 值 , 其 比值 趋 于 V3. 

为 了 更 清楚 地 揭示 所 I 中 两 种 声波 的 物理 本 质 ， 我 们 来 研究 平面 声波 
(E.M. 栗 弗 席 效 , 1944). 在 这 样 的 声波 中 , 速度 vn, ws 以 及 温度 和 压强 的 变化 
部 分 T', 2 彼此 成 正比 . 按照 


Vn =0Vs, p=bWs, T= Cvs (141.10) 
引入 比例 系数 . 根据 方程 (141.1) 一 (141.6), 在 所 需 精 度 下 的 简单 计算 给 出 
Bputu3 PT 
61 一 工 十 一 7， =P, C= -3 — -ar 
pss(u1 一 22) cl(ai 一 22) (141.11) 
2 
"ph me 0 


其 中 8= 一 (1/p)8p/9T 是 热膨胀 系数 . 因为 8 很 小 , 所 以 包含 8 的 量 远 小 于 
不 包含 8 的 量 . 

我 们 看 到 , 在 第 一 类 声波 (第 一 声 ) 中 wn 2 vs, 即 每 一 个 体 微 元 中 的 流体 
在 一 级 近似 下 发 生 整 体 振动 , 正常 部 分 和 超 流 部 分 一 起 运动 . 自然 , 这 类 声波 
相当 于 普通 流体 中 的 普通 声波 . 

而 在 第 二 类 声波 (第 二 声 ) 中 有 vn 3 一 psvs/pn, 即 总 的 质量 流 密度 为 


7 = psvVs + purvn OS 0. 


因此 , 在 第 二 声 中 , 超 流 部 分 和 正常 部 分 沿 彼此 相反 的 方向 振动 , 每 一 个 体 微 
元 中 的 流体 质心 在 一 级 近似 下 都 保持 静止 , 而 且 总 的 质量 流 为 零 . 显然 , 这 类 
声波 是 超 流体 所 特有 的 . 
从 公式 (141.11) 中 可 以 看 出 这 两 类 声波 之 间 的 另 一 个 重要 差别 . 在 普通 
的 声波 中 , 压强 的 振幅 相对 较 大 , 而 温度 的 振幅 很 小 . 相反 , 在 第 二 声 中 , 温度 
的 相对 振幅 远大 于 压强 的 相对 振幅 . 在 这 个 意义 上 可 以 说 , 第 二 声 是 一 种 独特 
的 无 衰减 温度 波 @. 
在 完全 忽略 热膨胀 的 近似 下 ， 第 二 声 是 纯粹 的 温度 振荡 (7 = 0), 而 第 一 
声 是 纯粹 的 压强 振荡 (us = vn). 因此 , 它们 的 运动 方程 是 完全 分 开 的 . 在 方程 
(141.6) 中 取 s' = cTVT, 就 得 到 
2 
Fr = AT, (141.12) 


@ 当然 , 它们 与 普通 导热 介质 中 的 衰减 “温度 波 ”(§ 52) 没有 任何 共同 之 处 . 
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而 在 方程 (141.5) 中 取 p' = p/9p/Op, 就 得 到 
O2p! 
Di2 

关于 在 氨 I 中 激发 声波 的 各 种 方法 的 问题 , 也 与 声波 的 上 述 性 质 有 密切 
关系 (E.M. 栗 弗 席 效 , 1944). 为 了 产生 第 二 声 , 通常 激发 声波 的 机 械 方法 ( 固 
体 振动 ) 很 不 适用 , 因为 所 激发 的 第 二 声 的 强度 极 小 , 与 同时 激发 的 普通 声波 
的 强度 相 比 可 以 忽略 不 计 . 但 是 , 还 可 以 通过 和 氨 I 所 特有 的 其 他 一 些 方法 在 
氨 I 中 激发 声波 . 利用 温度 周期 性 变化 的 固体 表面 发 射 声波 , 就 是 这 样 的 方 
法 , 这 时 所 发 射 的 第 二 声 的 强度 远大 于 第 一 声 的 强度 . 这 是 很 自然 的 , 因为 这 
两 种 声波 中 的 温度 振荡 具有 如 上 所 述 的 不 同 特性 (见习 题 1 和 2). 

在 大 振幅 第 二 声波 的 传播 过 程 中 , 其 波形 因为 非 线性 效应 而 逐渐 变化 , 最 
终 导致 间断 的 产生 , 就 像 普 通 流 体 动力 学 中 的 普通 声波 那样 ( 见 §101, 8 102). 
我 们 通过 一 维 第 二 声波 ( 行 波 ) 来 研究 这 些 现象 (1H.M. 哈 拉 特 尼 科 夫 , 1952). 

在 一 维 行 波 中 , 所 有 的 量 (p, p, T, vs, vn) 都 可 以 表示 为 一 个 参量 的 函数 ， 
例如 , 可 以 选取 这 些 量 本 身 之 一 作为 该 参量 (8 101). 波形 上 的 点 的 移动 速度 U 
等 于 该 参量 取 确 定 值 时 的 导数 dz/dt. 每 个 量 对 坐标 和 时 间 的 导数 之 间 的 关系 
为 8/8t = -U8/0zx. 

用 w=j/p 和 w= wn 一 vs 代替 速度 ww 和 加 更 为 方便 . 选取 这 样 的 坐标 
系 , 使 波形 上 给 定点 的 速度 v 等 于 零 . 流体 动力 学 方程 (139.3) 一 (139.6) (其 中 
的 政 , 1, p, s 由 公式 (139.12) 一 (139.15) 给 出 ) 化 为 以 下 方程 组 : 


= u2Ap'. (141.13) 





Op 他 /7 四 
Up — Up (所 ww' 十 OU = 0, 141.14 
Bo UF pv ( ) 
/ pspn ，，/ 了 
Dp ch 一 Upu =0, (141.15) 


Os 


Sw a / Ops / Opn es 
| pUaT tw 地 (P39) 区 Fi 十 (me Uuw w =0, (141.16) 


(-e 十 wu) 人 十 @ Uwp 地 全 ) D' 十 (wz 一 Peps) 1 
—(Up+wpn)v =0. (141.17) 
这 里 忽略 了 所 有 高 于 二 阶 的 小 量 以 及 所 有 包含 热膨胀 系数 的 项 , 撤 号 处 处 表 
示 对 上 述 参 量 的 导数 . 


在 第 二 声波 中 , p 和 w 的 相对 振幅 远 小 于 T 和 w 的 相对 振幅 , 所 以 还 可 以 
忽略 包含 wp', wv' 的 项 . 为 了 确定 U, 只 要 考虑 方程 (141.16) 以 及 方程 (141.15) 











@ 而 不 是 像 本 节 前 面 那样 表示 振荡 量 的 变化 部 分 ! 
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与 (141.17) 之 差 即 可 . 这 样 得 到 的 T 和 w' 的 两 个 线性 方程 的 相 容 条 件 给 出 


SN 0 二 0 
paU? — Uw (全 一 2 ) — pp, = 0, 





所 以 


三 2ps 2 
ro+e( panc OT 人， 


其 中 wo 是 第 二 声速 的 当地 值 . 在 波形 上 的 不 同 点 , 第 二 声速 发 生变 化 , 温度 对 
其 平衡 值 的 偏离 5T 也 发 生变 化 . 按 87 的 徊 展开 wz, 得 到 


Ou Ou 
U2 三 U20 十 rT 三 U20 十 Bt 


其 中 wzo 是 wo 的 平衡 值 . 最 后 得 到 

p37 9 .wdc 

pe 于 "7 
当 波 形 畸 变 足 够 大 时 就 形成 间断 ( 见 $ 102), 在 所 讨论 的 情况 下 形成 温度 

间断 . 间断 的 传播 速度 等 于 间断 两 侧 速度 UV 的 平均 值 , 即 


Wi+w2 pssT O 本 uiz0c 
2 pc oT j 





U=u20t+uy (141.18) 


C20 十 (141.19) 


式 中 wi, wa 是 ww 在 间断 两 侧 的 值 . 

在 表达 式 (141.18) 中 , w 的 系数 可 正 可 负 . 因此 , 具有 较 大 w 值 的 点 或 者 
超越 具有 较 小 w 值 的 点 , 或 者 落后 于 它 , 相应 地 在 第 二 声波 的 前 阵 面 或 后 阵 面 
上 就 会 形成 间断 (这 与 普通 声波 的 情况 不 同 , 普通 声波 中 的 激 波 总 是 出 现在 前 
阵 面 上 ). 


习 题 


1. 设 一 块 平板 在 径直 于 自身 的 方向 上 振动 , 求 由 它 发 射 的 第 一 声 与 第 二 声 的 强度 比 . 
解 : 我 们 来 寻求 所 发 射 的 第 一 声 和 第 二 声 中 的 速度 vs ( 沿 委 直 于 该 平面 的 z 轴 ), 其 形 


式 分 别 为 
wu = aeos|o(t- 三 )|， w= hacos|o(t- 去 )|. 
Ul U2 


在 振动 平板 的 表面 上 , 速度 vs 和 vn 应 当 等 于 其 振动 速度 ( 记 为 vo coswt), 这 给 出 方程 
Ail+ A2=vo, ailAil++azA2= vo 
(系数 a1, az 由 (141.11) 确定 ). 氨 开 中 声波 的 平均 能 量 密度 ( 指 对 时 间 的 平均 值 ) 等 于 


一 一 1 
psv2 十 pnva 三 TA (ps pna’), 
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再 乘 以 相应 声速 W 就 得 到 能 流 (强度 ). 对 于 所 发 射 的 第 二 声 与 第 一 声 的 强度 比 ,我 们 得 到 
I _ A2(ps + pna2)u2  B*Tu2 
nn Asps+pna?)u cu 
(这 里 假设 uz < tu1, 这 直到 很 低 的 温度 一 直 成 立 ). 这 个 比值 非常 小 . 
2. 题目 同上 , 但 该 平板 的 温度 作 周 期 性 变化 . 
解 : 只 要 利用 在 静止 表面 上 应 当成 立 的 边界 条 件 了 = 二 0 即 可 , 它 给 出 
ps(Ai+ A2) + pn(a1Ai 十 az42) = 0, 








所 以 
Az| _ prait+ps 5 
Ai| praz+ps Bu 
对 于 强度 比 , 我 们 求 出 
72 € 
hh Th2uiu2 


这 个 比值 非常 大 . 

3. 设 一 根 毛 细 管 的 直径 远 小 于 黏 性 流体 的 穿 透 深度 6 ~ (n/pnw)' 人 2 求 沿 该 毛细 管 
的 声音 传播 速度 (K.R. 阿 特 金 斯 , 1959)@ . 

解 : 在 上 述 条 件 下 可 以 认为 , 毛细 管 中 的 正常 流动 因为 管 壁 摩擦 力 的 作用 而 完全 停止 
(vn 二 0). 方程 组 (141.1), (141.2), (141.4) 经 过 线性 化 后 化 为 以 下 形式 四 : 


P + ps div ws = 0, 
Vs VH = Vs — svVT' 十 = vp = 0, 


(sp)= ps +sp =0 
( 搬 号 表示 各 量 在 声波 中 的 变化 部 分 ). 仍然 忽略 流体 的 热膨胀 系数 , 从 第 三 个 方程 求 出 


现在 , 从 前 两 个 方程 消去 vs, 我 们 得 到 波动 方程 访 一 wu?Ap' = 0, 其 中 的 传播 速度 以 由 以 
下 公式 给 出 : 


u? 一 2 十 全 码 


4. 求 氛 IT 中 的 第 一 声 和 第 二 声 的 吸收 系数 . 

解 : 计算 类 似 于 879 中 对 普通 流体 中 的 声波 的 计算 , 这 时 要 用 表达 式 (140.10) 代替 
(79.1). 忽略 包含 热膨胀 系数 月 的 全 部 项 (包括 (141.10), (141.11) 中 的 这 些 项 ), 我 们 得 到 
吸收 系数 


2 2 
Ww 4 WwW” ps 4 2 pn 
2 ma > + 一 Wid 9 
-i ($n 6) ed 基站 和 (和 +G+o C3 一 2061 十 人 








名 这 些 声波 称 为 第 四 声 . 沿 固体 表面 上 的 氨 II 薄膜 传播 的 波 称 为 第 三 声 , 液体 薄膜 与 固体 之 间 
相互 作用 的 范 德 瓦 尔 斯 力 这 时 起 重要 作用 . 

@ 不 必 考 虑 动量 守恒 方程 (141.3), 因为 它 在 上 述 条 件 下 不 成 立 . 这 时 必须 有 外 力作 用 在 毛细 管 
上 , 才能 使 它 保持 静止 . 
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极限 曲线 , 498 
极限 特征 线 , 511 
简单 波 , 433, 445, 493 
相对 论 ~, 571* 
中 心 ~ ,445, 493 
接触 间断 , 369 
接触 角 , 270, 272* 
局 部 超声 速 区 , 524 
绝对 不 稳定 性 , 117 
绝热 方程 , 4 
绝热 线 
激 波 ~, 373 
泊 松 ~, 364, 374 
陶 布 ~，572 
相对 论 激 波 ~, 572 
于 戈 尼 奥 ~, 373 
绝热 指数 , 364 


K 

卡门 常数 , 192 

科 尔 英 戈 罗 夫 -- 奥 布 霍 夫 定 律 , 148 

可 压缩 气流 中 切 向 间断 的 稳定 性 , 369* 
控制 面 , 控制 体 , 6 

库 埃 特 流 , 63 

库 塔 - 苑 科 夫 斯 基 条 件 , 205 
扩张 渠道 内 的 流动 , 87 
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L 
拉 格 朗 日 变量 , 6* 
拉 格 朗 日 积分 , 20 
拉 普 拉 斯 公式 , 268 
拉 瓦 尔 喷 管 , 413 

朗 道 常量 , 110 
朗 道 方程 , 126 
雷诺 数 , 65 
雷诺 应 力 , 195 
理想 流体 平面 射流 , 30” 
理想 流体 绕 角 形 区 域 的 流动 , 28* 
理想 流体 绕 球 体 的 流动 , 25* 
理想 流体 绕 圆柱 体 的 流动 , 26* 
理想 流体 中 的 微小 振动 , 19, 36” 
李 雅 普 诺 夫 (特征 ) 指数 , 132 
临界 雷诺 数 , 109 

~ 的 能 量 估计 , 112* 
临界 速度 , 可 压缩 气流 的 临界 速度 , 364 
流 函 数 , 22, 72 
流体 中 的 旋转 圆 盘 , 86, 100* 
流 线 , 10, 20 
螺旋 爆 胡 , 558 
洛 强 斯 基 积 分 , 157 


NM 

马赫 角 , 360 
马赫 数 , 360 
毛细 常量 , 270 


N 

黏度 ,52 

灌流 ~, 146 

黏附 条 件 (无 滑 移 条 件 ), 54 
黏 性 底层 ,193 
黏 性 流体 浸没 射流 , 92 
黏 性 流体 绕 球体 的 流动 , 67 
黏 性 流体 绕 圆柱 体 的 流动 , 71 
黏 性 应 力 张 量 , 51 
努 塞 尔 数 , 233 
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P 黏 性 流体 浸没 和 ~, 92 
庞 加 莱 映 射 , 133 热 的 清流 ~ 246*, 247* 
佩 克 莱 数 , 233 声波 包 , 290, 297 
泊 松 绝热 线 , 364, 374 声波 被 激 波 的 反射 , 391* 
泊 肃 叶 流 , 61 声波 被 切 向 间断 面 的 反射 , 370* 
普 朗 特 方程 , 176 声波 反射 所 导致 的 声 压 , 294 
声波 列 , 291 
Q 声波 中 的 高 次 谐 波 , 439, 444* 
恰 普 雷 金 条 件 , 205 声 点 , 380 
迁移 率 , 265 声 辐 射 的 声波 区 , 321 
浅水 上 的 切 向 间断 , 468 声 吸收 
切 向 间断 混合 流体 中 的 ~, 349* 
浅水 上 的 ~, 468” 反射 时 的 ~, 347* 
重力 场 中 的 ~, 278* 小 球 引 起 的 ~, 350* 
切 向 弱 间 断 , 411 声学 比拟 , 526, 538 
群 速 , 298 升力 , 34, 79, 172, 204, 530, 534, 539, 540* 
必 因子 , 204, 531, 534, 536, 539 
有 湿 燕 气 , 湿 蒸气 中 的 声音 , 286* 
燃烧 , 541 收缩 渠道 内 的 流动 , 87, 181* 
绕 抛 角 的 注 流 绕 流 , 165 数 
本 全 50 格拉 斯 逢 夫 ~, 244 
热 波 , 230 雷诺 ~ 65 
热传导 , 213 临界 雷诺 ~, 109 
非 线 性 ~, 224 马赫 ~, 360 
绕 球 体 流动 中 的 ~, 222”, 242* 努 塞 尔 ~, 233 
沿 管道 流动 中 的 ~, 234”,，241” 佩 克 莱 ~, 233 
热 导 率 , 214 瑞 利 ~, 244 
热 的 潮流 射流 ,246,， 247 斯 特 劳 哈 尔 ~ 66 
热 扩 散 , 261 水 力学 近似 , 393, 466 
柔性 自 激 , 111 水 跃 , 467 
英利 数 , 244 斯 特 劳 哈 尔 数 , 66 
强 间 断 的 厚度 , 411, 424* 斯 托 克 斯 公式 , 70 
S 速度 图 变换 , 496 
散射 (有 效 ) 截面 , 341 
焙 产 生 , 216 泰勒 涡 , 115 
业 流 (密度 ), 5, 216 陶 布 绝热 线 , 572 
射流 特征 面 , 360 


理想 流体 平面 ~, 30* 头 激 波 , 522 


突 跃 压缩 , 372 

潮流 

~ 的 惯性 区 , 149 

~ 的 间歇 性 , 143, 164 


~ 的 内 尺度 ( 科 尔 英 戈 罗 夫 矿 度 ), 149 


心 的 外 尺度 , 145 
~ 黏度 , 146 
~ 温 导 率 , 235 


W 
位 移 厚度 , 180 
温 导 率 ( 热 扩 散 率 ), 219 
潮流 ~, 235 
温度 的 淇 流 涨 落 , 237, 239” 
稳定 性 
~ 更 替 , 115 
火焰 的 ~,， 545” 
可 上 压缩 气流 中 切 向 间断 的 ~,， 369* 
重力 场 中 切 向 间断 的 ~,， 278* 
涡 量 , 16 
无 滑 移 条 件 (黏附 条 件 ), 54 
物质 导数 , 4 
物质 面 , 物质 体 , 6 
误差 函数 , 227 


X 

稀疏 波 在 固 壁 上 的 反射 , 456* 
系统 的 矢量 场 , 128 

相对 论 激 波 绝热 线 , 572 
相对 论 简单 波 , 571 
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相 速 , 298 
旋转 球面 之 间 的 流动 , 74* 


¥ 
小 球 引 起 的 声 吸 收 , 350* 
压强 扩散 , 261 
理想 气体 中 的 ~, 264" 
液 滴 在 男 一 种 流体 中 的 运动 , 75* 
液 膜 , 271*, 273* 
应 力 , 3 
~ 张 量 , 51 
雷诺 ~, 195 
黏 性 ~ 张 量 , 51 
于 戈 尼 奥 绝热 线 , 373 


2 
整体 不 稳定 性 , 120 
质量 流 (密度 ), 2 
中 心 简单 波 , 445, 493 
中 性 (稳定 性 ) 曲线 , 117, 188 
重力 场 中 的 切 向 间断 , 稳定 性 , 278* 
周期 运动 的 倍增 因子 , 123 
久 洪 -2 避 -27* 181” 
自 激 

刚性 ~, 111 

柔性 ~, 111 


自 相 似 性 , 149, 167, 185, 418, 426, 445, 458， 


462, 486, 538, 554 


阻力 因子 , 179, 197, 199, 201, 528, 532, 534， 


536, 539 


2006 年 , 高 等 教育 出 版 社 决定 引进 著名 物理 学 家 可 .区 . 朗 道 和 屯 .M. 粟 弗 
席 兹 的 十 卷 本 经 典 巨著 《理论 物理 学 教程 》, 这 是 一 件 功德 无 量 的 大 事 . 2007 
年 , 我 接受 出 版 社 的 委托 , 计划 在 翻译 完 JI. 下. 谢 多 夫 的 《连续 介质 力学 了 》 之 后 
就 开始 翻译 该 教程 的 第 六 卷 《 流 体 动 力学 》(2003 年 俄 文 第 五 版 ). 翻译 工作 真 
正 开始 于 2009 年 9 月 , 主要 是 在 2011 年 完成 的 . 

我 从 大 学 本 科 到 研究 生 阶 段 都 在 莫斯科 大 学 力学 数学 系 求学 ， 本 书 恰好 
是 我 所 在 的 流体 力学 专业 的 必 读 参考 书 之 一 . 如 今 亲 自 把 它 译 成 中 文 , 一 直 都 
有 故地 重 游 的 感觉 , 实在 非常 欣慰 . 

本 书 闻名 遐 逊 , 我 无 须 从 专业 角度 再 展开 评论 , 只 想 简要 介绍 中 译本 的 特 
点 , 以 及 作为 译 者 的 些许 感受 和 经 验 . 当然 , 我 还 必须 向 所 有 提供 帮助 的 人 表 
示 感 谢 , 这 其 实 是 译 后 记 的 最 重要 内 容 . 

在 此 之 前 , 本 书 已 有 两 个 中 译本 . 彭 旭 麟 先生 的 1958、1960 年 中 译本 @ 译 
自 1954 年 俄 文 第 二 版 (当时 是 《连续 介质 力学 》 的 第 一 部 分 ), 在 1978 年 还 曾 
重印 5 万 册 . 孔 祥 言 、 徐 燕 侯 、 庄 礼 贤 三 位 先生 的 1983、1990 年 中 译本 @ 转 
译 自 1959 年 英 译本 的 1975 年 重印 本 . 不 过 , 俄 文 第 三 版 早 在 1986 年 就 已 经 
问世 , 英 译本 第 二 版 出 版 于 1987 年 , 而 中 译本 却 一 直 没有 修订 再 版 , 这 对 我 国 
读者 而 言 不 能 不 说 是 一 件 憾事 . 

早 在 1963 年 , 北京 大 学 的 杜 列 、 吴 鸿 庆 、 黄 敦 三 位 先生 就 在 《力学 学 报 》 
上 撰文 @ 详细 介绍 了 本 书 , 并 对 彭 旭 麟 译本 进行 了 点 评 . 这 篇 书评 至 今 仍然 极 
具 参 考 价 值 , 只 是 对 翻译 水 平 的 批评 似乎 过 于 严 苛 . 其 实 , 我 国 50 岁 以 上 的 科 


@ I. 研 . 朗 道 , E.M. 标 弗 席 兹 . 连续 介质 力学 . 第 一 、 二 册 . 彭 旭 麟 译 . 北京 : 人 民 教 育 出 版 社 1958， 
1960, 

@ 本 . 工 . 朗 道 , E. M. 标 弗 席 获 . 流体 力学 . 上 、 下 册 . 孔 祥 言 , 徐 敬 修 , 庄 礼 贤 诺 . 北京 : 商 等 教育 出 
版 社 , 1983，1990， 

@ 杜 殊 , 吴 鸿 庆 , 黄 敦 . 介绍 “JI. I. JIaanay w E. M. JI 中 mm， DaampoanHaaka” 兼 评 中 译本 “ 彭 
介 麟 译 , 连续 介质 力学 , 第 一 部 分 一 一 流体 动力 学 *. 力学 学 报 , 1963, 6(3): 243 一 248. 
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技工 作者 对 这 个 译本 往往 充满 感情 . 在 当时 条 件 下 , 彭 旭 麟 先生 以 一 已 之 力 翻 
译 如 此 巨著 相当 不 易 ， 更 何况 该 译本 问世 于 我 国 现代 高 等 教育 体系 才 初 具 规 
模 的 20 世纪 50 年 代 , 中 文 的 物理 学 名 词 体系 那 时 还 很 不 完善 , 很 多 术语 的 翻 
译 方法 尚未 定型 . 下 不 掩 瑜 , 彭 旭 馈 译 本 的 历史 地 位 和 影响 面 有 目 共 睹 , 说 它 
培育 了 几 代 人 并 不 为 过 . 

基于 以 上 原因 , 根据 最 新 俄 文 版 推出 一 部 全 新 的 中 文 版 , 也 就 成 为 我 在 这 
两 年 最 投入 的 事情 . 

按照 最 传统 的 翻译 三 原则 , 译文 应 当 既 忠实 原文 (所 谓 “ 信 ”), 又 符合 目标 
语言 的 表达 习惯 (所 谓 “ 达 ”). 科技 类 文献 不 是 文学 作品 , 一 般 不 必 在 文学 性 上 
刻意 雕琢 (所 谓 “ 雅 ”), 但 考虑 到 每 一 个 作者 的 行文 风格 往往 自 有 其 特点 , 如果 
能 让 译文 在 风格 上 与 原文 一 致 , 我 认为 也 就 达到 了 “ 雅 ” 的 要 求 . 对 译 者 而 言 ， 
“ 信 ” 自 然 是 一 个 最 低 要 求 . 尽管 如 此 ,并且 还 有 两 个 中 译本 和 两 个 英 译本 可 资 
参考 , 我 在 这 方面 花 的 功夫 仍 是 最 多 的 , 希望 读者 能 够 满意 . 我 在 “ 达 ” 上 也 下 
了 力气 , 尽量 使 译文 通俗 易 懂 , 避免 西式 的 撩 口 长 名 . 至 于 “和 雅 "， 我 只 能 说 在 
保持 “ 原 汁 原味 ”上 进行 了 尝试 , 但 限于 自身 水 平 , 必定 还 有 提升 空间 . 

E.M. 票 弗 席 效 院 士 被 誉 为 物理 学 中 的 列 夫 . 托 尔 斯 泰 , 这 套 《理论 物理 
学 教程 》 主 要 由 他 执笔 《有 人 戏 庆 日 “No word by Landau, no idea by Lifshitz”， 
但 后 半 句 话 显然 不 是 事实 ), 其 文字 以 精炼 为 显著 风格 . 此 外 , 原文 在 语言 上 还 
有 两 个 明显 的 与 众 不 同 之 处 (都 与 标点 符号 有 关 ): 一 是 大 量 使 用 括号 , 二 是 大 
量 使 用 分 号 . 按照 我 的 理解 , 把 一 些 解释 性 的 或 者 次 要 的 内 容 放 在 括号 里 , 这 
不 但 有 助 于 突出 重点 , 而 且 可 以 用 最 少 的 文字 表达 出 最 多 的 信息 , 此 外 还 能 让 
行文 更 加 灵活 , 让 物理 思路 的 连贯 性 尽量 不 因为 语言 表述 上 的 限制 而 遭 到 破 
坏 . 我 在 翻译 时 尽 可 能 让 括号 的 用 法 与 原文 一 致 (英文 版 却 尽 可 能 去 掉 括 号 )， 
甚至 在 不 知 不 觉 中 , 连 我 自己 的 行文 风格 也 受到 了 影响 , 现在 很 习惯 于 这 种 大 
量 使 用 括号 的 表达 方式 , 至 于 分 号 , 由 于 两 种 语言 对 它 的 用 法 有 所 不 同 , 译文 
中 没有 刻意 保留 分 号 , 往往 以 句号 或 逗号 取代 之 . 这 样 处 理 是 否 妥当 , 还 要 请 
读者 与 专家 指正 . 

关于 书 名 , 我 仍然 沿用 彭 旭 鹿 译本 的 译 法 一 一 流体 动力 学 , 而 不 像 英 译本 
那样 叫做 Fluid Mechanics (流体 力学 ). 在 俄语 中 ，rmzmpomaHaMaka (流体 动力 
学 ) 与 rrmpowexaHHKa (流体 力学 ) 是 不 同 的 词 (相应 的 词 在 英语 中 也 有 差别 ). 
这 类 似 于 热力 学 与 热学 、 电动 力学 与 电学 的 差别 . “流体 动力 学 ” 更 侧重 于 对 系 
统 演化 过 程 的 研究 , 而 “流体 力学 ” 的 范围 显然 大 得 多 , 前 者 是 后 者 的 一 部 分 . 

关于 一 类 术语 的 用 法 , 这 里 略 作 说 明 , 以 免 引 起 歧义 . 根据 现行 国家 标准 
(GB 3101 一 93《 有 关 量 、 单 位 和 符号 的 一 般 原 则 》 附 录 A), 当 某 量 被 定义 为 二 
量 之 商 a/b 时 , 此 量 可 以 这 样 命名 : 把 量 b5 的 名 称 作为 形容 词 加 在 量 a 的 名 称 
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之 前 , 从 而 构成 该 量 的 名 称 . 这 个 译本 中 的 体积 精 、 质 量 炳 等 量 的 含义 , 均 应 
这 样 理解 . 例如 , 流体 的 体积 业 就 是 单位 体积 流体 的 炳 , 这 是 一 个 强度 量 . 

我 补充 了 大 约 60 条 脚注 (部 分 源 自 与 陈 国 说 教授 和 苏 卫 东 副 教授 的 讨 
论 ). 这 些 脚 注 并 不 具有 系统 性 , 主要 是 为 了 解释 正文 , 补充 相关 的 定义 、 结 果 、 
文献 和 中 文 术语 , 说 明 原 文 的 个 别 错误 (为 有 约 300 处 印刷 错误 已 直接 修改 ). 
我 还 补充 了 人 名 索引 , 并 在 名 词 索 引 中 补充 了 上 述 脚 注 中 的 少量 重要 术语 . 

我 的 同事 陈 国 谦 教 授 作 为 审阅 人 , 对 提高 译文 水 平 起 到 了 关键 作用 . 他 还 
特别 关注 了 由 我 补充 的 全 部 脚注 . 我 们 花 了 大 量 时 间 讨 论 每 一 个 脚注 是 否 值 
得 保留 , 以 及 如 何 用 最 精炼 的 方式 进行 改写 . 他 甚至 字 持 名 酌 地 修改 了 序言 的 
译文 . 我 特别 感谢 陈 国 谦 教 授 长 期 以 来 对 我 翻译 工作 的 大 力 支持 和 鼓励 . 

我 还 得 到 许多 人 的 热情 帮助 , 兹 一 一 表示 感谢 . 

我 的 同事 苏 卫 东 副 教授 重点 阅读 了 关于 满 流 的 第 三 章 译文 ， 提出 了 许多 
有 益 的 建议 , 还 帮助 我 补充 或 修改 了 一 些 脚注 ( 约 10 条 ). 他 永远 有 求 必 应 , 亲 
自 进 行 演算 来 检验 公式 . 他 热情 地 提供 了 很 多 信息 , 从 印刷 错误 到 各 种 相关 资 
料 (包括 HH. 杰 弗 里 斯 的 传记 ). 

中 国 科学 院 理论 物理 研究 所 研究 员 刘 寄 星 先生 一 直 关 注 我 的 翻译 工作 .他 
阅读 了 序言 、 第 一 章 和 最 后 两 章 的 译文 , 以 及 人 名 索引 和 名 词 索引 , 提出 了 很 
多 建议 (尤其 是 关于 物理 学 名 词 和 人 名 译 法 的 建议 ), 还 提供 了 一 些 相关 资料 . 

清华 大 学 高 等 研究 院 的 俞 振 华 老师 和 博士 生 高 超 以 及 复旦 大 学 物理 系 的 
博士 生 戴 越 阅读 了 最 后 两 章 译文 ， 对 比 英 译本 找 出 了 明显 不 一 致 的 词句 并 提 
出 了 相应 修改 建议 . 北京 大 学 力学 系 的 张 永 甲 同学 检查 了 部 分 译文 和 公式 . 

北京 外 国语 大 学 俄语 学 院 的 李 雪 营 老师 耐心 回答 了 俄语 方面 的 疑难 问题 ， 
修改 了 序言 中 不 够 准确 的 译文 . 她 正在 翻译 朗 道 的 一 部 传记 (将 由 高 等 教育 出 
版 社 出 版 ), 故 请 留意 . 

高 等 教育 出 版 社 自然 科学 学 术 著 作 分 社 编 辑 王 超 先生 对 照 英 译本 和 另外 
两 个 中 译本 检查 了 全 文 , 仔细 地 核对 了 全 部 公式 (还 发 现 了 原文 中 的 不 少 印 刷 
错误 ), 对 译本 质量 的 提高 功 不 可 没 . 

最 后 , 我 还 要 感谢 我 的 妻子 邵 长虹. 一 些 语句 的 译 法 , 最 初 都 是 与 她 讨论 . 
没有 她 的 理解 和 支持 , 我 不 可 能 静 下 心 来 一 直 做 我 自己 感 兴趣 的 事 . 


李 植 
北京 大 学 力学 系 
2012 年 9 月 
zhili@Qpku.edu.cn 


郑重 声明 

高 等 教育 出 版 社 依法 对 本 书 享有 专 有 出 版 权 。 任何 未 经 
许可 的 复制 、 销 售 行为 均 违 反 《 中 华人 民 共 和 国 著作 权 法 》, 其 
行为 人 将 承担 相应 的 民事 责任 和 行政 责任 ; 构成 犯罪 的 , 将 被 
依法 追究 刑事 责任 。 为 了 维护 市 场 秩 序 , 保护 读者 的 合法 权 
益 , 避免 读者 误 用 盗版 书 造成 不 良 后 果 , 我 社 将 配合 行政 执法 
部 门 和 司法 机 关 对 违法 犯罪 的 单位 和 个 人 进行 严厉 打击 。 社 
会 各 界 人 士 如 发 现 上 述 侵权 行为 , 希望 及 时 举报 , 本 社 将 奖励 
举报 有 功 人 员 。 
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